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Errata  du  Tome  premier. 


Page  55  , ligne  5 j mètre»  , lisez  , géomètre». 

61  , 1 3 j ainsi  tout  nombre,  etc.,  lisez,  tout  nombre 

d'un  seul  chiffre  étant  compris  entre  i et 
• 10,  a son  carré  entre  i et  too  , c'est-à-dire, 

composé  de  i ou  a chiffres. 


76» 

5 i = ■? , lisez  , =x 

n4. 

at  j Ka  , lisez,  Kam. 

t8a  , 

3 en  remontant  ; lisez  , L ( ) = £*’  , etc. 

189, 

18  ; les  demi-cercle»  , lisez , les  deux  parties  ABD 
AED  coïncident. 

a5o , 

8;  n étant....,  lisez  , n étant  le  nombre  de» 

côtés. 

3a5 , 

ta  j -1-  , Usez  , =r. 

347. 

4 ; ( 5o°  -4-  ) , Usez  , ( 5o°  -1- 1 ). 

35a  , 

ao  ; ( x”  — x"  ) , lisez  , ( x"  — x'  ). 

36o , 

3 en  remontant  j Oy , Usez , Dy. 

36a, 

o-  lisez  t-  a - ’+alS-- 

9,  Usez,  /_  a ^i+a%)  • 

364, 

a j x = 0 , Usez  , x = R. 

38g, 

a j ( x — x ) , Usez  , ( x — x'). 

Id. 

3 ; = ax  , Usez  , = ax'. 

39t  , 

ayant-demière  j effacez  , l’angle  ON  A est  droit 
dans  l’hyperbole  équilatère , car  alors  «■'=  1 . 

3g8, 

1 1 j yAx  , Usez  , yCx. 

4oa  , 

l5  ; sza’b',  lisez,  = a-,h'*.  ^ 

4o6, 

4 en  remontant  j (6)  et  (438,3°.)  , lisez  , (4oG) 
et  (4a7,3°.). 

Id. 

ôtez  en  marge  , fig.  11a. 

Id. 

17  j carré,  lisez,  reclangtr. 
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Page  4<>7 1 ligne  dernière , lit  et  , — a*  t.-ng’a  + b*  —o. 


4at  , 
4aa  , 

a3  ; 
6; 

^ a A , liiez  , 4 <4*. 

4a5, 

£iite*  la  même  rectification. 

43a, 

■6i 

C , litet , O. 

4M, 

*4  à 

la  a»,  tcieur  donne  le  foyer  , lisez  , le  a*,  fao 

leur  cat  visiblement  étranger  à la  ijuettion 
(5o7,  3“.  ) , puimu'il  donne  le  foyer. 


449  , 4 remontant  j lise a , 4 = A + B $ ■+■  C$'  +... 
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LIVRE  CINQUIÈME. 

ALGÈBRE  TRANSCENDANTE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

* 

ÉLÉVATIONS  DF.  PUISSANCES  ET  EXTRACTIONS  DE 
nACINES. 


Permutations  et  Combinaisons. 


476.  Proposons-nous  de  former  avec  m lettres  a bc... 
toutes  les  Permutations , c.-à-d.,  tous  les  Arrangcrnens 
différent , en  les  assemblant  p à p\  pour  cela , ôtons  d'abord 
la  lettre  a et  supposons  qu’on  forme  avec  les  m — 1 lettres 
b e...  qui  restent,  tous  les  arrangement  p — 1 bp — 1. 
II  est  clair  qu'eu  apportant  a en  tête  de  chacun , on  aura 
tous  ceux  des  arrangemens  cherchés  >qui  ont  a pour  ini- 
tiale , sans  qu’aucun  manque  ou  soit  répété  deux  fois.  Si 
on  ôte  b , et  qu'on  en  dise  autant  par  rapport  à a c d...  on 
aura  un  pareil  nombre  de  termes  qui  sont  toutes  celles 
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2. 


1 


Ai-GÊnnE. 


3 

des  permutations  demandées  qui  commencent  par  b i 
celles-ci  se  déduisent  des  premières  en  changeant  a en  b. 
Ainsi  de  suite. 

La  question  sera  donc  résolue  lorsqu’on  saura  trouver 
tous  les  arrangemens  de  m — i lettres,  p — i bp  — i : or 
ce  problème  se  ramène  de  même  aux  permutations  de  m— a 
lettres  p — 2 à p — 2 ; etc.  : enfin  on  sera  conduit  à per- 
muter m — ! p — 1 ) lettres  1 à 1 , ce  qui  n'arrêtera  plus. 

Cherchons , par  exemple  , tous  les  arrangemens  3 à 3 
des  5 lettres  du  snot  VERTU.  11  faut  d’abord  obtenir  les 
permutations  2 à 2 des  4 lettres  vertu , puis  ensuite  placer 
en  tête  de  chacune.  Ces  arrangemens  2 3 2 sont 

er , vt , vu,  rv , rt , ru  , tr , tv , tu , ur , ut , uv. 

* * ' ' ’ » ’ 

On  les  obtient  en  arrangeant  1 à 1 les  lettres  rtu , et 
plaçant  v en  tète,  ce  qui  donne  vrvt  vu;  on  change  ensuite 
v en  r,  puis  en  t,  enfin  en  u,  et  réciproquement.  Il  reste 
à placer  l’initiale  e,  et  on  a 

evr,  evt,  evu,  en’,  ert,  eru,  etr , ctv,  etu,  eur,  eut,  eue, 

pour  les  arrangemens  3 à 3 qui  commençent  par  v:  enfin 
on  change  e en  v,  en  r,  en  t et  en  u,  et  réciproque- 
ment , ce  qui  complète  les  Go  permutations  demandées. 

ver,  vet , veu,  vrc,  ert,  vru,  vtr,  vie,  vtu , vur , vut , vue, 

ne,  rvt , rvu , rev,  ret,  reu,  rte,  rtv,  rtu,  rue,  rut,  ruv, 

tvr , tve,  tvu,  tn •,  tre,  tru,  ter,  tev,  teu,  tur,  lue,  tuv , 

uvr,  uvt,  uve,  un,  urt,  ure,  utr,  utv,  ute , uer,  uet,  uev. 

On  obtient  de  même  les  permutations  de  m lettres 
m à m.  Par  exemple  , les  4 lettres  du  mot  mien  donnent 
les  24  arrangemens  suivans  (*). 

(*)  En  appliquant  celte  théorie  aux  lettrée  d'un  mot  ou  d'm*e . 
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Ynien  , mine,  mein  , m/mi , mnei , nmV 

mien  , in  me  , j'emn  , ienm  , inem  , in  me  , 

eimn  , eirtm  , emin  , ernni , errnii  « rniin  , 

niem  , ni  me  , ncim  , nemi , nmei , nmie. 


477-  Souvent  on  -cherche  moins  les  arrangcmens  eux-» 
mêmes  que  leur  multitude  : soient  yv'  y''-—y  Cf-’) 
les  nombres  de  permutations  de  m lettres  77  à 77,  de  m — i 
lettres  p i à/? — i , de  m — 2 lettres  77  — 2 à 7» — 2.... 
enfin  de  m — (7?  — 2 lettres  2 à 2.  En  étant  « et  arran- 
geant 77 — 1 à p — 1 les  lettres  b c d... , le  nombre  de  per- 
mutations est  y ; puis  mettant  a en  tète  on  a y'  arrange- 
rnens  p a p.  Mais  , comme  chaque  lettre  b c d....  doit  être, 
initiale  à son  tour,  elle  doit  comporter  un  pareil  nombre 
j'  d’arrangemens  , et  on  a y ~ my'. 

Raisonnons  de  même  pour  y , ou  plutèt  changeons  ici 
m en  m — 1 cl  p en  p — t ; par  lit  y et  y'  deviennent 
y'  et  y*  , et  on  trouve  y'  — ( m — 1 ) y". 

De  même  on  a y*  — ( m — a ) y 111 .... 

Enfin,  pour  y if— *),  il  faut,  dans  y = my' , mettre 
t»  — (p — 2 ; pour  m , et  2 pour  p ; y deviendra  y Ce- 
y sera  m — ( p — 1),  c.-à-d. , le  nombre  d'arrangcnicns  de 
m — (7»  — 17  lettres  1 à 1 ; donc  on  a les  p — 1 équations 


sentence,  on  en  forme  te  Logogriphe  et  f Anagramme.  Cest  ainsi 
<|ne  vertu  et  mien  ont  produit  plusieurs  mets  tant  français  que 
tarins,  fes  pénibles  bagatelle*  ont  cessé  d'exercer  les  sas  ans  , malgré 
plusieurs  résultats  heureux  en  ce  genre.  , 'assa  in  du  Grand  Henri, 
J^rèrc  Jacqu.s  Clément , a pour  anagramme  C* est  t'en/er  qui  m'a 
crtc.  Jalilonski  en  fit  un  latin  , pour  Slaoisias  depuis  roi  de  Pologne  , 
et  de  la  maison  îles  Icr-.ensli  : Dumas  / «te  nta  produit  le»  „na- 
grammes  A des  ineolumis  ; Omi  is  es  tua, lu  ; glane  mdns  loci , 
•Sis  columna  dei  ; I scandé  solium  ; ce  dernier  est  sur- tout  remar- 
quable parce  qu'il  fut  prophétique. 


• '-V  - 

■ * 
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Algèbre. 


y—my\  yJ=  (m— !}?«... y(r~')  = (m— p -f  a)  {m—p- f i). 


Pour  en  éliminer  y y"  ....  jif -1),  il  suffit  de  les  mul- 
tiplier toutes,  et  il  vient 

y = m (m  — i)(m  — 3 ).  • • •(»»—/»+  i).  • • (i) 

on  devra  prendre  pour  facteurs  tous  les  nombres  entiers 
compris  entre  m et  m — p-\- 1.  On  trouvera  , par  exemple, 
que  le  nombre  de  permutations  de  10  lettres  6 à 6 est 
10.9.8.7.6.5=  i5i  aoo. 

En  faisant  m=zp , on  obtient  le  nombre  z des  arran- 
gemens de  p lettres  p à p , 

z— p {p — O (P  — a}..  .3.3.1  = i.2.3.  . .p.  fa) 

Ainsi  8 lettres  donnent  t.a.3 8 ou  4o3ao  permutations 

8 à 8.  Les  formules  1 et  3 contiennent  autant  de  facteurs. 

■- 

478.  Cherchons  maintenant  les  Combinaisons  ou  JVo- 
duits  différens  de  m lettres  p à p,  c.-à-d.,  ceux  des  arran- 
gemens qui  ne  sont  pas  formés  des  mêmes  facteurs.  Si 
ces  combinaisons  étoient  connues  , leur  nombre  étant  x , 
il  suffiront  pour  en  déduire  les  arrangemens , de  prendre 
chaque  produit  de  p lettres,  et  d’en  opérer  tontes  les 
permutations  p à p ; chacun  en  donneroit  z ; le  nombre  y 
des  arrangemens  est  donc  xz.  De  y = xz  , on  tire 


m — p+i 
P 


• (3) 


Le  nombre  de  ces  fractions  est  p.  11  suit  de  la  nature 
de  cCttc  opération  que  x doit  être  un  nombre  entier , en 
sorte  que  la  formule  1 est  divisible  par  la  formule  2 : c’est 
au  reste  ce  qu’on  pourroit  prouver  directement. 

11  suit  de  là  que  90  lettres  ont 


Combinaisons. 


5 


90  X t?  s=  4 oo5.  • • combinaisons  a à a 


4 Po5  x V = 117  480 3 à 3 

U7  48ox^=  2 5b5  igo 4^4 

2 555  190  x ^ = 43  949  a68 5 i 5 


ce  sont  les  nombres  d’ambes,  ternes,  quaternes  et  quines 
des  go  numéros  de  la  loterie. 

479’  Pour  combiner  a b c....  2 à a,  on  portera  a à côté 
de  chacune  des  antres  lettres  b c....  ; puis  b à côté  de 
celles  c d....  qni  sont  à sa  droite,  etc.  Pour  faire  les  com- 
binaisons 3 à 3 , on  ôtera  a , on  combinera  2 à a , b c..,. 
comme  il  vient  d’être  dit  : soit  Q l’ensemble  de  ces  pro- 
duits 2 à 2,  on  portera  a près  de  chacun,  oti  aura  celles 
des  combinaisons  çù  a entre.  Pour  avoir  les  autres , il 
faudra  porter  b à côté  des  produits  2 à 2 de  c d....  et 
comme  ces  produits  font  partie  de  Q,  il  suffira  de  mettre 
b à côté  des  termes  de  Q qui  en  sont  exempts,  puis  c à 
côté  de  ceux  qui  n’ont  ni  b ni  c,  etc. 

Quelles  sont,  par  exemple,  les  combinaisons  4 à 4 de 
a b c d e / ? Je  combine  c d e J 2 à 2 , et  j’ai 

ci  ce  cf  de  df  ej  ; 

e 

apportant  l près  de  chaque  terme , c près  de*  trois  der- 
niers, d près  de  ej\  j’ai  pour  les  combinaisons  3 de 
bcdef, 

bcd  bce  bcf  bde  bd/  bef  edi  edf  cef  de/  ; 
mettant  enfin  a près  de  chacune  , b près  des  4 dernières, 
e devant  de/,  j’ai  pour  les  i5  combinaisons  cherchées 
abcd  abce  abcj  abde  abd/  abef  aede  oedj 
aeef  adej  bede  bedf  bce/  bde/  cde/. 

En  général , pour  combiner  p à p les  lettres  a b c....  , on 
«h  supprimera  p — 2 , a b...  g h,  et  on  combinera  d’abord 
2 è 2 les  autres  /'  A..,,  puis  apportant  h k côté  de  chacune  , 
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» à côté  de  celles  qui  sont  sans  /,  A:  près  de  celles  qui 
sont  exemptes  de  i et  h on  aura  toutes  les  combi- 
naisons 3 à 3,  des  lettres  h i k On  procédera  de  mémo 

à celles  4 à 4 de  # Ai'  k,...  et  ainsi  de  suite. 

2.  Formule  du  Binôme  de  Newton. 

48o.  Le  produit  (a:-|-a)('*:  + ^)(':,:  + c )«•  devient 
( x 4-  o )'"  lorsque  a — b = c....  ; or  il  suit  de  ce  qui  n 
clé  démontré  f 97,  4")  que  1°.  les  exposons  de  x décroissent 
de  terme  en  terme  d'une  unité  depuis  xm  jusqu'à  x°. 

2°.  Le  coefficient  de  x*"~ ‘ étant  la  somme  des  seconds 
termes  ou  a -j-  b -f-  devient  ma  ; ainsi  If  second 

terme  est  maxm~'. 

3°.  Le  coefficient  de  xm~"'  est  La  sVunme  des  produits 
2 à 2 de  a,  A,  l'un  de  ces  produits  est  a’,  qu’il  faut 
répéter  autant  de  fois  qu’on  peut  former  de  produits  dif*- 

férens  avec  une  quantité  (478;  ou  m . : donc  le  3°. 

2 • 

m — 1 ... 

terme  est  m. — et  ainsi  de  suite. 

2 

Enfin  le  dernier  terme  est  le  produit  abed....  de  tous 
les  m seconds  termes  des  facteurs  , produit  qui  devient  ici 
am.  On  a donc 

(j:  a)m=:xm  maxm~  ' -f-  m . — - — - a,xm~1  -f- a"1 . (4'.. 

Cette  équation  est  connue  sous  le  nom  de  son  illustre 
inventeur  ; le  Binôme  de  Newton  est  la  plus  importante  et 
la  plus  usitée  des  valeurs  développées.  Pour  avoir  ( x — n }m , 
il  faut  mettre  ici  — a au  lieu  de  a , c.-à-d:  , changer  dé- 
signé les  termes  oit  a porte  un  exposant  impair. 

481.  Pour  mettre  en  évidence  la  loi  qu’observent  les. 
divers  termes  du  développement  de  ( x -f-  a J"  , cherchons 
l’expression  du  terme  T qui  en  a p avant  lui , et  qu’tu* 
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Binôme  de  ïîewton.  7 

nomme  le  Terme  général  ; il  représente  tour-à-tour  tous 
ceux  de  la  formule  , en  faisant  p n~  1,2,  3 . . . . ce 
terme  est  T = Nxm~p , N désignant  les.  combinaisons 
php  des  m lettres  «,  b.,  c....  qu’on  fait  ensuite  égalas 
entre  elles.  Lt'lin  de  ces  produits  est  aF , qu’il  faut  répéter 
autant  de  fois  que  m lettres  donnent  de  combinaisons 


php-,  ce  nombre  (478)  est  jV==  — ; donc  le  terme  généraL- 
v Y 

T est  — oexw-,f  , ou 
£ 


T=m 


m—(  p — 1) 
P 


arje^-r,.... 


(b)-. 


1 °.Tous  les  coejf\cie%s  du  Binôme  sont  entiers  puisque  — 

Z 

L’est. 

a”.  Si  on  veut,  obtenir  Le  terme  qui  en  a p-f*  1 avant  lui,, 
U faut  mettre  ici  p -J-  1 pourp;'«rP  devient  o*+l  ; d’qù 
il  suit  que  les  exposons  de  a croissent  d’une  unité  à 
chaque  terme , tandis  que  ceux  de  x décroissent.  De  plus 

le  coefficient  de  a?~h’  ayant  pour  dernier  facteur  — — -, 

y 

ceux  qui  le  précèdent  sont  — , de  sorte  que  ce  firme  est 


On  |>elit  par  là  voir  comment  un,  terme  peut  se  déduire 
cfc  celui  qui  le  précède  , il faut  le  multiplier  par  — et  par 

l'exposant  de  x dans  re  terme  , diyisé  par  le  nombre  des 
termes  qui  le  précèdent.  . * 

3“,  On  ne  peut  supposer  p > m,  car  l’un  des  facteurs 
du  coefficient  est  m — m on  zéro.  11  y a m -j-  1 termes 
dans  le  développement. 

4*.  En  changeant  rcnacUcnr,  le  terme  N a>'xm~~* 


Algèbre. 
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devient  NxPcf~r.  Or  le  développement  doit  demeurer 
le  même  après  cette  mutation  , de  sorte  que  ce  ternie  dé- 
mit y être  compris,  et  comme  il  y a m-j-i  termes,  on  voit 
que  N est  aussi  le  coefficient  du  terme  qui  en  a p après 
lui.  Donc  les  coefficient  des  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  sont  les  mêmes.  Si  m est  impair,  le  coefficient 
moyen  revient  deux  fois  comme  les  autres , si  m est  pair , 
il  ne  se  trouve  qu’une  fois. 

En  faisant  mx=  5,  on  auroit,  par  exemple, 

(x-j-  a)5  = x*  -f-  5ax*  + 10  o'x3-+-  io  <*3x’  -+-  5a''x  -f-  a5 
on  peut  ici  remarquer  le  retour  des  mêmes  loefficicns 
i , 5,  îo  en  sens  inverse. 

Pareillement  pour  avoir  (2  A3 — 5c3)5,  on  fera  a£3t=x 
— 5c3  = a,  et  comme  on  a (x-f-o)5,  il  suffira  de 
mettre  ci-dessus  a A3  pour  x , et  — 5c3  pour  a , il  viendra 
(2  A3 — 5 c3)5^  3a  4' 5 — 5.5  c3. 1 65” -f- 1 o.  25^.8  A1'  — etc. , 
=3a  A'5-4oo  c3A'  '^-2ooo  cfi59-5ooo  c°A<;-j-625o  c'  ’ A3-3 1 25  c”. 


482.  Lorsque  x = 1 , la  formule  se  simplifie.  On  a 


* 


a 


-x3...  (6) 


La  difficulté  des  calculs  à exécuter  pour  appliquer  la 
formule  du  binôme  aux  cas  qui  peuvent  se  présenter  , a 
détermine  à préférer  l’usage  de  la  formule  précédente. 
Voici  donc  comment  on  opérera. 

i*.  On  ramènera  l’expression  proposée  à la  forme 
(i-f-r)1",  en  divisant  et  multipliant  par  le  Ier.  terme. 
C’est  ainsi  que  (2a-J-3A)'i  multiplié  et  divisé  par  (2 a)* 


devient 


(a«)4(‘  + 


3A \4  ...  3 A 

) ; puis  taisant  = z , on  a 

ua  J 2a 


*16  a'*  ( i 4-  r)*. 

aü.  On  calculera  la  valeur  numérique  des  divers  coef- 
ficirns  ; pour  cela , on  écrira  les  nombres 


♦ 
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m, 


i — i m — 2 m — 3 

_ , — r > —T 


puis  il  ne  restera  plus  qu’à  multiplier  le  ter.  par  le  a'.,  puis 
le  produit  par  le  3e. , puis  encore  ce  produit  par  le  4'-  » etc. 

3°.  11  suffira  ensuite  de  multiplier  par  i z3.... 

les  divers  coeiïiciens  ainsi  calculés.  Donc 
(2  a -p  34)4=  îüa^t  -J-4*-f-  6x‘  + 4*'  + » et  mettant 

- — pour  z,  on  a 160*  q6a’'4  + ai6o’i’  • • • 

2U 

483.  Pour  élever  un  trinôme  a-\-b  -\~c  à la  puissance  mt 
on  fera  4-f-c  = x,  et  *1  faudra  développer  (x-j-o)’"; 

on  substituera  ensuite  les  puissances  1 , 2 , m de  b-\-c 

à celles  de  x.  On  trouve  aisément  le  terme  général  de 

^a  + b+c)'*. 

Le  même  calcul  s’applique  à un  quadrinome,  et  même 

à un  polynôme  quelconque;  on  en  conclut  que 

( a b -f-c....  )m  est  composé  d’autant  de  termes  de  la 
forme 

m x aw..,. 

i.a.3  ...Ax  i.a.3...4x  t .2.3. . ./ x . . . 

qu’on  peut  attribuer  à h,  k,  /...  de  valeurs  entières  et  po- 
sitives différente*,  avec  cette  condition  que  ■„ . 

=m  : V.  ito'.  Jour,  poly.,  pag.  3o. 

484.  Lorsque  m est  entier , nous  savons  que  le  déve- 
loppement 6 est  limité  et  qu’il  appartient  à (i+r)’.; 
cherchons  maintenant  à quoi  il  répond  lorsque  m est  né- 
gatif ou  fractionnaire  (i33).  Pour  cela  soit. 


x = 1 mz  -4-  m , 


• z‘  -1*  etc. . 


y = x -f-  tlz  n . ■ 


zr  -)-  etc. 
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* Formons  le  produit  xy.  Mais  il  est  inutile  d’exécuter  la- 
multiplication,  ce  qui  ne  feroit  connoître  que  les  t>*".  termes 
du  résultat  et  non  la  loi  qui  en  gouverne  le  cours  indé- 
fini. Remarquons  que  si  m et  n sont  entiers  et  ..positifs,. 
xy  =(  i ; de  sorte  qu’en  faisant  m-\-  n=p,  on  * 

P — * 

xy  — i -\-pz-\-p.  z*  -f-  etc-. . . 

* A , 


Or  la  forme  d’un  produit  ne  peut  nullement  dépendre  de 
la  grandeur  des  nombres  que  les  lettres  représentent  ; d’où 
il  suit  que  le  produit  xy  doit  demeurer  i pz  -\-  ...  quels 
que  soient  m et  n.  Or  il  se  présente,  ici  deux  cas  t 


Soit  m une  fraction  -j-  positive  ; faisons  m — n , d’où 


p—  2 i7i  et  x'  = i -f-  pz  + etc-  • ma's  s>  on  multiplie  cette 
équation  par  x = i -j-  mz  +•  *lc-  t *1  viendra  pareillement 


-) r’  -f  etc , 

* a 

<j  étant  — m-\-pzzi 3m,  etc.  ; donc  en  général  r étantc^Atn, 
on.  a • . . 

x*  z=  i -\- rz  r . — — z1  -f- . . . 

a 


Or  km  ou  r est  as  A=entier  positif,  ainsi  xt=  ( i-f-z  )*; 
- •% 

donc  jc  = ( i -J-  ^ ^ * = ( i — 1~  ^ ; ce  qui  prouve  que  le 

développement  indéfini  6 est  encore  celui  de  (i  -f-z)"1, 
lorsque  m est  une  fraction  positive. 

2“.  Soit  m un  nombre  négatif  (entier  ou  fractionnaire  ) , 
et  supposons  qu’on  ait  pris  n te!  que  m = — » ; alors  * 
est  un  nombre  positif,  et  onaj=(i  -|-  z )"  : d’ailleurs 
p est  nul,  puisque  p— m-j-n  ; donc  — a-(  t -|-c )", 

d’où  x — ( i - z )—"  zx  ( t -|-  z Le  développement  6 est 
donc  encore  celui  de  ( i -|-  i)'n  lorsque- m est  négatif. 


t 
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En  multipliant  6 par  x"1  et  faisant  ensuite  zx  = a,  on 
letrouve  la  formule  4î  ce  qui  prouve  que  a le 

même  développement  lorsque  m est  entier  ou  fraction- 
naire , positif  ou  négatif.  Il  en  est  de  même  du  développe- 
ment d’un  polynôme  quelconque. 

Il  resteroit  à démontrer  que  le  développement  de  (x-q-a)** 
est  encore  le  même  , lorsque  m est  irrationnel,  ou  imagi- 
naire, ou  transcendant....  Mais  comme  nous  n'en  ferons  pas 
usage  maintenant,  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  (655,  IV). 

I , , t 

485.  Appliquons  nos  formules  à des  exemples. 


I.  Pour  développer 


« -f-  /SX 


on  mettra  celte  fraction 


sous  la  forme  — . , en  posant  K-  — - On  deve- 

» l -f  Ax  r » 

loppera  aisément  ' t -{-  Kx  , et  il  viendra 


• + ,3x 


(• 


/S*  . /S’x’ 


/SJx3 


j8”x" 


x’ 


v/(«’±*’)=nvt±:—  • — 


2.  4*  2. 4.  G -2.  4-6.  H “ 

xy 


1 .n 

2*4  al 


* 

* 


) 


On  a une  progression  par  quotient  dont  la  raison  est 

— — • (Pqy.  i44  et  5Gi). 


II.  On  donnera  à \Z(a"±x’)  la  forme  a \J  1 ü ■ — — ), 
ou  a ( , en  faisant  oy  = x;  et  ort  obtiendra 

, y’  *.  y*  . i.3  y®  i.  .3  Si'* 

y/(,t±y)z=\±'— — - -*■ — 


2.  4-  6 a1 


Les  coelTiciens  ont  pour  numéraleur  le  produit  des  nombres 
impairs  Successifs  1,  3,  5,...  le  dénominateur  est  le  pro- 
duit des  nombres  pairs  2,  4>  6..., 


• ■-A, 
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IU.  A l’aide  de  ce*  séries  on  peut  approcher  de  la 
racine  carrée  de  tout  nombre  irrationnel , en  le  coupant 
en  deux  parties , dont  l’une  , représentée  par  a* , doit  être 
un  carré  exact  le  plus  grand  possible  ; on  fait  l’autre 
= .r’ , et  on  substitue.  La  série  est  Convergente,  c.-à.-d. 
que  les  termes  vont  en  décroissant  , et  cela  d’autant 
plus  rapidement  que  x est  plus  petit  par  rapport  à a. 
Ainsi  pour  ^/8  , comme  8 = g — i , on  fait  a — 3 

et  x=  i ; on  obtient  \/8=3  (t ^ On 

lo  648 

rend  la  convergence  plus  rapide  encore  à l’aide  du  procédé 

suivant.  La  valeur  des  trois  premiers  termes  donne  , 

216 


-3 

dont  le  carré  surpasse  8 de  - \ 


a 


V/8=- 


61 1 j1  73 

6t  i! 

73 


216  a 


^ qu’on  fera  = x’ , puis 
; substituant  de  nouveau  on  trouve 

73* 


=2,828427*2474 


216  2.216.611  8.216.61 1-* 

en  se  bornant  aux  trois  i”‘.  termes.  ( V.  490). 

IV.  On  obtiendra  aisément  les  formules  suivantes 


— j 1 1.3 

(i=fcT)  =I+T-r’+X4^: 


r.3.5  . i.3.5. 7 


a-4-b J '■  24.6.8 
.3  oe '* 1.3.5  x6 


— 1 ir  1 **  , 1.3  J*  1.3.5  xP 

„ 3,  t IX  I X*  .5  x*  10  x*  x 

V/  (a+,)=V/ttJ .+ y .___  +.  j 


ù r , __v3x  _ , _ Û _ *2L  - UC 

r)~  T y 81  ^ 


22^,a 

72a 
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3.  Des  Nombres  figurés. 

486.  Désignons  par  Ç la  somme  -f-  l"  i 

des  puissances  m ' d’une  suite  de  nombres  en  progression 
par  différence  -~a.b.c  . ..  k.l , dont  d est  la  raison. 
Comme  on  a b = a -{-  d,  CT?:b-\-d,...l=.k-\-d,  en 
«levant  ces  équations  à la  puissance  m , et  désignant,  pour 
abréger , les  coefbciens  de  la  formule  du  binôme  par 
m , A , B . . . , on  a 

bm  = am  -+-  mdam~‘  + A d‘am~m  -f  B tpa"—3 . . .'. 
c~  = b " + md  bm~'  4-  A d‘bm~‘  4-  B <Pb'"~3 

h = km  - f-  md  k"-'  4-  A d'k"'-1  4-  B d'km~3 .... 

Ajoutant  ces  équations  , il  vient 

-*~-')+Ad ■(/„_ .-I— O+Bd’C/™-  -l— 

Si  on  fait  m = 1 , 2,  3...  on  trouve 


’ / — a -f-  d 


d 

P — a3 
id 


./> 


ft  — a* 
u.d 


/4-a 


/'  4 °*  l — a 
H ; 1 — — r-*<*î  e,c  - 


2.3 


Par  exemple  , la  série  2.3. 4.5.6  donne 

y. =-=  5 , yi — 20 , f — 90 , /î — 44°  ï • • . • 

De  même  pour  t.a;3.4...n,  qui  est  la  suite  des 
nombres  naturels,  on  a 

y-1  P n + i V'»  n 4-  1 an  4-  * 

o_  n,  y- n.— — ; J ~ U - 3*“  J 

y-*  n’In  + i)’  _ p 6ns  4‘l5n44‘  ton3  — n 

3“  4 ; J 4“  63 


etc. 
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487.  Soit  propose?  une  série  qui  ait  pour  terme  général 
knP  ; la  somme  de  ses  n premiers  termes  sera 

* ( ,/>  -f  2?  4. 

valeur  qui  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire. 

Si  le  terme  général  est  kn?  -f-  In  , la  suite  peut  être 
regardée  comme  formée  de  l'addition  terme  à terme  des 
deux  séries  /r(  if  -f-  af  -f-  3*....)  et  /(  jf  2?  -f-  3^....  ) s 
le  terme  sommaloire  est  kf  -f-  {[• 

Et  ainsi  de  suite.  On  sait  donc  trouver  le  terme  som-- 
matoire  de  toute  série  algébrique  dont  on  connoit  le  terme 
général.  On  résoudra  aisément  le  problème  inverse,  car 
si  f,  est  le  terme  sommaloire  donné  sera  la  somme  des 
n — 1 premiers  termes,  et  J — , sera  le  terme  général. 
Appliquons  ceci  à des  exemples. 

I.  Ayant  pris  la  série  1 .2.3.4*  ♦ formons-en  une 

autre  qui  ait  pour  terme  général  le  terme  sommaloire 
de  la  précédente  : de  sorte  que  le  premier  terme  soit  1 ; 
le  deuxième  = 1 -J-  a ou  3 ; le  troisième  1 -J-  2 + 3 ou  6 ; 
le  quatrième  = 6 -f- 4 ou  10  î etc-  I-e  terme  sommaloire 
n -+-  1 


de  la  proposée  étant  = n. 


042)  ; 


le  terme  général  de  notre  série  1 .3.6. 10.  i5....  n, 
J.e  terme  sommatoire  de  cette  série  est 


ce  sera  donc 
n 4-  1 


n -j-  1 n -f-  2 

• • — 3— »• 

a 3 


II.  Pareillement  la  série  I.3.6.IO...  forme 
n 1 n -J-  2 


1.4.10.20...  n. 


: ce  terme  général  équivaut 


à jn*  + in1  -J-  ÿ n ; ainsi  le  terme  sommatoire  est 
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n i n + 3 n-j-3< 


3 


*t  ainsi  des  autres  séries  semblables. 


III.  Au  lieu  de  la  progression  I.2.3.4»»*  on  auroit 
pu  en  employer  d’autres  pour  origine  de  nos  séries  suc- 
cessives. C’est  ainsi  que 

i*.  i.3.5. 7....  (an  — 1)  engendre  les  nombres  carrés 
1.4.9.16...  n%  dont  le  terme  sommaloire  est  (486) 


” + 1 
a 


2B  + I 
3 


a”.  1.4.7.10 (3n-a)  donne  t.5.i2.aa...  £ n (3n - 1) 

( V.  n".  142)  dont  le  terme  sommatojie  est 


*f  */ 


jou  na. 


n -f-  1 
2 


3*.  1.5.9.13....  (4"  — 3)  donne  i.6.i5....  n (an  — 1) 
qui  a pour  terme  sommatoire 


” + « 
2 ■ 


488.  Si  on  coupe  les  cAtés  d’un  angle  lam  par  des 
parallèles  bc  , de  , fg-.. , et  que  par  les  points  b,  d , /... , 
on  mène  des  parallèles  à am,  on  aura  1. 3.6. 10...  pour 
les  nombres  de  points  d’intersection  , suivant  qu’on  bor- 
nera le  triangle  lam , à la  première , deuxième , troi- 
sième , . . . . parallèle  à Im.  C’est  ce  qui  a fait  nommer 
Triangulaires  les  nombres  de  cette  série.  Par  une  raison 
semblable,  on  nomme  Pyram/rtjujrlesnombres  1.4.10.20...; 
Carrés,  les  nombres  1.4.9.16...;  Pentagones,  les  nombres 
1.5.12.22.....;  Hexagones,  les  nombres  i.6.i5. 28.45. 
Kn  général , on  appelle  Nombres  Figurés  ceux  qu’on  dé- 
duit d’une  progression  par  différence,  en  suivant  la  loi 
ci-dessus. 


i6 
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4-  Extraction  des  racines,  4%  5*....  m'. 

489.  Maintenant  qu’on  sait  former  la  puissance  m d’uu 
binôme , il  est  facile  d’appliquer  les  principes  développés 
pour  les  racines  a**,  et  3*‘.  à celles  des  autres  degrés. 
Nous  nous  contenterons  d’un  seul  exemple. 

Soit  demandée  la  racine  4'-  de 
; en  désignant  par  a et  b les 
dixaines  et  le*  unités  de  cette  racine , 
et  par  A la  plus  haute  4e.  puissance 
contenue  dans  le  nombre  proposé,  on  ( a -f-  5)'*  ; on 
aura  A — a!*  - j-  4 «’S  etc.  Le  premier  terme  a'  étant 
formé  de  la  4'-  puissance  du  chiffre  des  dixaines , à 
laquelle  on  joint  4 zéros;  en  séparant  les  4 chiffres  i44ji 
on  voit  que  53  contient  cette  4e-  puissance.  On  prouve 
aisément  que  16  étant  la  4e-  puissance  la  plus  élevée 
contenue  dans  53 , la  racine  2 est  le  chiffre  des  dixaines. 
Otant  16  de  53,  puis  abaissant  1 441  près  du  reste  37, 
le  nombre  371  44*  contient  l+c&b  -f-  etc.  Mais  l^n^b 
étant  terminé  par  trois  zéros  , on  séparera  les  trois  chilfres 
44i  , et  on  en  conclura  que  371  contient  4 f°>s 
cube  du  chiffre  des  dixaines  par  les  unités  b , ou  3a  b : 
si  donc  on  divise  371  par  3a,  le  quotient  sera  b ou  > b. 
Ce  quotient  est  10  , mais  on  ne  peut  prendre  plus  de  9, 
de  sorte  qu’il  s’agit  de  savoir  si  U racine  est  ag , ou  < 29. 
On  formera  donc  ag4,  et  comme  le  résultat  excède  le 
nombre  proposé  ; qu’il  en  est  de  même  de  u&>  , on 
trouvera  enfin  27  pour  la  racine  cherchée. 

On  applique  ces  principes  à tous  les  degrés. 

On  extraira  aisément  la  racine  proposée  , lorsqu’elle  aura 
plus  de  deux  chiffres  ; ou  lorsqu’étant  inexacte , on  vou- 
dra en  approcher,  ou  enfin  quand  le  nombre  proposé 
contiendra  une  fraction  à deux  termes , ou  décimale. 


53.  i44( 

16 


37.1441 


{f 
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11  est  vrai  que  le  calcul  logarithmique  abrège  beau- 
coup , et  même  rend  inutiles  ceux  qu'on  vient  d’ex-^ 
poser  ; mais  lorsque  les  puissances  ont  des  degrés  élevés , 
les  nombres  excèdent  de  beaucoup  les  limites  des  tables, 
et  on  ne  peut  les  employer  , lorsqu’on  veut  des  résul- 
tats très-approchés.  C’est  ce  qui  nous  a déterminés  à 
présenter  quelques  détails  à ce  sujet. 

Nous  ne  parlerons  pas  de  l’extraction  des  racines  des 
formules  algébriques;  ce  qu’on  en  a vu  (i35)  pour 
le  a*,  et  le  3e.  degré  , rend  inutiles  tous  développemens 
à cet  égard , et  chacun  pourra  y suppléer.  , . 

4qo.  Nous  terminerons  ce  sujet  en  exposant  un  moyen  * 
d’avoir  les  racines  m".  très-approchées , par  une  voie 
facile.  On  partagera  le  nombre  en  deux  parties,  dont 
l’une  am  soit  une  puissance  m*.  exacte , et  la  plus  grande 
possible  : soit  dt  b , la  différence  entre  am  et  le  nombre 
proposé,  qui  sera  par  conséquent,  — a"'  ± b;  soit 
ast.  x la  racine  cherchée  : .r  sera  une  petite  quantité  , 
et  on  aura  û”  ± 4 = (s  £ i)"  ; d’où 


h — x ( mam  ~ ' ±.  Aam  — * x -f»  Bam  ~ 3 x'  ± etc.  ) ; 
m,  A , B.~  étant  les  coefficiens  du  binôme.  Mais  on  peut 
négliger  tous  les  termes  qui  accompagnent  xrnam~' , pour 
une  première  approximation,  puisque  x est  très-pstit  par 
rapport  à am  ~ ' ; d’où 

b 

X = s 

ma"'  ~~  * 

mettant  cette  valeur  pour  x , dans  les  parenthèses  , et 
négligeant  Bam~ ^x"  ± etc.,  on  obtient  la  valeur  beaucoup 
plus  approchée 

a ab 

-j. ma"'  rt  (m  — î ) b ’ 


d’où  ( am  dt  b ) = a 

a. 


a ab 

2 ma  " ;£.  ( m — i ) A ’ 


Digitized  by  Google 


r8  ÀtcftBRe. 

* formule  très-simple  due  à Haros.  En  rappliquant  aux  tas 
de  m = a , et  m = 3 , on  trouve 

2 ab  *î 

~b’ 


\/  ( a’  ± : b)  — a ~+~ 


v/(aJ  ifcè)  = o ±: 


4 a'  =t 
'Inb 


x . I' 


3a'+i’  *.*18 


, . .î  r.3o« 

on  obtient  sur-tout  une  approximation  rapide , en  réité- 
rant l’usage  de  la  formule  pour  approcher  de  plus  en 
plus,  ainsi  qu’on  l’a  vu  (485,111).  Par  exemple,  pour 
obtenir  y/  8 , comme  a =c  a, 8 est  près  de  y/  8 ; on  fera 
a’  = 7,  84  et  b = o»i6;  on  en  tirera 


\/8=2,8-f 


896 


3i5ao 


= 2,82842* 


Pour  approcher  davantage,  il  faudroit  de  nouveau  égaler 
cette  valeur  à a , en  déduire  a1,  puis  b , et  enfin  \/  8. 


CHAPITRE  II. 


Résolution  ois  équations. 


1.  Composition  fies  Équations. 

4qt.  Lorsqu’on  a transposé  tous  les  termes  d’une  équa- 
tion dans  un  même  membre , elle  prend  , après  la  ré- 
duction , la  forme 

x"‘  -j-  pi”  — ' -f-  qxm  ~ * •+.  ...  -f-  tx  u = o. 

Les  cocfTicicns  p g t u étant  connus , et  positifs  , 

nuis,  ou  négatifs.  Représentons  cette  équation  par  A = o. 
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On  tfomfne  Ràcihe  tonte  valeur  a qui  , mise  pour  'x  , 

rend  X nul , obj*  *f  paf"~  ' -f- -f-  ir  o.  .Ce  nombre 

a jouit  d’une  propriété  remarquable  qui  consiste  en  ce 
Cple  X est  divisible  exactement  par  x — a.  En  effet , 
quel  que  soit  le  nombre  a,  on  peut  toujours  effectuer  cette 
division , et  pousser  le.  calcul  jusqu'à  ce  que  x n'entre  plus 
dans  le  reste  R : soit  Q le  quotient , on  */(gb) 

X — Q {x  — a)  -f  R. 

Of , cette  équation  est  du  nombre  de  rellps  qu’oft 
nomme  Identiques;  les  deux  membres  n’ont  d’antre 
différence  que  dans  la  manière  dont  ils  sont  exprimés 
analytiquement  ; différence  qui  s’évanouiroit  en  effec- 
tuant le  calcul  ihdiqné.  Les  équations  identiques  sub- 
sistent dortc  quoique  valeur  qu'on  attribue  à x.  Faisons 
ici  x = o.  1. c terme  Q (a:—  d)  disparoitra  , et  il  sC 
présentera  deux  càs  : 

ié.  SI  a est  racine , eti  supposant  que  le  reste  R 
existe,  comtne  il  dé  contiént  pas  x,  il  riVst  point  changé 
par  cétté  supposition  , et  Comme  par  là  X deviént  nul, 
il  s’ensuit  que  R = o,  c.-à-d.  que  Xz=Q  (-x  — a').  C'eût 
d ailleurs  ce  qui  résulte  aussi  de  ce  que  le  reste  de  la  divi- 
sion de  X par  x.  — a , est  R = am  -f-  pam  — * -j-  etc. 
Voyez  page  ni,  tome  i". 

2*.  Si  a n’est  point  racine  de  X=o  , le  reste  R de  lai 
division  est  ce  que  devient  X,  lorsqu’on  y change  x en  a. 

Concluons  de  là  que  toute  équation  X =r  o , est  ou  non 
divisible  par  x — a , suivant  que  a est  Ou  n'est  pas  racine. 

492.  Le  qùotient  Q est  du  degré  m — i ; il  a la 
forme  xm  ~ ‘ -f-  p'x"1  ~ * -f-  etc.  : si  .r  = b rend  ce  po- 
lynôme nul , on  a donc  Q = Q'  (x  — b)  , d’où.  . . . 
X î=s  Q'  (x  — a)  Cx  — b)  ■ alors  a et  b sOnt  deux 
racines  de  la  proposée.  En  continuant,  on  trouvera.  -,  4 
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Q'  = Q"  ( x — c ) ; etc... , et  comme  le  degré  des  poly- 
nômes Q (f  Q".  . . s’abaisse  successivement , on  arrivera 
à un  polynôme  du  a.’,  degré , formé  de  deux  facteur* 
du  icr.  Donc  on  trouvera  au  plus  m facteurs,  et  on 
aura 


X =z(x  — a)  (x — b)  (x  — (x  — h). 

» 

On  ne  peut  d’ailleurs  supposer  qu’un  binôme  x — /, 
non  compris  parmi  ces  m facteurs,  divise  X;  car 
il  devroit  aussi  diviser  Q (x  — a),  et  par  conséquent  Q , 
puisqu’il  ne  peut  diviser  x — a,  (102).  De  même  a: — l 
devra  diviser  Q1 , puis  Q" ....  ; enfin  x — k , ce  qui  est 
absurde. 

Donc  , 1°.  toute  équation  du  degré  m , ne  peut  avoir 
plus  de  m racines , ou  facteurs  du  premier  degré  : a b c... 
sont  d’ailleurs  ici  réels  ou  imaginaires.  On  scroit  même 
certain  que  le  nombre  des  racines  est  précisément  m , 
s’il  étoit  prouvé  que  tout  polynôme  X est  réductible  à 
zéro  par  une  valeur  x = a , réelle  ou  imaginaire  : nous 
supposerons  ce  principe  démontré  , il  fera  bientôt  le  sujet 
de  notre  examen  (499)-  r 


2°.  Toute  fraction  -p  , qui  devient  f lorsqu’on  fait.  . . 

• 

x — a,  a (x  — a)  pour  facteur  de  ses  deux  termes  X e* 
Y ; (x  — û)  peut  même  y être  à une  puissance  qucl- 
X 

conque  , de  sorte  que  — a une  valeur  finie  , nulle  ou 


infinie,  suivant  que  cette  puissance  est  la  même  dans 
X et  Y,  ou  qu’elle  est  plus  grande,  ou  enfin  plus 
petite  dans  X que  dans  Ÿ. 

3°.  On  peut,  par  la  division  , abaisser  le  degré  de  la 
proposée  , d’autant  d’unités  qu’on  commit  de  racines. 

4».  La  recherche  des  facteurs  du  i,r.  degré  d’ua 
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polynôme  X revient  à celle  des  racines  de  l'équation 
X=  o. 

5°.  Les  facteurs  du  a°.  degré  de  la  proposée  sont  les 
produits  a à a,  de  ceux  du  icr.  degré  : ainsi  le  nombre 

de  ceux-là  est  m.— -.  Le  moyen  le  plus  simple  de 


les  obtenir  est  de  chercher  les  facteurs  du  i*r.  degré 
et  de  les  combiner  a à a , puisque  pour  trouver  direc- 
tement l’un  de  ces  facteurs  x'  -J-  gx  -j->  h , le  degré 

des  équations  destinées  à donner  g et  b seroit  m.  — -, 

6”.  Le  nombre  des  facteurs  du  3*.  degré  est  ....  , 


m.- 


} et  ainsi  de  suite. 


a 3 

493.  Puisque  les  racines  sont  les  seconds  termes  des 
binômes  x — a , x — b , . . . pris  en  signe  contraire , on 
voit  que  (97, IV), 

1".  p ou  le  coefficient  du  a',  terme , est  la  somme  des 
racines  prises  en  signe  contraire. 


a”,  q ou  le  coefficient  du  3*.  terme , est  la  somme  des 
produits  deux  à deux  des  racines  avec  leurs  signes  , etc. 

3°.  Enfin  le  dernier  terme  u est  le  produit  des  racines 
prises  avec  leur  signe  , ou  avec  un  signe  contraire , sui- 
vant que  le  degré  m est  pair  ou  impair. 

11  résulte  de  là  que  si  le  a*,  terme  d’une  équation 
manque,  la  somme  des  racines  est  nulle  ,*ct  si  le  dernier 
terme  manque , il  y a au  moins  une  racine  égale  à zéro. 

4g4-  Si  X = o a une  racine  de  la  forme 

x ■=  a b — 1,  la  substitution  , cn^  réunissant  les 
termes  semblables , conduit  à un  résultat  qui  a la 
fortne  P -j-  Q y/— • 1 : et  comme  le  nombre  réel  P ne 
peut  détruire  l’imaginaire  Q y/  — 1 , on  voit  qu'il  faut 
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que  les  termes  réels  se  détruisent  à part  : ou  P=o,  Q — «T 
Mais  si  on  fait  x -r?  a — b \J  — i , il  est  évident  que  la 
substitution  dans  X donne  P — Q \J  — i ; or  cette  quan- 
tité est  nulle,  à cause  de  P=  o,  clQ—o;  donc  on 
satisfait  aussi  à l'équation  X=o  par  x = o — b -y/ — t. 
Ainsi , toute  équation  qui  a pour  racine  x = a-f-  b \J — i , 
a aussi  x~.  a — b yé  — i. 

3.  Limites  des  Racines  des  Equations. 

4<p.  Représentons  par  P la  somme  des  termes  posi- 
tifs ; et  par  N la  somme  des  termes  négatifs  d’une 
équation  X=  o ; ou  X — P — JV.  Faisons  x égal  à 
deux  nombres  p et  y,  et  supposons  que  les  résultats 
soient  de  signes  contraires  : par  exemple,  soit  P > dV , 
lorsque  x — p , et  P <;  JV  pour  x = q. 

Concevons  maintenant  qu’on  substitue  pour  x dans  X, 
toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre  p et  q ; on 
doit  accorder  que  P croîtra  par  degrés  insensibles , à 
mesure  qu'on  fera  croître  x , en  suivant  la  loi  de  conti- 
nuité : il  en  sera  de  même  de  N.  On  voit  donc  que 
les  polynemes  P et  N passent  par  toutes  les  valeurs 
intermédiaires  entre  celles  qui  répondent  à x = p et 
x =r  q ; mais  P qui  d'abord  otoit  > AT , est  devenu  en- 
suite < N;  N a donc  crA  plus  rapidement;  d’où  il  suit 
que  P a dû  être -au  mains  une  fois  = 2V,  dans  cet 
intervalle;  alors  on  a eu  X — q (*) . Donc,  lorsque  deux 


(*)  f agrange,  à qui  on  doit  ccttc  démonstration  , se  st  rf  d'uue  com- 
paraison qui  peint  nsvz  bien  ce  raisonnement.  I orsque  deux  mobiles 
parcourent  la  même  ligne , et  que  celui  qui  est  d'abord  en  arrière  'lent 
À de'ancer  l'autre , ou  eu  couciut  que  celui-ci  se  meut  avec  plus  do 
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nombres  p et  q substitués  à x dans  X = o donnent  des 
résultats  de  signes  contraires  , il  y au  moins  une  racine 
comprise  entre  p et  q. 

, Celle  démonstration  suppose  p et  q positifs  ; s’il  en  étoit 
autrement  , le  théorème  n’en  seroit  pas  moins  vrai.  Car 
faisans  x ~y  — k , h étant  arbitraire.  X = o deviendra 
Y — o,  l’incortnuc  étant  y = A -f-  *.  Mais  x = p et 
x = q répondent  àjp  .=  A -|-  p ctjr  = A -j-  y ; de  sorte 
que  c es  nombres  substitués  dans  V,  doivent  donner 
pour  résultats  les  mêmes  quantités , que  lorsqu’on  a 
mis  p et  q pour  x dans  X : ainsi  A -f-  p et  h -f-  q 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires.  Or , on  a 
pu  prendre  pour  A une  valeur , telle  que  A -(-  p et 
k -4-  q soient  positifs  , d’où  il  suit  que  Y — o a une 
racine  comprise  entre  ces  nombres  : soit  y = A + * 
celle  racine  , « sera  intermédiaire  entre  p et  q.  Mais 
x —y  — k — donc  X = o a une  racine  « entre  p 
et  q , tuf  me  lorsque  ces  deux  nombres  ne  sont  pas 
positifs. 

Donc , dans  toute  équation  qui  n'a  que  des  racines 
imaginaires  y on  ne  peut  jamais  obtenir  que  des  résultats 
de  même  signe;  puisque  sans  cela-,  il  y aurait  une 
racine  réelle  comprise  entre  les  nombres  substitués.  L’ar- 
ticle suivant  prouve  que  le  signe  des  résultats  est  tou- 
jours celui  du  premier  terme. 

4yG.  La  réciproque  de  ce  théorème  n’est  point  tou- 
jours vraie  ; car  , mettons  en  évidence  tous  les  facteurs 
binômes  de  X qui  correspondent  aux  racines  réelles  a b c.... 


vitesse,  et  qu'ils  ont  du  sc  rencontrer  en  un  point  intermediaire.  Il  est 
inutile  de  dire  «pi'iri  la  loi  de  continuité  doit  être  supposée  ; car  si  l'urt 
de»  mobiles  » élançoit  par  bonds , il  pourrait  devancer  l'autre  sans  U 
noçouirer. 
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nous  aurons  X = X'  (x — o)  (£  — b)  ( x — c)....  y 
X'  = o n’ayant  que  des  racines  imaginaires.  Cela  posé  , 
mettons  p et  y pour  x et  divisons  les  résultats,  nous 

P~b  ..  . .Pet  Q 


P p — a 
aurons  — x 


y " q — a " q — b q — c 
sont  les  valeurs  de  X'  correspondantes  à * rrpetsty; 
ces  valeurs  sont  de  même  signe.  Pour*  qu’une  de  nos 

fractions,  telle  que  - , soit  négative,  il  faut  que 

p — a et  y — a soient  de  signes  contraires,  c.-à-d.  que 

p — b 


a soit  entre  p et  q ; il  en  est  de  même  de 


— b’ 


Le  produit  de  ces  fractions  est  négatif  quand  le  nombre  , 
des  facteurs  négatifs  est  impair,  c.-à-d.,  quand  il  y a un 
nombre  impair  de  racines  comprises  entre  p et  q : alors 
le  numérateur  P ( p — a)  ( p — b )....  doit  être  de  signe 
contraire  à celui  du  dénominateur  Q ( ÿ — a)  (ÿ  — b) ... 
On  verra  de  même  que  ces  résultats  sont  3e  même 
signe  quand  le  nombre  des  racines  comprises  entre  p et 
q est  pair.  Donc  , il  y o tin  nombre  pair  ou  impair  de 
racines  comprises  entre  p et  q,  suivant  que  les  résul- 
tats, qu'on  obtient  en  substituant  ces  nombres  pour  x, 
sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire. 

11  pourroit  arriver  que  plusieurs  «Tes  facteurs  x — a, 
x — b , . . . fussent  égaux  entre  eux  , sans  que  notre 
conséquence  cessât  d’être  vraie , pourvu  que  si  a est 
compris  entre  p et  q , et  si  on  a le  facteur  (x  — a)", 
la  racine  a soit  regardée  comme  comprise  n fois  entre 
P el  <!• 

497.  On  peut  toujours  rendre  le  premier  terme  d’un 
polynôme , x“  -j-  px  " ~ * , etc.  u , plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  termes  négatifs  qu'il  renferme.  Car  , 
supposons  que  kx"“Zn  soit  le  i".  des  termes  négatifs,  et 
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en  ait  n avant  lui;  il  s’agit  de-cendre  i™>  kxm~n  -f-  de.; 
or , remplaçons  le  a*,  membre  par  un  polynôme  complet , 
«Jpnt  tous  les  coefficiens  soient  égaux  au  plus  grand  d’entre 
eux  ; soit  S ce  plus  grand  coefficient  négatif  de  l’équation: 
il  est  clair  que  si  on  rend 

*"•  > Sx"-"  + Sx™-"-'  -f  Sx’”—"—''  -f + S 


à plus  forte  raison  , on  âura  kx"‘~n  -|-  etc.  ; mais  le 
deuxième  membre  équivaut  à (9g) 

S (*™—  + + 0 = S — j 

_S  x™-"-*-'  S 

x — 1 ac — 1 ’ 


on  peut  même  supprimer  le  dernier  terme 
que  * soit  > 1 ; et  rendre  je™  > 


x — 1 
Sx™—"*' 


, pourvu 


* — 1 


ou  plutôt 


X I 

Comme  je  doit  être  > 1 , soit  x = « -f.  1 > il  viendra 

g 

(«4-i)”—,>  — ; or,  cette  inégalité  sera  visiblement  sa- 

« 

g 

tisfaite  en  posant  *n— 1 e=  — > ou  »n  = S : donc 


*=1  -f  \/S.  On  rendra  donc  le  premier  terme  plus  grand 
que  la  somme  des  termes  négatifs,  en  prenant  pour  x cette 
valeur,  ou  une  quantité  plus  grande.  On  en  conclut  que 

1°.  Soit  M=  t -J-  y/S,  toute  valeur  de  x > M don- 
nera un  résultat  positif,  et  par  conséquent  ne  peut  être 
racine  de  x™  4-  px"—'  etc.  e=  o.  M est  donc  une  limite 
supérieure  des  racines  positives. 

a°.  En  changeant  x en  — x,  c’est-à-dire  en  prenant 
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en  signe  contraire  le»  tenues  où  x est  affecte  de  puis- 
sances impaires  ou  paires  , les  racines  négative*  devien- 
nent positives  et  réciproquement.  Dans  celle  équation  , 
on  obtiendra  aisément  la  limite  il/'  des  racines  positives; 
par  conséquent  ■ — il/'  sera  la  limite  des  racines  négatives 
de  la  proposée. 

n 

3°.  Si  on  fait  x = i + t/  T,  T étant  le  plus  grand 
coefficient  positif,  on  rendra  .r"  plus  grand  que  la  somme 
des  termes  positifs,  ej,,  à plus  forte  raison,  plus  grand 
que  la  somme  des  autres  termes  du  polynôme , ou.  . . 
Xm  > pxm—'  -(-  QXn’—'  4-  U. 

438.  Soit  jt’”  4-  pxm~'  -J-  t/xm~ ’ 4*  — u = o une 

équation  dont  le  dernier  terme  est  négatif. 

1".  Si  le  degré  m est  pair,  en  faisant  x = o et  x=  il/, 
on  obtient  deux  résultats  de  signes  différens;  donc  la  pro- 
posée a une  racine  positive.  Si  on  change  x en  — x , 
le  premier  et  le  dernier  terme  ne  changeront  pas  ; cette 
transformée  aura  par  conséquent  aussi  une  racine  positive  : 
donc  la  proposée  en  a une  négative.  Ainsi,  toute  équation 
de  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif , a deux 
racines  réelles  de  signes  contraires. 

2“.  Si  m est  impair,  x — o , cl  x=AI  donnent  encore 
deux  résultats  de  signes  contraires;  ce  qui  annonce  une 
racine  positive  pour  la  proposée. 

3°.  Si  le  dernier  terme  u est  positif,  m étant  toujours 
impair , en  changeant  a:  en  — x,  le  premier  terme  dc^- 
vient  — x”  , le  dernier  demeure  4*  u > sorte  qu’en 
changeant  les  signes  , on  a 4-  r"  + ......  — u = o.  Or, 

celte  équation  a une  racine  positive  , donc  la  proposée  en 
a une  négative.  En  réunissant  ce  théorème,  au  précédent , 
011  voit  que  toute  équation  de  degré  impair  a une  racine 
réelle  de  signe  contraire  à celui  de  son  dernier  terme.  • 
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4*.  Si  une  équation  de  degré  pair  a une  racine  réelle  a, 
en  la  divisant  par  x — a , elle  devient  de  degré  impair 
et  doit  avo;r  une  autre  racine  réelle  b;  ce  qui  prouve  que 
dans  toute  équation  de  degré  pair , les  racines  réelles  {et 
par  conséquent  aussi  les  imaginaires  ) sont  en  nombre  pair. 
Si  le  degré  est  impair , les  racines  réelles  sont  en  nombre 
impair , mais  les  imaginaires  sont  encore  en  nombre  pair. 

499.  Les  équations  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme 
est  positif,  sont  donc  les  seules  pour  lesquelles  l’existence 
d’une  racine  réelle  soit  douteuse  ; car,  en  y appliquant 
les  raisounemens  ci-dessus , on  ne  peut , en  général,  ob- 
tenir des  résultats  de  signes  contraires.  Mais  si  on  change 
le  signe  de  ce  dernier  terme  u , on  a une  nouvelle  équa- 
tion qui  a une  racine  réelle  dont  la  valeur  est  liée  à celle 

des  coefficieus  (*)  p q u.  Désignons  cette  racine  par 

x=-f  (p , q , n)-  L’esprit  du  calcul  algébrique  , qui 

est  indépendant  des  valeurs  particulières  qu’on  peut  don- 
ner aux  quantités  , prouve  que  si  on  change  le  signe  de'u 


(*)  I orsqu'tine  formule  exprime  la  valeur  d'une  inconnue  jr , et  cat 
composée  de  diverses  quantités  p,q....  on  exprime  celle  dépendance 
en  disant  que  x est  Fonction  de  p,  q,.,.  ce  que  nous  représenterons 
par 

x —f(Pi  T-)  > ou  * = F(p,q~'),cu., 

©n  reconnoît  cette  dépendance  en  ce  que  r varie  avec  les  quantités 
p , q....  en  sorte  qu’en  doit  affirmer  la  formule  destinée  n foire 
connaître  x devra  nécessairement  contenir  p , q ...  On  distingue  plusieurs 
sortes  de  fonctions  ; les  Implicites  sont  celles  où  les  quantités  sont 
jnélées  les  unes  aux  autres  dans  l’équation  qui  les  lie  : X • — a x/'-4-  1 =0 
est  ifne  fonction  implicite  de  x et  jr  • mais  si  on  résout  l'équation  , on 
a x — i ) y et  x est  fonction  Explicite  de  y.  I es  fonc- 

tions Transcendantes  sont  celles  qui  renferment  des  sinus,  cosinus, 
arcs  de  cercle , logarithmes  oit  des  Exponentielle  x , telles  que  «■**. 
Les  autres  fonctions  sont  sllgchriqucs  ; elles  ne  comprennent  que  le# 
©péra lions  usitées  dans  l’algèbre  élémentaire. 
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dans  cette  formule,  x=f(p,  q, — u ) satisfera  à la 

proposée. 

Mais  par  le  changement  de  signe  de  u , cette  racine 
pourra  cesser  d’être  réelle  ; elle  deviendroit  simplement 
alors  une  expression  analytique,  un  symbole  , qui  joui- 
roit  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  polynôme  donné.- 
11  est  donc  vrai  de  dire  que  toute  équation  est  satisfaite 
par  une  valeur  a , réelle  ou  imaginaire  ; par  conséquent , 
la  décomposition  en  m facteurs  binômes , est  légitime. 
Au  reste,  voyez  n".  5tq. 

5oo.  On  peut,  à l’aide  des  courbes,  démontrer  ce* 
théorèmes  d’une  manière  facile.  La  courbe  dont  l’équa- 

2.  tion  est  y X est  formée  d’une  seule  branche  continue 
et  indéfinie  de  part  et  d’autre  Q' P CEGI..... , puisque 
chaque  valeur  de  x ne  répond  qu’à  une  valeur  unique 
et  réelle  de  y.  Son  cours  a donc  la  forme  qu’on  voit 
fig.  2,  et  les  abscisses  des  points  P , Q,...  d’intersection 
avec  l’axe  Ax , sont  les  racines  réelles  de  X = o ; les 

racines  positis/cs  sont  AP , AQ\ les  négatives  sont  AP' , 

AQ' ( la  courbe  touchcroit  l'axe  Ax , s’il  y avoit  des 

facteurs  binômes  égaux  et  réels). 

Cela  posé,  i°.  si  x=.AÜ  et  AD  donnent  des 

résultats  de  signes  contraires,  les  ordonnées  correspon- 
dantes BC  DE  seront,  l’une  positive,  l’autre  négative; 
la  courbe  étant  continue  de  C en  E rencontre  l’axe  Ax  y 
au  moins  en  un  point  entre  B et  D : la  même  chose  a lieu 
pour  x=zAB  et  x — AH , mais  il  y a trois  points  d’in- 
tersection, etc.  Si  x — AB  et  x = AF  donnent  des 
résultats  de  même  signe,  le  nombre  des  intersections  est  nul 
ou  pair,  car  la  courbe  peut  aller  directement  de  C en  G, 
ou  couper  l'axe  : le  nombre  des  points  d’intersection  est 
donc  o , 2 , 4 » Ceci  s’accorde  avec  le  n*.  49b. 

3 2°.  Si.X  = o est  de  degré  pair,  et  si  le  dernier  terme 
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est  négatif,  x = o donne  l’ordonnée  négative  AF  , 3, 
X — AB  = la  limite  M des  racines  positives,  et  x — ADzx 
la  limite  M'  des  racines  négatives , donnent  les  ordonnées 
positives  BC  DE.  Ainsi  il  y a au  moins  un  point  d’inter- 
section entre  A et  B , et  un  autre  entre  A et  U.  Voyez 
le  théorème  49$,  i°» 

3°.  Si  X=o  est  de  degré  impair,  et  que  le  dernier  terme 
soit  négatif,  en  faisant  x = o,  et  xxxABxx  la  limite 
des  racines  positives,  on  a des  ordonnées  AF  et  BC  de 
signe  contraire  ; ainsi  il  y a un  point  ' d’intersection , au 
moins , entre  A et  B.  C’est  la  proposition  49^ , a". 

4°.  Si  X=  o est  de  degré  impair  et  si  le  dernier  terme  5. 
est  positif,  x = o etjr  = ^B=la  limite  des  racines 
négatives,  donnent  les  ordonnées  AF  et  BC , et  par  consé- 
quent , il  y a au  moins  un  point  d’intersection  entre 
A et  B. 

3.  Transformation  des  Équations. 

5oi . Soit  hx"  -f-  pxm~ ' -f-  qxm~ 7 + ....  -|-  tx  -f-  u = o , 
une  équation  donnée,  que  nous  désignerons  par  X=o  : 
composons  une  autre  équation  dont  les  racines  aient,  avec 
celles  de  la  proposée  , une  relation  déterminée. 

Si  on  veut  , par  exemple  , former  une  équation  dont 
les  racines  soient  égales  à celles  de  X=  o , chacune  dimü» 
nue  de  a,  on  posera  y — x — a,  d’où  x — a y.  line 
s’agira  plus  que  de  substituer,  et  on  aura 

Ka+y)m+P(.a+y)m-+q(.a+y)m-'- ..+t(a+y)+U^o. 

Sans  nous  arrêter  à développer  les  puissances  m , m— t...,- 
du  binôme  a -f-  y , il  est  aisé  de  voir  qu’en  ordonnant 
relativement  aux  puissances  croissantes  de  y,  la  trans- 
formée sera  de  la  forme 
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U + Ty  + Vf  -f-  Sf  + . . . . -f-  kf  = o : 

V étant  la  somme  des  i,r\  termes,  Ty , Sy ’ celles 

des  aM. , 3M.  . . termes  des  développemens.  Or , la  for- 
mule de  Newton  ( 481  ) proure  que  i°.  U est  le  poly- 
nôme proposé,  ou  X,  dans  lequel  x est  remplacé  par  a : 
2°.  T se  déduit  de  V en  multipliant  chaque  terme  par 
l’exposant  de  a,  et  diminuant  cet  exposant  de  1.  Nous 
exprimerons  ce  genre  de  calcul  en  disant  que  T est  le 
polynôme  ou  la  Jonction  dérive  de  U : 3”.  V est  de  même 
la  dérivée  de  T,  mais  divisée  par  2 : if.  S est  la  dé- 
rivée de  V , divisée  par  3 , etc.  11  est  donc  facile  de 
composer  chaque  terme  de  la  transformée  , et  on  a 
V=lcam  -\-par'~'  -f-  qam~*  - ta  u 

T=mka"~ ‘-{-(m- — t . • • •+  t 

2.3 S=m(m — 1)  (m — 2)Aa'"—3-J-  (m — 1)  (m — 2)  (m — 3)  pa”'~<J-... 
etc. .... 

Ces  calculs  nous  seront  utiles  par  la  suite.  11  seroit  aisé 
de  trouver  clê  même  la  transformée  de  x —y  — a. 

5o2.  Cette  transformation  x==  a -f- y,  conduit  au  théo- 
rème qui  apprend  à faire  évairotlir  un  terme  d’une  équa- 
tion : en  effet,  si  011  fait  x=xy  a , en  ordonnant  la' 

transformée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  des  y 
on  a ■ * 


hf-\-  mak 

ym—,  _j_  1 m — j^a'/r 

f~’’-\-clc.+kam  1 

+ ,P 

+ (ni—i)a  p 

-|-etc.-|-pam~'  1 

• * 

+ 9 

-f-ett.-fÿA"— ’f 

+elc J 

Or  a étant  arbitraire,  on  peut  disposer  de  sa  valeur,  de 
manière  à faire  évanouir  un  des  termes  : si  on  veut  que  la 
transformée  soit  privée  du  second  terme  , on  posera.  . . 4 
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\ * 

mak  -f  n — o , d’où  a et  x = y 

mk  rnk 

On  voit  donc  que,  pour  faire  disparaître  le  second  terme 
de  l'équation  , il  faut  changer  x en  une  nouvelle  inconnue  v, 
dont  on  retranche  le  coefficient  du  second  terme  , divisé 
par  celui  du  premier  et  par  le  degré  de  l'équation.  IF  est 
inutile  d'avertir  que  dans  cette  soustraction,  on  doit  avoir 
egard  aux  signes  des  roefïu  iens  p et  k. 

Soit,  par  exemple,  x?  — 61’  -f*  — 7 — o,  on 

fera  x —y  -f-  ^ = y -4- 2 , et  on  aura  y3  — 8y  — j 5 = o , 
transformée  privée  de  2'.  terme.  De  même  S.ri-j-CjrMlr^o, 
en  faisant  x—y — i,  devient  3_y'' — {jy'-f-  3 — o. 

On  peut  même  employer  ce  calcul  à la  résolution  de 
l’équation  x'  »f-  px  e=-  q ; car  faisant  x=y  — ~p,  on  a 
(*  + iP)'=y‘  d’où  **  -f1  />■*  —J’  — î P'ff=  9 :a>nsi, 
y — ±-\/{.q  -+-  ip‘)-  donc  2;=^  — lp  iïziq  + {p'). 

Lorsqu’une  équation  est  ainsi  privée  de  son  second  terme, 
la  somme  des  racines  est  mille  (4q3)  ; notre  transforma- 
tion revient  donc  à augmenter  (ou  diminuer)  chaque 
racine  de  la  proposée  d’un  même  nombre,  tel  que  cette 
condition  soit  remplie. 

Pour  chasser  le  troisième  terme  , on  feroit 
£ m (ni — 1 ) ko*  ( m — ’t  ) ap  -j-  q = o. 

La  valeur  de  a seroit  double  ; mais  comme  on  peot 
trouver  dès  radicaux,  ou  même  des  imaginaires,  on  usts 
rarement  dé  ce  calcul. 

Pour  faire  évanouir  le  dernier  terme,  il  faudroit  ré- 

f . . 

tondre  kan  -f-  paM~'  -f-  ta  -J-  u iix  o , ce  qui  re- 

vient à la  proposée , ainsi  qu’on  devoit  s’y  attendre , puis- 
que la  transformée  auroil  o pour  l’une  de  ses  racines , 
d’où  x = a. 

•5o3.  Pour  rendre  les  racines  de*  la  téàttîfottnée  h fbii 


32  * Aigèbre; 

plus  grandes  que  celles  de  la  proposée,  on  fera  y—hxf 

Y 

d’où  x = — ; substituant  dans  kxm  -f- px mr‘  -f-  etc.  s=  o ,• 
on  a 


/tr- 

h"‘~' 


+ ctc-  -f -~--j-u  = o, 


et  multipliant  tout  par  hm~ 1 , on  trouve 
kym 

—y  +pym~'  + ....th—y  -f  uhm-'  — o. 

Ce  calcul  est  sur— tout  employé  lorsqu’une  équation  a 
des  coefïiciens  fractionnaires,  et  qu’on  veut  l’en  délivrer, 
ainsi  que  du  coefficient  du  premier  terme  ; car , en 
la  réduisant  au  meme  dénominateur,  ces  coefficiens  de- 
viennent des  nombres  entiers  k p g.... , effectuant  cette 
transformation,  et  posant  l’indéterminée  h — k,  on  voit 
que  l’équation  devient  -f-  phy"~'  -f-  etc.  -f-  vhm—‘  — o. 
Ainsi , pour  délivrer  une  équation  de  ses  coefficiens  fraction- 
naires , on  la  réduit  au  même  dénominateur , et  on  chasse 
ensuite  le  coefficient  du  premier  terme,  en  remplaçant  x 
par  une  nouvelle  inconnue  y divisée  par  ce  coefficient. 

Par  exemple , a4  — § x3  + § *■  — § x — i = o devient 

i2x* — 8x3+iox’ — 9a:  — 42  = 0;  et  faisant  x z=z-^— , 

12 

il  vient  y'*  — Sy*-!-  taoy’  — taqfiy  — 72676  = o. 

11  sera  aisé  de  voir  qu’en  faisant  x = — , dans 

mk 

kxm  + pxm~’-{-  qxm~t  -f- -f-  u =r  o , on  chassera  à la 

fois  le  second  terme  et  lés  coefficiens  fractionnaires;  k p q...u 
sont  ici  supposés  entiers. 

Si  au  contraire  on  fait  xxzhy , on  rendra  les  racines  h fois 
plus  petites  : on  emploie  cette  transformation,  lorsque  la 
proposée  a de  grands  coefficiens,  afin  de  les  réduire  à de 
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plus  petits  nombres.  Ç’est  ainsi  qu’en  supposant  r = 3r( 
dans  x’  — » 63x  -f-  i8q  = o , ou  trouve  j-3  — jy  -j-  7 = o. 

504.  En  faisant  x=  — dans  la  proposée,  les  plus  grandes 

racines  de  x,  sont  les  plus  petites  de  y,  on  emploie  ce 
calcul  à la  recherche  de  la  limite  inférieure  des  racines 
positives  et  négatives  des  équations. 

Soit , par  exemple,  x*  — 3x5  — 5x*-{-  si  -}-  3 = o { 
i ••  3 5 2 

on  trouve  — 1 f-  3 = o , d’où 

• y»  y*  r T y 

y"*  f.7'3  — — y -f-  5 = o.  Or,  la  limite  des  racines 

positives  (4.97)  est , t \/ 1 ou  y ■<  § on  peut  même  ré- 
duire cette  limite  à § ou  2,  en  observant  quej'  = 2 , rend 
jr < On  a donc  y <2,  et  par  conséquent  x : 

et  comme  d’ailleurs  on  a x < 5,  toutes  les  racines  posi- 
tives sont  comprises  entre  ; et  5.  On  verra  que  les  néga- 
tives sont  entre  — a et  — a;  c.-à-d. , que  la  proposée 
n’a  point  de  racines  négatives. 

505.  En  général , pour  trouver  une  transformée  dont 
les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée  une  relation 
donnée  ; on  exprimera  cette  relation  par  une  équation 
entre  x et  j-,  et  il  ne  s’agira  plus  que  d’éliminer  x entre 
cette  équation  et  la  proposée.  11  convient  donc  avant  tout 
de  donner  les  moyens  d’effectuer  ces  calculs. 

4-  De  V Elimination. 

506.  Etant  donnés  deux  polynômes  Z et  T,  fonction^ 
de  x et  y , (499)  S cherchons  tous  les  couples  de  valeurs 
qui  substituées  pour  ces  inconnues , donnent  Z— o , T—  o. 
Pour  cela,  ordonnons  par  rapport  à l’une  d’elles,  x par 
exemple , et  divisons  T par  Z.  ( Nous  supposons  ici  que 
le  degré  de  x est  moindre  Z que  dans  T , ou  qu’il 

a.  3 
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est  le  même  dans  ces  polynômes  ) soit  Q le  quotient  et  R 
le  reste , nous  aurons 

T~  QZ  + R. 

Or  les  valeurs  cherchées  donnent  T — o et  2 “ o | 
ainsi , on  a R=o  : de  même  toutes  celles  qui  rendent  R=o 
et  Z — o , donnent  aussi  7’=  o ; d’où  il  suit  que  les  équa- 
tions 2 = o et  R = o sont  satisfaites  par  les  valeurs 
cherchées  , qui  seules  jouissent  de  cette  propriété.  Comme 
on  a pu  pousser  la  division  de  T par  Z,  jusqu’à  ce  qufe  le 
degré  de  x soit  moindre  dans  R que  dans  2,  on  voit 
que  la  question  est  simplifiée , puisqu’elle  se  réduit  à 
résoudre  2 = o et  R = o. 

Mais  on  peut  raisonner  de  même  pour  2 et  R ; ainsi 
on  divisera  2 par  R,  puis  R par  le  nouveau  reste  , et  ainsi 
de  suite  comme  dans  la  méthode  du  commun  diviseur(io3), 
excepté  qu’ici  il  n’est  point  nécessaire  que  chaque  quo- 
tient soit  entier.  On  parviendra  bientôt  à tin  reste  indé- 
pendant de  x ; soit  Y ce  reste  et  D le  diviseur  de  cette 
opération  : U est  fonction  de  x et  de  y , Y l’est  de_y  seul. 
Il  suit  de  ce  qui  vient  d’être  dit  que . les  valeurs  de  x et 
de  y cherchées  sont  les  racines  de 

Y=  o , D — o. 

La  question  est  ainsi  réduite  à la  résolution  des  équa- 
tions à une  seule  inconnue  : après  avoir  trouvé  , par  les 
procédés  développés  ci-après,  les  racines  de  l’équation 
finale  en  y,  Y z=  o,  on  substituera  chacune  d’elles  dans 
i)=o,  et  on  en  tirera  les  valeurs  correspondantes  de 

æ;  de  sorte  que  suivant  que  D sera  du  i'r. , a'.,  3* 

degré  en  x,  chaque  valeur  de  y répondra  à i,  a,  3..„. 
valeurs  de  x. 

Soirm  par  exemple  a:5 — a)-j-5xy-f  3(i — 


X - 
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♦t  ic*  — *‘f^  + 3)+aJ  — o:  une  *”•  division  lionne  * 
pour  quotient  et  Sx^  -p  3(  i — 2 y)  pour  reste  ; une  a*. 
1 , x y"'  4-  t 

donne  le  quotient  ^ t - , et  le  /este.  . .*.  . 


V — 


« 4-  y' 

y' 


(a_y— 1).  Egalant  à atéro  le  diviseur  et 


ce  reste  indépendant  de  x,  on  a en  réduisant, jf*— iy-j-i— o» 
x = — J •-  ■ ■ t celle  - là  donne  y = 1 , d’où  x = 1 , 

y 

solution  unique. 

De  même  x 1 — 3*y-\-y'  + 5 = 6 «t  2X * — y*  -f-  I =0,' 
donnent  d’abord  le  quotient  j et  le  reste  -3oyf-  \ (y+ 3); 

2 x y -f-  3 

3 y ~ 3ÿ 

t —%y*  + > d’oÙ  j*— 8/»—  0 et  x = ^-^. 

En  faisant  y*  = d , on  trouve  r = 9 et  r = — t;  donc 


ensuite  le  quotient 


et  le  reste.  . . . 


^ = ±3  et  ÿ — '+ix/  — x;  et  par  suite  x=±a  et 
x = zp\/  — 1 ; ce  qui  fàit  quatre  solutions. 

^07.  On  remarquera  que  i*.  il  faut  ordonner  de  pré- 
férence relativement  à celle  des  inconnues  qui  présenté 
plus  de  facilité  pour  le  calcul. 

a*.  En  multipliant  T = ÇZ  -J*  R par  un  nombre  quel- 
conque a,  oh  a aT  — aQZ  -f-  oR;  t>r  T = o et  Z = o 
ont  encore  les  mêmes  racines  que  Z — o et  ü = o , et 
réciproquement.  On  pourroit  %n  dire  autant  des  opéra- 
tions subséquentes.  Ainsi  on  peut  introduire  dans  ces  cal- 
culs,  afin  de  les  faciliter,  ou  en  supprimer,  tels  facteurs 
numériques  qu’on  voudra,  sans  changer  les  racines  de  l’é- 
quation finale  en  y. 

3°.  Si  l'une  des  racines  de  T=o  £=0  rendoit  Q infini, 
on  ne  pourroit  plus  en  conclure  R = 0,  puisque  QZ 
pourroit  n’être  pas  nul  (49a,  a°.).  Alors  Z =0  et  Aa=e, 
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n’auroient  point  pour  racines  ces  valeurs  de  x et  y,  on 
doit  en  dire  autant  des  quoticns  subséquens.  On  voit 
d'aiyeurs  que  Q n’est  infini  que  pour  les  valeurs  de  y,t 
qui  rendent  nul  son  dénominateur,  lequel  est  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  x dans  Z. 

Il  sera  donc  convenable  d’essayer  si  en  égalant  à zéro 
chaque  coefficient  du  premier  terme  des  diviseurs , les  va- 
leurs dë- y qu’on  en  lire  sont  racines  de  T=o  et  Z = o. 
Pour  cela , on  y substituera  chacune  de  ces  racines , et 
comme  les  équations  en  x qui  en  résultent  T=o  Z'=o , 
devront  avoir  au  moins  que  racine  commune,  T et  Z' 
auront  un  commun  diviseur  ( ) fonction  de  x,  qui 

. égalé  ï zéro  donnera  les  valeurs  de  x qui  répondent 
à celles,  de  y qui  rendent  Q infini. 

Au  resté,  le 'cas  actuehne  pourra  avoir  Eeu,  si  on  a: 
soin  de  préparer  chaque  polynôme  , de  manière  que  les 
tpaoücns  soient  entiers , absolument  comme,  dans  la  mé- 
thode du  commun  diviseur.  Il  est  vrai  qu’on  sera  forcé 
«l’introduire  des  facteurs  fonction  dey , et  qu’il  pourra  en 
résulter  des  racines  de  y étrangères  à la  question. 

4”.  Si  l’une  des  équations  est  décoraposable  en  deux 
facteurs,  aSors  on  prendra  chacun  d’eux  tour-à-tour,  et 
on  éliminera  avec  l'autre  équation  , ce  qui  facilitera  le* 
calculs. 

Ainsi  x?\y — a) — ( y -f-  3)*{ a)=o  et  x’— x(y-}-3}=o, 
ont  pour  facteurs,  Püney  — *•  2,  l’autre  x : on  fera  donc 
y t=  2 dans  la  ïe.y  et  on  en  tirera  x = 0 et  * = 
ensuite  x = o dans  la  ï".,  d’où  y=.-^~  3 etjy  = a.  Puis 
ôtant  les  facteurs^— a et  x , il  vient  ae*— ;3)*  = q’ 
et  x-^(y  -}-  3)=  o;  on  traite  ces  équations  à part.  On  a 
donc  quatre  solutions  x 'an  o et  y m 2 ; x srs  h etj'  sa  a; 
*sexo  et y=  — 3j  af-Œt;  i-et  3.  i-  - ' 
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5o8.  La  règle  donnée  en  général  pour  éliminer  enlre 
2 = o tt  7'=  o souffre  trois  exceptions. 

i°.  Lorsqu’en  faisant  le  calcul,  le  dernier  reste  Y s’éva- 
nouit par  la  réduction  des  termes  semblables  : alors  Z et  T 
ont  un  facteur  commun  F,  et  sont  de  la  foéme  FZ=.o 
J"  T — o.  Or  l’équation  F=o  satisfait  à elle  seule, à la 
question  , ainsi  le  problème  est  indéterminé , puisqu’on 
n’a  qu’une  équation  pour  trouver  deux  inconnues.  Outre 
le  nombre  infini  de  solutions  données  par  F — o , on  a 
encore  celles  que  fournissent  T = o et  Z = o : mais  la 
méthode  générale  s’applique  à ces  équations. 

Si  F contient  l’une  des  inconnues  seulement,  7=o 
en  détermine  les  valenrs  ; l’autre  inconnue  est  arbitraire. 
St  F est  fonction  de  x et  dey,  on  prend  pour  l’une  des 
inconnues  telle  valeur  qu’on  veut,  F=o  détermine  l’autre. 

Soit  f y — 4 ) (*’  — l)  — o et  jc3  — je*  — xy  -(-y  = o : 
on  verra  aisément  que  x — i est  facteur  commun  : en  le 
supprimant,  on  a ( x -{-  i ) (y  — 4):=0  et  — y e=  o. 

Ces  deux  équations  donnent  y ~ t et  x = — t;  puis 
y = 4 tt  i = Mais  outre  ces  trois  solutions  il  y en 
a une  infinité  d’autres  données  par  x — 1 = o;  de  sorte 
«pie  y est  alors  on  nombre  quelconque  et  x — 1. 

a".  Quand  le  reste  Y est  une  valeur  numérique , on  rvr 
peut  poser  Y = o : alors  l’équation  fournie  par  la  dernière 
division  étant  V = UQ'  -}-  L”,  comme  F et  D ne  peuvent 
être  nuis  à moins  que  Y ne  le  soit , ce  qui  est  impossible 
ici , on  voit  que  les  équations  proposées  renferment  des 
conditions  contradictoires,  et  la  question  est  absurde.  C’est 
ce  qui  a lieu  pour  x'y — y ’ -f-  1 =0  , x'y  —y'  -f-  4 = o. 

3*.  Lorsque  quelqu’une  des  valeurs  dey,  tirées  de  L=o, 
rend  D nul,  par  l’effet  de  la  réduction  des  termes  sem- 
blables; alors  il  fautfaire  cette  substitution  dans  le  diviseur 
précédent  F,  et  égaler  à zéro;  car  Fxzüÿ'  -{-V se  réduit 
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alors  à Vk=o.  De  même , si  V est  rendu  nul,  on  devra, 

recourir  au  diviseur  précédent,  etc. 

Le  cas  dont  il  s’agit  ici  a lieu  lorsque  quelqu’une  des. 
racines  de^y,  correspond  à un  phis  grand  nombre  de  va- 
leurs de  x,  que  les  autres  racines;  car  x est  à un  degré  plus 
élevé  dans  V que  dans  Ü ; et  le  nombre  des  valeurs  de  x,. 
correspondantes  à chaque  racine  de  y,  dépend  du  degré, 
•du  diviseur  qui  les  donne. 

Soit,  par  exemple,  x -\-x' y — i)  {y— 3 )=©. 
«t  x'  — ax  4 -y  ' y — > ) = o : on  a pour  dernier  diviseur 
(x  — a'  'y  - i,  =o,  et  pour  reste  y r y — i )=o.  Oryxxo, 
donne  x = 2;  -mais y — 1 fait  évanouir  le  diviseur  : on- 
doit  donr  recourir  au  diviseur  précédent,  qui  est  du  a*, 
degré  la  seconde  des  équations  données  ; on  en  tire  x=  o, 
et  x = a,  pour  = r. 

Lorsqu'on  est  forcé  de  remonter  ainsi  jusqu’au  pre- 
mier diviseur  Z , comme  y = a rend  Z = 0,  y — 4 
est  faneur  de  if,  et  on  sait  alors  ce  qu’il  fauit  faire. 
(5oj  , 4V  : et  même  si  T était  aussi  rendu  nul , y — a 
seroit  facteur  commun  de  T et  Z , et  le  problème  seroit, 
indéterminé  r*.  ). 

Au  reste,  ce  ras  ne  se  rencontrera  jamais,  sî  on  a la. 
précaution  d’examiner  chacun  des  diviseurs  successifs,  tt, 
de  voir  si  les  termes  ont  un  facteur  commun  en_y;  car- 
on  peut  traiter  ce  fàrteiir  a part  507  , i-  Ainsi,  dans 
l’exempl"  précédent,  après  avoir  reconnu  y 1 pour  fac-, 
trur  du  dernier  divi-eur,  on  fera_7  =i  dtins  le  dividende  , 
et  on  en  tirer  1 .r=-o  et  x =■  2 : outre  cette  double  solu- 
tion , nu  trouver*!  les  autres  eu  supprimant  le  facteur- 
y — 1 , dans  le  .1er  ie'  ilhLsi  ur,  re  qui  le  réduit  à x — 2 ï 
gins!  ,r  — 2 donne  r o et  y xx  I. 

5o<).  La  recî.ere  e des  points  d'intersection  de  deux 
courbes  dépend  de  l'élimination  ; les  valeurs  des  coar-s 
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données  xetjde  ces  points  sont  les  racines  des  équations  de 
ces  courbes  : on  peut  donc  les  obtenir  en  construisant  les 
courbes  et  cherchant  les  points  communs.  y 

Si  l’une  des  équations  est  décomposable  en  deux  fac- 
teurs rationnels,  chacun  de  ces  facteurs  représente  une 
courbe  particulière,  qu’on  doit  construire  à part.  Cec» 

s’accorde  très-bien  avec  ce  qn’on  a vu  ( 507 , 4°-  ’>• 

En  appliquant  ces  principes  généraux  aux  equauons 
4.  by  + c = o,  o'x  + b'y  + c>  = o , on  trouve  aisé- 
ment pour  équation  finale  ( o'b-oV  y+a'c-ac'=o  ; on 

• . oc7  — a'c ^ c ^ c Cependant  si 

en  tire  y = *—  a'b  — ab'  r 

le  reste  éloit  nul  de  lui-mème  , c’est-à-dire  si  on  avpit 
a' b — ab'  et  a'c  = oc7  , le  problème  seroit  indéterminé  : 
il  seroit  ahstirde  si  le  reste  étoit  une  valeur  numérique  , 
et  alors  on  auroit  a'b—ab'.  Tout  cela  est  conforme  » 
ce  qu’on  connoît  (tiS). 

Pour  les  équations  de  la  forme  x’  + Px  -f  Q = 0 et 
x%  _[_  p>x  Q'  —o,  on  obtient  aisément  l’équation  finale 

(Q—Q'  y+Q'(P—P)‘ — P(P—  P)  ( Q—  Q.'  )— o: 

ici  P Q P'Q1  sont  des  fonctions  de  y.  On  trouve  san* 
difficulté  les  caS  où  le  problème  est  absurde  ou  indéterminé- 
Voici  quelques  autres’ exemples  auxquels  on  fera  bien 


de  s’exercer. 

ï“...x’  — y’ — 3 =o,  et  ax-|- y — 5 

= o- 

2°. . .xy'  — y * — xy  4 -y  = o , 

yx'  — ixy+y 

= 0- 

3°.,.x’  — x^-H*  = 

x — l\xy  4-  7 

= o. 

4°. . .x'y'  4"  x — 2 =0» 

xy— *Cr4-0  + 

2 = 0. 

5<,...xJ  — 4x’/  4-  8 =o. 

xy  — xy'  — 2 

— Q, 

6° ...  x’  4-  2J y — 3y’4-  2 = 0, 

x'—y' 4-  » 

= o. 

Consultez  à ce  sujet  le  n®.  (54 

V). 
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- 5.  Des  Racines  égales. 

s5  5io.  Soit  a;""  -f-  pxm~'  -f  ....  4-  ix  -j-  u = o , «ne  équa- 
tion donnée,  lorsque,  parmi  les  facteurs  binômes  qui  la 
composent,  il  en  est  d'égaux,  elle  prend  la  forme. 

X — (x  — a)"  (je — i)f. . . (x  — c'y  (x  — </)...  = 0.  ( 1) 

On  dit  alors  qu’elle  a n racines  = a,  p racines  = b,....  il 
s’agit  de  déterminer  la  valeur  et  le  nombre  de  chacune  de 
ces  racines. 

Le  produit  des  racines  abc  d....  supposées  inégales  est 
u;  t est  la  snmmede  leurs  produits  m — 1 à m — - 1 ou 
t=bcd...  -(-  acd...  -f-  abc...  -f.  etc.  : or  chaque  terme  de  t 
est  le  produit  de  toutes  les  racines,  l’une  exceptée;  de  sorte 
que  si  les  nombres  a b c....  sont  inégaux  et  premiers  entre 
eux,  les  termes  de /ne  peuvent  avoir  aucun  facteur  commun. 
Mais  s’il  y a n racines  —a,  p racines  = b ,...  o"”',  bn~ ',... 
sont  facteurs  communs  de  tous  les  termes  de  t , et  de 
plus  sont  les  seuls , si  a,b,c....  sont  premiers  entre  eux.  Ainsi 
dans  ce  cas  , comme  u = «"ir...  cd...  ; / et  u n’ont  pour 
facteur  commun  que  af~ ' bn~ "....,  ou  le  produit  des  racines 
égales  , chacune  prise  une  Jois  de  moins. 

Soit , d’après  cela  x — x'  —*y  , x1  étant  un  nombre  ar- 
bitraire et  y une  nouvelle  inconnue  : comme  j)x=x' — x , 
les  racines  de  la  transformée  seront  y — x' — a,  x' — b , 
x'—  c ,...  qui  sont  visiblement  premières  entre  elles  (io3), 
quels  que  soient  a b c..:. , tant  que  x'  reste  indéterminé.  Si 
la  proposée  a des  racines  égales , les  valeurs  de  y , seront 

( x" — a ;%(x' — b y....  x’ — c,  x'—d, où  xJ — a,  x’ — b... 

sont  encore  premiers  entre  eux. 

La  transformée  aura  la  forme  U-{-Ty-\-iy'-^-..--(-y",~ot 
U T...  étant  des  polynômes  connus  en  x' , (5oi).  La  cou- 
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séquence  démontrée  ci-dessus  est  applicable  à cette  trans- 
formée dont  les  racines  sont  premières  entre  elles  : on 
voit  qui  si  U et  T n’ont  pas  de  facteur  commun , jr  n’aura 
que  des  racines  inégales  x1  — • a,  x1  — b ainsi  a b c.v. 
seront  des  nombres  différens , et  X s=  o n’aura  pas  de  ra- 
cines égales. 

Mais  si  U et  T OÜH  un  facteur  commun  F , il  sera  de 

la  forme  F = ( ar'  — a )"~ 1 x (x'  — b )f— 1 x ce  qui 

exige  que  la  proposée  ait  n racines  — a,p  racines  = i,... 
Pour  trouver  F , on  formera  donc  U et  T,  et  on  en  tirera 
leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  supprimant  les  ac- 
ccr^s  de  x' , qui  maintenant  sont  superflus  , on  aura 

U = Xm-{ - pxm~‘  + (jXm~~'L  -f-.  • • • -f-  tx  -(-  U 
T î=  mxm~'  -f-  0» — i)  pxm~'~ f-  (m — a)  qxm~s  -f- . . . -J-  t 
F 5=  {x  — a)"-1  x (x  — by~'  x . . . . 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  savoir  mrttre  ce  facteur  F sous  la 
forme  que  nous  lui  donnons  ici , et  le  problème  sera  ré- 
solu. Celle  question  est  précisément  la  même  que  celle 
qu’on  veut  résoudre  pour  X,  seulement  elle  est  beaucoup 
plus  simple,  parce  que  le  degré  de  jF  est  nécessairement 
moindre  que  celui  de  A'. 

5 1 1 . Nous  supposerons  ici  qu’on  sache  résoudre  toute 
équation  qui  n’a  que  des  racines  inégales  ; ce  sera  le  sujet 
des  théories  subséquentes.  Voici  le  procédé  que  m’a  com- 
muniqué M.  Rinet  aiué,  professeur  au  lycée  de  Rennes, 
pour  employer  les  principes  prccédeus  à la  recherche  des 
racines  égales  d’une  équation  A"=o. 

Soient  X'  le  produit  des  facteurs  simples  de  X,  X,,a 
celui  des  facteurs  qui  sont  au  carré,  X'"3  ceux  qui  sont 
au  cube , etc.  ; «Sn  aura 

X = X'X''\X'"1X‘*0  . . F—  X"X'"  À'1’3 


U 
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Si  on  divise  X par  F , le  quotient  Q sera  exact , et 

4 = Q — X'XWX"  . . . 

F x 

qui  est  le  produit  de  tons  les  facteurs  de  X , niais  à fa 
xre.  puissance  seulement  : or  le  plus  grand  commun  di- 
viseur F'  entre  Q et  F est  visiblement 

F'  z=  d’où  p = X'. 

Ce  calcul  donne'  X' , et  par  conséquent  en  résolvant 
X'  = o,  on  obtient  toutes  les  racines  simples  de  la 
proposée  X=  o : et  si  celle-ci  nayoil  que  des  racines  mul- 
tiples , X'  seroit  = i , et  on  atiroit  Q = F'. 

Cette  1".  opération  faite  , reprenons  les  deux  poly- 
nômes connus  F et  F' , leur  quotient  Q'  est 

£-—Q'  = X"'X"”X'\  . .. 

j r 

cherchons  le  commun  diviseur  F"  entre  F'  et  Q\  il  sera 
F » = X"  X"Xr d’où  — X»  ,* 

l’équation  X t = o qu’on  forme  avec  ce  quotient,  n’a 
que  des  racines  inégales  qui  sont  les  racines  doubles- 
de  X = o ; et  si  la  proposée  n’en,  a point  de  telles  », 
on  aura  F'  = F". 

Il  sera  facile  de  continuer  le  calcul  ; car 


Q' 


-i-  = 0*  s=  X"X’  »X« 3. ... 
F*  v 


•t  le  commun  diviseur  F'"  entre  F!l  et  Q'1  est» 

F* 

~Jïiï 


F"  = X"XTX" , d’où  ~rr—  = A1". 


S 

i 

( 
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On  voit  donc  que  la  proposée  sera  partagée  ainsi , en 
autant  d'autres  équations  X'  = o,  X11  aie  o , X'"  = o,... 
qui  donneront  respectivement  tes  racines  simples,  doubles, 
triples , . . . de  X = o.  Du  reste  , le  degré  s’abaisse 
rapidement  par  ces  calculs , et  U recherche  du  poly- 
nôme. F est  réellement  la  seule  partie  longue  de  l’opération. 
Par  exemple  , pour 

X=xfi4-  4** — 3x* — t6xJ  -j-  ux’  -f-  isr  — 9 = 0, 
on  cherche  le  commun  diviseur  F entre  X et  son  dé- 
rivé 6 x5  -4  20X*  — isr3  — 4»x’  -f*  aax  + ta  : 
on  a F = x3  4-  x’  — 5 x 4-  3 ; 

d’où  on  tire  — = Ç = x3  -}-  3x’  — x — 3, 

Le  plus  grand,  commun  diviseur  entre  F et  Q est 

F = x’  -f-  ax  — 3 J ainsi  le  quotient  de  y , est  x 4-  1 ■ 

on  n’a  donc  qu’un,  facteur  simple  = j 4 i- 

F 

De  plus  — = Q'  = x — 1 , et  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  F’  et  Q1  est  F11  = x — - 1 ; donc 

. F*  . ' 

Q'  = Fl  et  -=-  = x 3.  Ainsi  l’opération  est  torminée, 
r " 

X a pour  facteurs  (x  + 1 ) par  le  carré  de  x -4  3,  et 
le  cube  de  x — i,ouX=(x4  1 ) (x  4.  3)>  (x  — i f. 
Prenons  encore 

y-i2x'4-53x6-92x5-9xM-atax3-i53x’-to8x4-.io8=o.  * 

On  en  tire  successivement 

F = x<  — 7 x3  4*  i3x*  4*  3x  — 18, 

— = Q = x*  — Sx3  4*  5x’  4"  3x  — G. 

= x3  — 4x’  4-  x 4-  6 , y = X'  = X — 


t. 
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— Q'  — à r— 3,  X»=x’  — x~  2=  (x-f  0 <x  — a). 

F"—x—Z,  X"  =Q'  = x — 3,  F'"—  Qn  — i. 

donc Xs=(x  — l)  (x  + l)>  (x—  2)*  (x  — 3)J. 

On  verra  aussi  cjue 

est  équivalent  a(x  — «)(x+i)*(x  — = 

De  même  x6  — 2 x5  6 x4 — Sx3-!*  ux1  — 8x  -J-  8 
est  es  ( x’  + a )*  {x*  — a x -f-  a). 

6.  Racines  CommensurabJes. 

5t2.  Supposons  que  les  coefficiens  de  l' équation 

Ax4  -+•  pxl  -f-  qx'  + rr  + j = o 

sont  entiers  ; soit  a une  racine  entière , c.-à-d.  que 
bai  pa*  + ça’  ru  + s = o : on  en  tire 

— —S—  — r — ça  — pa * — 'An3.  ...  (i  )• 
a 

Le  2e.  membre  étant  entier  , le  quotient  5 ou  — doit 

aussi  l’être.  Il  suit  de  là  que  les  racines  entières  de  Is 
proposée  sont  toutes  comprises  parmi  les  diviseurs  du 
dernier  terme  s.  On  pourroit  donc  chercher  ces  divi- 
seurs , et  essayer  , par  la  substitution , s’ils  satisfont  à 
la  proposée.  Mais  le  nombre  des  diviseurs  de  s pou- 
vant être  très-grand,  on  remarque,  qu’en  changeant  r 
de  membre , et  divisant  par  a , on  a 

— R = — q — pa-w-ka' (a)  J 

a 

en  sorte  que  S + r doit  aussi  être  divisible  par  o.  O» 
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ne  devra  donc  essayer  que  ceux  des  diviseurs  de  s qui 
donnent  pour  le  nombre  S r un  multiple  de  a.  On  voit 
de  même  que 

— Q — — p — ka (3); 

a 


c 


-à-d.  que  R q est  encore  divisible  par  a.  Enfin 
^ = P = — A , d’où  P+k  t=o.  . . (4). 


Ce  calcul  sert  encore  i réduire  la  multitude  des  nombres 
à.  éprouver , ou  plutôt  donne  les  racines  entières  ; car 
il  faudrait  prendre  ceux  des  diviseurs  de  s qui  rendent 
Q , P entiers,  et  de  plus  qui  donnent  P -f-  k = ° , 
et  les  substituer  dans  la  proposée  pour  reconnoitre  s’ils 
y satisfont.  Mais  cette  dernière  épreuve  est  inutile , et 
ces  diviseurs  sont  nécessairement  des  racines.  Eu  effet , 

de  P -f-  A = o , çn  mettant  pour  JP  sa  valeur  ? , 

on  en  tire  Q = — p — ka.  De  cette  équation  (3)  , 
on  remonte  par  le  même  procédé  à (2),  puis  à (1)  , d’où 
ka 4 -f-  pa3  -f-  ça’  -f-  ra  -f-  j =:  o,  ce  qu*  prouve  que  tout 
nombre  a , qui  satisfait  à ces  diverses  conditions  est  né-* 
cessairement  racine. 

En  rapprochant  les  équations  ci-dessus 


Q+I 


— P,  P-f-À  = O, 


et  observant  que  nos  raisonnemens  sont  indépendans  du 
degré  de  l’équation  proposée,  il  en  résulte  qu’on  rccon- 
noît  qu’un  nombre  a est  racine  d’une  équation  , lorsque 
1 “.Le  dernier  terme  divisé  par  a donne  un  quotient 
exact.  '•  • 

a®.  Il  en  est  de  mime  de  ce  quotient  augmenté  du 
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coefficient  de  x ; de  ce  second  quotient  augmenté  du  coeffi- 
cient de  x%  et  ainsi  de  suite. 

3°.  Lorsqu’on  arrive  ainsi  au  ltr.  terme  < ta  Somme 
de  son  coefficient  et  du  quotient  précédent  est  nulle. 

On  devra  donc  chercher  tous  lés  diviseurs  du  der-» 
nier  terme , tant  en  -f  qu’en  — , et  on  soumettra 
chacun  d’eux  en  particulier  à ces  diverses  épreuves , afin 
de  reconnoitre  ceux  qui  satisfont  à toutes  les  condi-* 
tions  • c’est  en  cela  que  consiste  la  méthode  des  divi- 
seurs commensurables.  Mais  on  remarque  que  , 

1°.  Dès  la  2'.  ou  lâ  3e.  Opération  , on  verra  commu- 
nément ceux  des  diviseurs  qui  ne  sont  pas  racines. 

2».  11  sera  préférable  d’essayer  si  les  diviseurs  + i et 

j satisfont  à la  proposée,  plutôt  que  de  les  soumettre  i 

ces  calculs , parce  que  -f  t et  — i étant  diviseurs  de  tou* 
les  nombres  , on  ne  s’appercevroit  qu’à  la  fin  de  l’opé*» 
ration  s’ils  ne  sont  pas  racines  ç ce  qui  feroit  perdre 
au  procédé  son  plus  grand  avantage. 

3°.  En  divisant  la  proposée  par  x — c,  le  quotient 
sera  exact  ( 4gi  et  îoo),  on  le  trouve  égal  à 

h r'-f  'p  4 ah)  *'+{q  + aP  + «’*)  x + r-f-  aq  4 a'p  +«’*. 

Or  en  recourant  aux  formules,  i,  2,  3 et  4s  ce  quo- 
tient prend  la  forme  Px3  4-  Qx*  4-  Rx  -f-  5 = o : le* 
divers  quotiens  obtenus  par  l’effet  même  de  la  méthode  t 
conduisent  donc  à l’équation  destinée  à donner  les  autre* 
racinés  de  la  proposée. 

Soit  par  exemple  x*  — x5  — iGx’  4 55  x — 75  = o | 
on  trouve  aisément  que  7b  = 3.5’,  et  les  diviseurs  (27)  de 
75  sont  l'excepté  1 et  — 1 qu’on  reconnoit  aisément  n’étre 
pas  racines),  3,  5,  t5,  a5  et  75.  On  a donc 
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a 

■=  3 

5 

2$ 

i5  v5 — 3 — 5 — 25 — 15 — 7S 

s 

— — a5— 

-t5 — 3- 

- 5 — t4-a5-f-i5-{-  34-  5-f-  * 

S+  55 

= 60 

40 

5i 

5o  54  So  70  ^ 

« 

t=  10 

8 

* 

* » * — 14  * — 4 * 

R — • 16 

— — 6—  8. 

• • • « 

Q 

— 2 

+. 

• • • • 

^1-6 *.  .»• 

fl  . 

. a 

-L  

)»  1 

* * * * 

J)  * 

— " I . 

1 + t 

é 

Les  étoiles  sont  placées  au  lieu  des  quotiens  frac- 
tionnaires , et  indiquent  les  diviseurs  exclus.  On  voit 
que  3 et  — 5 sont  les  seules  racines  entières  de  1a 
proposée.  En  la  divisant  par 

(x  — 3)  (x  + 5)  = *’  -f  u-  i5, 
on  a xJ  - — 3i-f  5 = 

dont  les  racines  sont  x=i(3±\/ — il)-  On  a don* 
résolu  la  proposée  dans  le  cas  présent. 

Voici  encore  deux  autres  exemples  : 

j^-^Sx' — 8x-f-  io— o 
a — i 5-2  — 5 

S ï=  -«5  2 - 5 *-  2 

S — 8 = - 3-6  -i3  -io 
R = * * * +2 

Ii+3= 5 

ç - « 

O 

Dans  le  t*r. , il  n’y  a que  — 5 pour  racine  entière; 
en  divisant  par  x + 5 , le  quotient  est  x* — 2x+a  = o 
(ainsi  qu’on  le  voit  d’ailleurs  d’après  les  valeurs  de  Ç , 
R et  S).  Ainsi  on  a x = i ifc  y/  — i- 

Dans  le  2*.,  on  remarque  que  le  terme  affecté  de  x* 
manque  ; on  le  supplée , en  lui  attribuant  zéro  pour 
coefficient,  et  on  fait  le  calcul  à l’ordinaire.  On  a x=—  4» 
puis  x1  — 4 * — t = o,  d’où  * = a±v/5. 


2*.  X3' — • 17  x — 4 = o 


a....  — 2 4-2-4 

S — » 2 — 1 2 1 

S — 17=  —19  -18  -i5  -16 

R = * * * 4 

0= 4 

?+  o 
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Cherchons  , par  csemplfc,  un  nombre  de  trois  chiffres  4 
tel  que  i“.  leur  produit  soit  54;  2“.  le  chiffre  du  mi- 
lieu soit  le  6'.  de  la  somme  des  deux  autres  ; 3".  enfin , 
en  soustrayant  5g4  du  nombre  dont  il  s’agit , le  reste 
soit  exprimé  par  les  mêmes  chiffres , mais  écrits  dans 
un  ordre  inverse.  En  désignant  par  x , y , z les  trois 
chiffres  inconnus , on  a pour  le  nombre  cherché.  . . . 
N = ioox  -f-  toy  -+•  z ; donc 

xjz=  54 , + ioor  iojr-f-  x =zN — 5g4  t 

en  éliminant  N , la  dernière  devient  x — z — 6 ; si  donc 
on  chasse  y , il  vient  x's  -f-  xzT  :=3:*4>  et  a:  — r = 6, 
d’où  (5o6) 


z * -|-  gr*  -J*  18  z =s  162  ; 

mais  on  ne  doit  prendre  pour  z que  des  valeurs  en- 
tières , et  la  méthode  ci-dessus  donne  «=33,  d’où.  . . 

* — 9>  y = a>  et  Nz=  923. 


5r3.  Toute  équation  xm  pxm~‘  + etc.  -f-  tx  -f-  u'z=  o, 
dont  les  coefficient  sont  entiers  , et  dont  celui  du  pre- 
mier terme  est  f unité , ne  peut  avoir  de  raciste  fraction- 


naire ; car  soit  x c=  — , on  en  tire 
b 


ta 

••+  T +“  = °* 


en  multipliant  par  bm~~  ’ , il  vient 

~~  -f-  pam  — ‘ + ....  4*  lab"'  ~ 1 ■+■  ui>m  “ 1 — O } 
b 

am 

équation  visiblement  absurde  , puisque  -y  est  nécessai- 
rement fractionnaire  ( 33,5*)  , et  pam  ~ 1 -j~  ...  + u^m  — ' 
est  entier. 
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5x4.  Nous  avons  vu  (5o3)  qu’on  peut  préparer  toute 
équation , de  manière  à lui  donner  la  forme  supposée 
dans  ce  dernier  cas.  11  suit  de  lit  qu’on  sait  trouver 
toutes  les  racines  commensurables  des  équations  ; car  si 
c”  a un  coefficient  autre  que  l’unité  , on  le  fera  dispa- 
roître  par  une  transformation , ce  qui  rendra  entières 
les  racines  fractionnaires  qu’elle  peut  avoir. 

Soit,  par  exemple  , 

6*4  — ig  x3  -f-  28  *’  — 18*  -f-  4 = o • 

y ' 

en  faisant  x = — , on  a 
fa 

y — «9J3  + *68  y'  — 648  y + 864=0. 

Or,  cette  équation  a pour  racines  entières^=3 1\.  y = 4; 
d’où  on  tire  y* — ta  y -f-  72  = 0,  puis_y=  6rt  6 yj — 1: 

ainsi,  on  a x = 4 » = 5»  1 — v/ — *• 

5t5.  On  peut  se  servir  au  procédé  ci-dessus,  pour  « 
trouver  les  Jacteurs  commensurables  du  second  degré  ; car 
soit  *4  — 3*’  — xax  + 5 = o ; représentons  par.  . . „ 
x*  -J-  bx  -f-  c , le  facteur  cherché , la  proposée  pourra  être 
regardée  comme  le  produit  de  ce  facteur  par  x*  -f-  px  -f-  q. 
Exécutons  cette  multiplication , et  remarquons  que  le  pro- 
duit devant  former  chacun  des  termes  du  polynôme  proposé, 
l’égalité  de  ce  produit  et  de  ce  polynôme  doit  être  établi* 
terme  à terme  ( V.  ce  qui  sera  dit  n°.  SS-j  ) , on  a 

b + p = o,c  + bp  + q = — 3,pc  + bq  =—  12,  qc=  5, 

éliminant  p et  q , il  vient  abc  - f-  3 b — b 3 — 12  = 0,  et 
c* c ( 3 — é’)-}-5=o.  Chassant  c,  il  vient  enfin 
— 6è4  — xi  i’  — x44  = o.  Or , par  hypothèse  b et  c 
sont  rationnels,  donc  on  doit  trouver  ici  au  moins  une 
valeur  entière  pour  b ; sans  quoi , il  n’y  auroit  pas  de 
facteurs  commensurables  du  second  degré.  On  trouve 

*■  4 


5o 
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* é = 3 et  é = — 3;  d’où  c = 5 et  c = i : ainsi.  . . . ; 
a:'  -(-  3 x -f-  Sel*’  — Sx  -{-  1 sont  les  facteurs  cherchés. 

Nous  ne  présentons  d’ailleurs  cçci  que  pour  donner 
une  application  de  notre  méthode  ; car  on  a d’autres 
moyens  plus  faciles  d’opérer  cette  décomposition.  Voyez 
l’ AJgèbre  de  Clairaut , 3'.  partie , n°.  20. 

7.  Racines  Incommensurables. 


5i6.  Lorsqu’on  a dégagé  une  équation  de  ses  racine* 
égales,  entières  et  fractionnaires,  il  11e  reste  plus  que 
les  irrationnelles  et  les  imaginaires  ; elles  vont  faire  le 
sujet  de  nos  recherches  , et  présentent  des  difficultés 
d'un  ordre  bien  supérieur. 

Supposons  qu’on  soit  parvenu  à connoilre  une  valeur 
approchée  a de  l’une  de?  racines  de  l’équation 

kxm  -f  p'"  — 1 -f-  etc.  -f-  u = X=  o : 


on  fera  je  = a -J- .y,  ce  qui  donnera  (5oi)  pour  trans- 
formée U + Ty-\-  Vy‘...+  ky m = o.  Mais  y doit  par  sup- 
position être  une  petite  quantité  , puisqu’elle  est  la  diffé- 
rence entre  la  vraie  racine  et  la  partie  déjà  approchée  a; 
les  puissances  y',  y' , . . • seront  donc  clles-ipèmes  très, 
petites,  par  rapport  h y : par  conséquent  Vy\  Sy ’,...  ky* 
seront  très  petits  , par  rapport  h U - f-  Ty,  puisque  V , S,... 
sont  des  fonctions  de  a sans  dénominateur,  et  qui,  par 
là  , 11e  peuvent  jamais  être  très-grandes. 

Ainsi , en  réduisant  l’équation  à ses  deux  l*“.  termes 
V -}-  Ty  = q , on  en  tirera 

U 

y — Y' 


La  manière  dont  U et  T sont  composés  en  a est  con- 
nue ; on  trouvera  donc  aisément  une  valeur  de  y , qui 
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ne  sera  pas  exacte,  mais  qui,  ajoutée  à a,  en  donnera 
une,  qui  sera  plus  approchée  que  a. 

Si  donc  ou  représente  cette  valeur  par  a' , et  si  on  sup- 
pose x=za'.-\-yy  ou  plutôt,  si  on  met  pour  a cette 

valeur  a'  dans  — on  aura  une  nouvelle  correction.  En 

continuant  ainsi , on  approchera  indéfiniment  de  la  racine. 
Ce  procédé  porte  le  nom  de  Méthode  de  Newton  , de  celui 
du  grand  homme  qui  l'a  découvert. 

Soit  * par  exemple  , x3^ — 2 x — 5 = o.  En  faisant  21 
égal  à 2 et  à 3 , on  obtient  pour  résultats  — 1 et  16: 
il  y a donc  ( 49 5 ) une  racine  entre  2 et  3 , ' mais  plus 
voisine  de  2 ;.  On  peut  même  approcher  davantage  , en 
faisant  x=  2,1  qui  donne  0,061  ; ainsi  , la  racine  est 
entre  2 et  2,1  , (vraisemblablement  plus  près  de  2,1  J.  On 
fera  donc  x=a  y , a étant=2, 1 : il  viendra 
a3  — 2 a — 5 

y=--îT—- 


Cette  expression  donne  y — = — o,oo54,  en 

11,23  , 

se  bornant  aux  dix-millièmes,  pour  une  ire.  approximation. 
Ainsi  x = 2,0946.  Mettons  cette  valeur  pour  a ci-dessus  , 
il  viendra 


y 11,16204748 

ainsi  la  4e-  décimale  étoit  fausse,  et  on  a x = 2,og455i49- 
On  pourrait  mettre  cette  valeur  pour  a , et  obtenir 
une  3iV  approximation  , puis  corriger  les  dernières  déci- 
males dont  l'exactitude  n’est  point  encore  certaine. 

Ce  procédé  est  très  simple  ; mais  Lagrange  a démontré 
( Résolution  numérique , note  ,V)  qu’il  n'étoit  pas  toujours 
exact  : il  lui  en  a substitué  un  autre  ( 4 l’abri  d”  toute 


o,ooo54>55o536 


= — o,oooo485 1 : 
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objection,  que  nous  exposerons,  en  traitant  des  fractions 
continues  (554). 

517.  II  s’agit  maintenant  d’obtenir  pour  chaque  racine 
une  partie  suffisamment  approchée.  On  substituera  pour 
x les  nombres  0,1, a, 3....  ,•  et  si  on  obtient  autant  de 
rhangemens  de  signes  qu’il  y a de  racines , on  pourra 
appliquer  la  Méthode  de  Newton.  Mais  s’il  n’en  est  pas 
ainsi  ( et  ce  cas  est  le  plus  ordinaire  ) entre  deux  subs- 
titutions successives  (496)  « il  y a o,a,4,  ...  ou  i,3,5. .. 
racines  comprises,  suivant  qAe  les  résultats  ont  le  même 
signe  f ou  des  signes  contraires.  Le  lieu  des  racines  réelles 
et  leur  nombre  seront  donc  incertains. 

Pour  éviter  cette  difficulté  , il  faudroit , au  lieu  des 

nombres  0,1, a, 3.  . . , substituer  o,  <f,  a <J\  3 J', 

3~  étant  assez  petit  pour  qu’il  ne  soit  jamais  possible 
que  deux  racines  soient  comprises  entre  deux  substitu- 
tions successives.  Or , c’est  visiblement  ce  qui  aura  lieu 
si  J est  moindre  que  la  différence  qui  existe  entre  les 
deux  racines  les  plus  voisines.  Cherchons  donc  un  nombre 
qui  remplisse  cette  condition. 

Faisons  r=a  +y;  la  proposée  X=o,  deviendra  (5o«), 
U+  Ty  -f  Vy'+Sy3  + + ky*  = o. 

Supposons  que  a soit  racine  ; on  aura  U=o,  et  divisant 
par  y , il  viendra 

t/=o,  T -f-  Vy  -f  Sy*  -f -f-  */"  = o. 

Ces  équations  sont  entre  les  inconnues  a et  y : et  comme 

y=x a,  y est  la  différence  entre  la  racine  a et  toutes 

les  autres.  Si  on  élimine  a entre  ces  deux  équations , 
on  aura  pour  déterminer  cette  différence  y une  équation 

Y — o. 

Or,  si  on  fait  le  même  calcul,  en  supposant  . . . . 
.t  = b -f-  y , b étant  une  autre  racine  de.  la  proposée , 
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il  est  clair,  qu’on  obtiendra  précisément  la  même  équa- 
tion Y — o,  puisque  tous  les  calculs  seront  les  mêmes, 
en  remplaçant  o par  b : donc  y est  aussi  la  différence 
entre  b et  toutes  les  autres  racines  de  la  proposée.  Et 
comme  on  peut  en  dire  autant  de  celles-ci , on  voit 
qu t y est  la  différence  qui  existe  entrf  une  racine  quel- 
conque et  toutes  les  autres.  11  suit  de  là  que , 

i”.  to  étant  le  degré  de  X = o , m (m  — i)  sera 
celui  de  Y = o , puisque  m (m  — i ) est  le  nombre 
des  différences  a — b , a — c, . . . b — a,  b — c. . . , etc. 

a°.  Les  différences  deux  à deux  des  racines  sont  égales 
et  de  signes  contraires  : donc,  si  on  a y = * , on  doit 
avoir  aussi  y = — « ; de  sorte  que  Y doit  être  rendu 
nul , en  mettant  -f-  « ou  — « pour  y , ce  qui  exige 
qu’il  n’y  ait  que  des  puissances  paires  de  y.  Cela  résulte 
aussi  de  ce  que  Y peût  être  décomposé  en  facteurs  de 
la  forme  (_y*  — «’  ) (y'  — fi*  ) . . . = o : ainsi , l'équa- 
tion aux  différences  Y — o,  n'a  que  des  puissances  paires. 

3°.  Si  on  fait^’  = r,  on  n’aura  que  des  puissances 
entières  de  z , dans  l’équation  résultante  Z = o , qn’on 
nomme  au  Carré  des  différences , et  qui  est  du  degré 
ï m (m  — i ). 

5i8.  On  sait  (5o4)  trouver  aisément  un  nombre 
moindre  que  la  plus  petite  des  racines  positives  de 
Z=o  : soit  A ce  nombre  , on  aura  z > h ou  y ’*>  h ; 
donc  y>  y/  h.  On  a par  là  un  nombre  moindre  que 
la  plu*  petite  différence  entre  les  racines  de  la  proposée, 
et  on  peut  prendre  é = \/  h.  Mais  on  doit  faire  à cet 
égard  quelques  observations. 

i°.  Pour  éviter  les  substitutions  irrationnelle*  , on 
devra  remplacer  h par  un  nombre  moindre  , mais  qui  soit 
un  carré  exact  : /*  désignant  ce  carré , on  aura  y > / = S'. 
a”.  Comme  é est  |a  différence  entre  les  substitutions 
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successives  , plus  il1  sera  petit , et  plus  il  y aura  de  nombres 
à substituer  entre  les  limites  des  racines  : c’est  pour- 
quoi il  faudra  prendre  J le  plus  grand  possible.  Or» 
devra  donc  choisir  pour  la  limite  inférieure  ['  des  racines 
de  Z =t  o , le  plus  grand  nombre  possible. 

3°.  S’il  arrive  que  / soit  = i ou  > t ; alors,  on  pourra 
faire  i — i. 

• • £ 
4°.  Si  au  contraire  / est  < i , et  tel  que  / = —r', 

1 i 

comme  il  seroit  pénible  de  substituer  pour  x les  nombres 

fr  t 

0 , — , — — > . • . on  fera  x =z  — , les  racines  de  / , et 

i i i 

par  conséquent  les  différences  entre  ces  racines,  seront 

1 fois  pliy;  grandes  que  celles  de  x.  Il  suffira  donc  de 
substituer  pour  t les  nombres  entiers  o , g , zg  »...  or» 
voit  donc  qu’on  peut  toujours  transformer  une  équation , 
de  sorte  qu'il  n'y  ait  jamais  qu’une  racine  comprise 
entre  deux  nombres  entiers  successifs. 

5".  Kn  chassant  le  second  terme  d'une  équation  , on 
augmente  toutes  les  racines  d’une  même  quantité  , ce 
qui  n’altère  pas  leur  différence.  Ainsi,  l'equation  Z = o 
doit  être  la  même  , lorsqu’on  opère  sur  la  transformée 
privée  de  second  terme.  Cette  remarque  facilite  les  calculs. 

Sort  a:1  — x ’ — aa:  -f-  t = o , en  mettant  0,1,2.  . . . 

pour  x , on  obtient  + 1 , — i,-f-i,...  ainsi , il  y 

a une  racine  entre  o et  1 , et  une  entre  1 et  2.  Mettant 

— ,r  pour  x,  et  raisonnant  de  même,  on  trouve  une 

racine  entre  — 1 et  — 2.  Ainsi , le  lieu  des  trois  racines 

de  la  proposée  est  connu , et  la  méthode  de  Newton 

s’applique  sur-le-champ.  En  faisant  x = a + y , on 

, . a'  — o*  — 2o+t  „.  , 

obtient  y — — . ai  donc  on  met 

.ïa'  — 2 a — 2 

pour  a tour-à-lour  les  valeurs  approchées  de  x , qu’on 
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trouve  facilement  être  o,4  • • • 1*8...  — ,i2'»  on  cn 
déduira  par  des  corrections  successives,  les  racines.  . . . 
o,445o54.  . . i,fioi()38  et  — 1,246987.  Ici,  l’équation 
au  carré  des  différences  n’a  été  d’aucun  usage. 

En  cherchant  cette  dernière  équation  d’après  les  principes 
précédens  (que  les  exemples  suivâns  vont  développer), 
on  aura  zs  — 14  £*  -f-  4(1  s — 49  = °i  comme  on 
trouve  z > 1 , on  a / = I , ce  qui  s’accorde  avec  ce 
qu’on  a vu. 

Lorsque  nous  avons  résolu  ci-devant  l’équation  . . . . 
ar’  — 11  — 5—0,  nous  n’avions  reconnu  que  la  pré- 
sence d’une  des  racines  : pour  avoir  égard  aux  autres  , 
cherchons  l’équation  au  carré  des  différences.  Faisons 
x—a  -\-y,  partageons  l’équation  résultante  cn  deux  autres, 
o1  — 2 a — 5 = o,  3 a’  — 2 -f-  3 ay  -f-  y*  = o : puis  éli- 
minons a,  il  viendra  (5o6),.y6—  36j,’-f-643=o  ; 

équation  du  6'.  degré  , et  qui  n’a  que  des  puissances  paires, 
ainsi  qu’on  le  savoit  d'avance. 

Faisant  y'  = z , on  a z3  — 1 2 z'  -|-  36  z -f-  643  = o. 
Pour  avoir  la  limite  inférieure  des  racines  positives  (5o4), 

on  fera  z = — il  viendra  643  v3  + 36  v’  — 1 2 v -j-  1 = o. 
v 

Or,  le  théorème  connu  (497)  donne  1 -f-  pour  la 

limite  supérieure  des  racines  de  v;  et  en  Taisant  v—  1 , on 
rcconnoît  aisément  ( 5i8,  20.)  que  1 est  aussi  limite  ; donc 
y < 1 , d’où  z > 1 , y>  1.  En  faisant  x = 0,1,2,  ... . 
on  est  par  là  certain  d’obtenir  autant  de  changemcns  de 
signes  qu’il  y a de  racines  réelles  dans  la  proposée  : 
ainsi  elle  en  a deux  qui  sont  imaginaires. 

Pour  x* — ni’-)-  4i  x — 29  = o,  il  faudra  également 
recourir  à l’équation  au  carré  des  différences , parce 
qu’on  ne  reconnoît  la  présence  que  d’une  racine  entre  o 
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et  i.  On  fera  donc  x = a -J-  y > d'où 


«3-iaa’-}-4I<I"39=® , 3a’-  240+41  -f  (3a- 1 

éliminant  a , puis  faisant  y'  = z , on  a l’équation  au 
carré  des  différences  z3  — faz*  -(-  44 1 z — 49  = o : 

puis  z — — donne  v3  — 9 + f v — ~h  ==0  \ on  a 

v ■<  to  ou  plutôt  v ■<  16 , d’où  z > yg  et  y > j.  On 

devra  donc  faire  x = — , et  on  sera  sûr  qu’entre  deux 

4 

nombres  entiers  successifs,  il  ne  pourra  y avoir  qu’une 
seule  racine  de  t comprise  ; on  a 

<3_48t’  +656<—  i856=o. 


Or,  en  faisant  t = o,  1,2,3.  ...  on  obtient  des  résultats  de 
signes  contraires  pour  3 et  4 ; la  racine  indiquée  ici  répond 
à celle  de  x comprise  entre  o et  1.  De  même  *:=2i  et  22, 
donne  -f-i3  et  — 8;  enfin  t x=  23  donne  -f-  7.  Il  y a donc 
deux  racines  de  * comprises  entre  5 et  6.  Il  est  facile  de 
continuer  le  calcul,  et  on  trouvera  o,g5io8.~  5,3568g,.. 
et  5,69203...  pour  les  trois  racines  de  x. 

De  même  a:3  — 7 x -}-  7 = 0 » donne 

z3  — 4 iï’ + 44*  z — 49  = o Pour  équation  au  carré 

• l 

des  différences  : * = — donne  v*  — gv’  + f v — jy==  o , 

d’où  v < io.  Mais  on  recounoit  que  v < g , ainsi  z > | et 
y > 5.  On  verra  ainsi  que  les  deux  racines  positives  sont 
comprises  entre  -J  et  j,  § et  On  trouve  enfin  x=i, 3568g 
et  x = i,6g2o3.  Pour  la  racine  négative,  on  change  x 
en — x'  ; x'  est  entre  3 et  , et  on  a x = — 3, 04892. 

Ces  calculs,  sur-tout  celui  de  l’équation  au  carré  des 
différences,  sont  très-longs  ; mais  d’une  part,  cette  marche 
est  inévitable , et  ses  difficultés  tiennent  à la  nature 
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5? 

même  de  la  chose  ; de  l’autre  part , nous  donnerons  des 
moyens  bien  plus  faciles  d’obtenir  l’équation  enr(54i,II)- 

8.  Racines  imaginaires. 

5ig.  Soient  a , b,  c....  les  racines  d’une  équation.  . . * 
sc"n  + px™  — * + - . . = X—  o de  degré  pair , et  sup- 
posons d’abord  que  a ne  soit  facteur  de  m qu’à  la  i". 
puissance  ( comme  pour  m = 6, io,i4  . . . ). 

Formons  l’équation  <t>  = o , qui  ait  pour  inconnue 
p = a -f-  b 4*  rab , r étant  un  nombre  quelconque.  Pour 
cela,  nous  éliminerons  a et  b , entre 

a"-f-pam-,-l-...= o,  bm-\-pbm—'-\-...=z o,  p=a-f-£  + ra£. 

Les  racines  de  ♦ = o,  seront  aussi  a -f-  c -j-  roc,  . . . 

Ici , comme  pour  l’équation  au  carré  de»  différences , 

ii.i  m — 1 

le  degré  de  <t>  sera  n = m. J or  n est  impair, 

a» 

puisque  les  facteurs  j m , et  m — t le  sont  ; donc  <J>  = o 
a au  moins  une  racine  réelle,  telle  que  p = a -f-  b -|- 
Comme  on  peut  attribuer  à r un  nombre  illimité 
de  valeurs  ; on  formera  ainsi  autant  d’équations  4>'  = o , 
<J'®  = o , . . . qui  auront  chacune  au  moins  une  racine 
réelle , a -f-  c r'ac  , ou  b -f-  c -f-  » ou  etc.  .... 

On  voit  donc  qu’on  devra  trouver,  au  plus  après  n 
calculs  semblables  , une  équation  4>'  = o , dont  la  racine 
réelle  soit  p'  — a -f-  b + r'oi,  c.-à-d.  formée  du  sys- 
tème des  deux  mêmes  valeurs  a et  i,  qui  entrent  dans 
la  racine  réelle  déj sf  reconnue.  De  sorte  qu’on  est  assuré 
que  parmi  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  X=o  , il 
en  est  au  moins  deux  a et  b,  telle*  qu’en  posant 

a b rab  = g , a -f-  b -f-  r'ai  = g % 

g et  g1  sont  réels  : et  par  conséquent  o b tl  *b  fê 
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* sont  aussi.  Le  diviseur  a:’  — (a  -j-  J)  x ab  de  X , 
est  donc  une  quantité  réelle  du  second  degré  ; ou  , ce 
qui  revient  au  même , deux  des  racines  au  moins  de  X=o, 
sont  de  la  forme  x = p ± q — i. 

Supposons  maintenant  que  m n’ait  2 pour  facteur 
qu'au  carré,  (comme  pour  m=  4,12,20 ..  .),  alors  le 
degré  n de  4>  = o n’aura  2 pour  facteur  qu’à  la  irt.  puis- 
sance. Ainsi  <V  = o aura  au  moins  une  racine  de  la 
forme  a -}-  b -f-  tj  ab  = « -{-  0 — t:  et  de  meme 

que  ci-dessus , en  donnant  à k d’autres  valeurs,  on  aura 
aussi  a -)-  b -f-  rJab  = * -\-  p'  ■J — 1.  Les  valeurs  qui 
eu  résultent  pour  a -f-  b e t ab  sont  aussi  de  meme  forme 

a -|-  b = A = g h \J — 1 , ab  = B = g'  + h'  \/ — 1 ; 

A = o a pour  facteur  ar’  — Ax  K =0  , d’où 

x=±Azti\/(A--ï/i). 

Or  A' — 4B  est  visiblement  de  la  forme  k ziz  I \/ — 1; 
assignons  celle  de  \J  (k  ± l y/ — 1 ).  Pour  cela  , faisons 

+ = v/(*  + lÿ-  «)  + v/(A-  IV—  O 

v = \/(k  -\-  1 y/ — 1)  — v/(*  — 1 V — 1 ) » 

d'où  +’  = aAr-f-  2(/(ù’  -f-  P)  , uy  = 2.k  — 2^/(4’  -j-  /*). 

Comme  y (A’-f-  /*  ) est  > k,  quel  que  soit  le  signe 
de  k , ce  radical  donnera  son  signe  à ♦’  et  à «’  : on 
voit  donc'  que  +*  est  positif  et  *’  négatif;  faisons.  . . 
+ = k'  et  a = V -J — 1.  En  ajoutant  et  retranchant  nos 
équations,  iî  vient  • 

■f  dfc  • ou  k'  db  P — t=2  \/  (k  -4-  / ^/ — 1). 

Par  là  notre  racine  devient 

x = :((?+  h V — 1 ) ± K*'  — 1‘  \/— 1 )* 

de  sorte  que  x a encore  deux  racines  de  la  forme.  . , 


tglc  I 


Racines  imaginaihes. 


s9 

x—p  ±9  \f — i , et  par  conséquent  X a un  facteur  réel  * 
du  second  degré  (x — p)'  -f-  g'.' 

Si  2 n’est  facteur  qu'au  cube  dans  m ( comme  pour 
m = 8,24—.  ),  2 ne  le  sera  qu’au  carré  dans  n ; ainsi  <t>  a un 
facteur  réel  du  second  degré  : X est  donc  dans  le  même 
cas,  puisque  le  raisonnement  précédent  a encore  lieu; 
et  ainsi  de  suite.  Donc  , 

i*.  Toute  équation  de  degré  pair , est  décomposable 
en  facteurs  réels  du  second  degré. 

2”.  I.a  même  chose  a lieu  pour  les  équations  de  degré 
impair , mais  il  y a en  outre  un  facteur  réel  du  premier 
degré' W _ 

3".  Les  racines  imaginaires  des  équations  ne  , peuvent 
être  que  de  la  forme  p -4-  q \/  — t. 

4"-  Toute  fonction  algébrique  F dr  p i q \/  — i, 
a la  même  forme  ; car  , faisons  <p  p -fz  q \/  — t » 
d’où  { — /r)’  q'  = o.  Désignons  par  6 , ce  que  de- 
vient la  fonction  F,  ou  t =ir(^).  On  fera  dispa— 
roitre  les  imaginaires  par  des  élévations  de  puissances, 
et  il  en  résultera  une  relation  réelle  entre  ( et  ç ; de 
sorte  qu’éliminant  < p à l'aide  de  ( p — p )’  -\-  q'  = o , il 
ne  restera  plus  d’inconnue  que  t.  Or,  les  racines  de  (seront 
nécessairement  de  la  forme  fi=  — t.  Donc,  etc... 

La  même  chose  auroit  lieu  , si  /’ contenoit  deux  quantités 
imaginaires  p ±.  q ÿ — t et  p'  ±.  q'  \/ — î ; ou  même 
un  plus  grand  nombre. 

.W  Soient,  d’après  cela,*  a,  b,  c.  . . . les  racines 
réelles  de’l’équation  X = o ; et  scs  racines  imaginaires  *' 

« rfc/3  \/ — l,  — i... 

Les  différences  de  ces  racines  seront  de  quatre  sortes. 

i*.  Entre  deux  racines  réelles  , à — 5 , a — c, ...  les 
carrés  seront  positifs. 


t>o  Algèbre. 

a*.  Entre  deux  racines  imaginaires  d’un  même  couple , 
±1/3^—  i * ± a ^ — i,  les  carrés  seront  néga- 
tifs — 4 — 4 <r* 

3°.  Entre  une  racine  réelle  et  une  imaginaire . . , 
e — — t , A — « rfc  £ — i , . . . le  carré  sera 

imaginaire  : à moins  qu’on  n’ait  a = « , alors  il  serait 
négatif  — g’ , et  se  rencontreroit  deux  fois. 

4°.  Entre  deux  racines  imaginaires  de  couples  dijjirens 
• — y :fc  (£  — /)  \/ — i , . . . le  carré  sera  imaginaire  ; 
à moins  qu’on  n’ait  « = y,  ou  = il  serait  négatif 
et  double  dans  le  i'r.  cas,  positif  dans  le  a*. 

On  voit  donc  par  là  que  les  racines  négatives  de  l’é- 
quation au  carré  des  différences  Z =o , proviennent  des 
racines  imaginaires  d’un  même  couple  ; à l’exception  du 
cas  où  la  partie  réelle  de  deux  racines  imaginaires  se- 
rait la  même , ou  bien  que  cette  partie  serait  égale  à 
une  racine  réelle  ; mais  alors  Z — o aurait  des  racines 
négatives  égales. 

5ai . Cela  posé,  cherchons  les  racines  négatives  de  Z = o ; 
pour  cela  , changeons  z en  — * , et  trouvons  les  racines 
positives  A , » , . . . puis , posons  A = 4 P » * = 4 y’ •••  > 
d’où  18  2=: fc  ; \/  A , y = ± ï v/  1 » • • • on  connoîtra 
par  là , la  partie  imaginaire  de  chaque  racine.  Pour 
obtenir  la  partie  réelle , on  fera  ar  = « + gy'  — i, 
dans  X — o,  on  égalera  à zéro  séparément  les  termes 
réels  et  les  termes  imaginaires  (494)-  5 ceux-ci  seront 
divisibles  par  /8  y'  — i - Qn  aura  ainsi  deux  équations 
entre  « et  $ qui  par  l’élimination  pourraient  servir  à dé- 
terminer ces  quantités.  Mais  comme  $ est  connu  , si  on 
substitue  quelqu’une  des  valeurs  ci-dessus  \ \/  h , j \/  i..- 
on  aura  deux  équations  en  » , qui  devront  avoir  lieu 
ensemble,  et  qui,  par  conséquent,  auront  un  commun 
diviseur  (49 ‘)  , lequel  égalé  à zéro  donnera  a. 
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Si  le  commun  diviseur  n’existoit  pas,  cela  prouveroit  A 
que  la  racine  négative  qu’on  a employée  provient  d’un 
des  cas  d’exception  indiqués  : le  calcul  vérifieroit  cette 
assertion , et  on  devrait  reconnoitre  qu’en  effet , la  parti* 
réelle  est  la  même  dans  deux  racines ,■  et  que  Z = o 
a des  racines  négatives  égales. 

Si  le  commun  diviseur  est  du  second  degré , alors  deux 
valeurs  de  a répondent  à la  même  de  fi  ; deux  racines 
auraient  donc  la  même  partie  imaginaire. 

Soit,  par  exemple,  x3  — 8 x -j-  3a  = o,  dont 

z3  — 4 8 r*  -j-  5y6  e -f-  a56oo  = o. 

est  l’équation  au  carré  des  différences.  En  mettant  — x 
pour  z , et  cherchant  les  racines  positives , on  trouve 
x = i6,  ainsi  4 fi'  — «6,  d’où  fi  = a. 

Mais  x=adb/3  y'  — i change  la  proposée  en 
a3  — 8 a -j-  3a  — 3 fi'*  s=  o , et  3 *’  — fi'  — 8 = o : 
faisant  fi  = a , on  a a1  — ao  a -}-  3a  = o , et  a’  — 4 — °* 
qui  ont  a — - a pour  facteur  commun  ; donc  * = a et 
x — * db  * ^ — i , ainsi  qu’on  peut  aisément  s’en 
assurer. 

Du  reste,  * et  fi  peuvent  Être  incommensurables.  C’est 
ainsi  que  dans  l’exemple  as’  — a*  — 5 = o,  dont  on  a 
déjà  obtenu  la  racine  réelle  , l’équation  au  carré  des  dif- 
férences est  z3  — tax’  -j-  36  x -f-  643  = o ; mettant  — z 
pour  x,  on  a z3  -j-  ta  x*  -j-  36  z — 643  = o.  La  racine 
positive  est  entre  5 et  6.  Appliquant  donc  la  méthode 
de  Newton,  on  a z =.  5, 1 6 s 4 — = 4 fi' , d’où  fi  ==  i,i36... 
Orx  = *-f-j8^  — i donne  «3  — (3/3’  + 3)  “ — 5 = o, 
et  3a’ — fi'  — a poussant  le  ealcul  du  commun  diviseur 
jusqu’à  ce  qu’on  ait  un  reste  du  Ier.  degré,  et  l’égalant 
à xéro  , on  trouve  4«  (M’  + O H"  *5  = o , d’où 
a = — »,o473.  Ainsi  x = — t,o473  ds t,t36  ^ — t. 
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522.  La  longurur  des  calculs  qui  sont  necessaires  pour 
obtenir  l'équation  Z = o , et  le  peu  d'avantage  qu’on 
tire  de  la  eonnoissancc  des  racines  imaginaires  en  ellcs- 
mènies,  reudroit  très-utile  un  procédé  qui  serviroit  à 
donner  d'avance  le  nombre  de  ces  racines,  afin  de  juger 
s’il  y a en  effet  plusieurs  racines  comprises  entre  les 
substitutions  o,i,2,3.  ...  ; car  s'il  n’y  en  peut  avoir  qu’une 
seule , l’équation  Z c=  o devient  inutile  à la  recherche 
des  racines  réelles.  Voici  un  principe  qui  peut  servir  à cet 
objet  dans  un  grand  nombre  de  cas. 

Soient  + + + 1 ++— + h + 

les  signes  successifs  des  termes  d’un  polynôme  X ordonné 
par  rapport  à x : formons  le  produit  X ( x -f-  a ) ou 
Xx\  -(-  Xa.  Les  signes  des  termes  de  Xx  et  Xa  seront 
les  mêmes  que  ceux  de  X : pour  ordonner  Xx  avec 
Xa  , il  faut  placer  ci  2*.  produit  au-dessous  de  l’autre , 
en  reculant  les  termes  d’un  rang  vers  la  droite.  On  a 

+ + + + - + + - + — + + 

H 1 1 1 ~,H 1 1 1 T 

4-4-1  — 1 i i i i 4*  i i 1 ‘ -j-  4~. 

Le  signe  de  chaque  terme  du  produit  sera  incertain , lorsque 
ceux  des  termes  correspondons  seront  différons,  puisqu’il 
dépend  de  la  grandeur  relative  de  leurs  coeflhciens.  Ce  cas 
arrive  lorsque  deux  termes  successifs  de  A’  ont  des  signes 
contraires;  cette  incertitude  de  signe  est  indiquée  par  la 
lettre  i.  On  voit  donc  que  les  Variations  de  signe  dans 
X donnent  au  produit  des  signes  incertains1,  et  les  Per- 
manences des  signes  certains. 

D’après  celâ  , disposons  de  chaque  signe  incertain  i, 
de  manière  à produire  le  plus  grand  nombre  possible 
de  variations;  on  n’en  pourra  au  plus  former  qu’un  nombre 
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égal  à celui  des  lettres  i , car  un  nombre  impair  de 
signes  successifs  incertains , doit  toujours  être  compris 
entre  des  signes  différens  -f-  et  — , taudis  qu’au  con- 
traire un  nombre  pair  est  entre  des  signes  semblables  -f- 
et  -j-  , ou  — et  — . X ne  saurait  donc  avoir  moins  de 
variations  que  le  produit,  qui  ayant  un  terme  de  plus, 
a par  conséquent  au  moins  une  permanence  de  plus. 

D’où  il  suit  que  l'introduction  d’une  racine  négative 
dans  une  équation  , donne  lieu  à celle  d'au  moins  une 
permanente  de  signe.  En  multipliant  X par  *■  — a , 
et  disant  des  permanences,  ce  que  nous  avons  dit  des 
variations  , on  trouve  que  l'introduction  d'une  racine 
positive,  donne  lieu  à celle  d’au  moins  une  variation  de  signe. 

Donc  une  équation  ne  peut  avoir  plus-  de  racines  posi- 
tives que  de  variations  de  signes  , ni  plus  de  racines 
négatives  que  de  permanences.  C’est  en  cela  que  consiste 
la  régie  de  Uescartes , du  nom  de  son  célèbre  inven- 
teur , quoiqu'il  ne  l’ait  ni  démontrée , ni  même  présentée 
sous  cette  forme. 

5a3.  Si  l'équation  n 'a  que  des  racines  réelles  , elle  a 
précisément  autant  de  variations  de  signes  que  de  racines 
positives , et  autant  de  permanences  que  de  racines  néga- 
tives ; car  soient  p et  v les  nombres  de  permanences  et 
de  variations;  N et  P ceux  des  racines  négatives  et 
positives,  le  degré  de  i'équaLion  :est  d'une  part  p -(-  v, 
et ‘de  l'autre  iV  -j-  P;  ainsi  p v,  ss  N 4-  P.  Or,  on 
ne  peut  supposer  p < iV  d'après  ce  'qui  vient  d’élre 
démontré \ ni  p > N , car  il  en  résulterait  v ce 

qui  est  contraire  a notre  théorème.  Ainsi  p = JV , d’où 

v = P. 

C’est  ainsi  que  si  les  trois  racines  de  l’équation.  . . 
i cJ — i2.T’-t-4t  x — aij  = o sont  réelles  , elles  doivent  ître 
positives,  parce  qu’il  n’y  a pas  de  permanences,  d’est  eu  effet 
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ce  qui  a lieu  ( S 1 8).  Pareillement  x,  — x'  — 2 x -f-  1=0, 
qui  a deux  racines  positives  et  une  négative , a deux 
variations  et  une  permanence. 

Soit  aussi  x*  -f-  px  -f-  q — o.  Eu  remplaçant  le  terme 
qui  manque  par  dS  o x’  , on  a x1  i o i'  -f-  px  -j - q = o. 
Or,  le  signe  supérieur  annonce  trois  racines  négatives, 
et  l’inférieur  n’en  indique  qu’une  seule  : ces  résultats 
étant  contradictoires , on  reconnoit  qu’il  y a des  racines 
imaginaire». 

5a4-  Soient  m le  degré  d’une  équation  X=o,  r le 
nombre  de  ses  racines  réelles,  21  cèlui  des  imaginaires; 
on  a m = r *f-  a i.  Il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ( 5ao)  que 
des  n racines,  supposées  inégales,  de  l’équation  Z = o , il  y 
en  aura  - r(r  — 1)  = R de  réelles  positives,  « de  réelles 
négatives,  et  ai  (r  + i—  t ) = / d’imaginaires. 

Cela  posé , le  produit  des  R racines  positives  de  Z = o 
est  positif.  D’un  autre  côté , comme 


(«  + /8  y/—  1)  = fi', 

le  produit  des  I racines  imaginaires  est  aussi  positif.  Enfin  , 
le  produit  des  1 racines  négatives  est  positif  ou  négatif, 
suivant  que  1 est  pair  ou  impair. 

Le  dernier  terme  d’une  équation  étant  le  produit  de 
ses  racines,  pris  en  -f-  ou  en  —,  suivant  que  son  degré 
n est  pair  ou  impair  ; on  voit  que  le  dernier  terme  de 
Z = o,  doit  être  négatif,  lorsque  des  deux  nombres 
n et  »,  l’un  est  pair  et  l’autre  impair;  tandis  qu’il  est 
positif  dans  le  cas  contraire.  Or , n — i est  impair  dans 
la  j1'.  supposition  et  pair  dans  la  2’.  : d’ailleurs 

m — 1 , 

n = m . et  m = r -f*  a 1 , 


donnent  n 


+ a » ( r + i — 1 ) . 


2 


Équations  a deux  termes.  fîj 

«un  — j'  = 7Î  -f-  /;  n — i est  donc  pair  ou  impair  avec  R , * 
puisque  / est  pair. 

Donc  le  dernier  terme  de  f équation  7.  — o au  carri 

r (r — i) 

des  différences  sera  positif  ou  négatif , suivant  que  — — 

sera  pair  ou  impair.  Ie.  Si  lé  dernier  terme  ést  positif 
rf  r~-L/  sera  pair  ; donc  r ou  r — i sera  multiple  de 

7. 

4 ; c.-à-d.  que  r = 4 * , ou  ir  = 4 A -f-  i ; les  racines 
réelles  seront  donc  en  nombre  o,  î , 4»  5 , 8,  g...... 


a".  Si  le  dernier  terme  de  Z = o est  négatif, 


r(r  — i ) 


sera  impair  ; donc  ou  — et  r — i seront  impairs  ; on 

bien  r sera  impair,  ainsi  que  — — ; c.-à-d.  qu  on  aura 

r=ij)i+20u  ■ — 4 * + 3 : le  nombre  des  racines  réelles 
sera  donc  a , 3,  G , 7,  10  , 1 1 . . . 1 


q.  Résolution  des  équations  à deux  ou  à trois  termes. 

v " B , - 

5a5.  De  Ax"  = B,  on  tire  —,  si  n est  pair: 

x n’est  réel  qu’autant  que  A et  B ont  le  même  signe 

(128).  Si  n est  impair  x est  réel  et  a le  même  signe  que 

/?  B B ' 

—j~.  Soit  donc  en  général  k la  racine  n\  de  —,  ou  kn=.—, 

on  en  tire  x" — kn=o  : en  faisant  x=r ky  , on  a y" — 1=0. 
Or,  si  on  connoissoit  toutes  les  valeurs  dey,  en  les  multi- 
pliant par  k , on  auroit  celles  de  x ; donc  tout  nombre  a 
donc  pour  racine  n'.  le  produit  de  sa  racine  arithmétique 
par  celles  de  l’ifpité. 

Ce  théorème  simplifie  notre  recherche  ; ainsi  x3 — k*szo 

S 


a. 


bb  Algèbhe. 

* devient/5  — i = o,  d’où  / — 1=0  et  / +y  + i =o; 
ainsi  /=  i et  y—  £ ( — i j/  — 3 ) et 

x = A,  x = ii(-i±^/_3). 

De  même  x * — A^=o , devient /$ — 1=0,  d’où  y K,  f 

et,  divisant  par/*—  x,  on  a/’  -f- 1 =o;  ain.i  x = rt k, 
x — ±k^/  — I. 

En  général , la  question  est  réduite  à la  résolution  de 


/"— x— o,  ou  /”-  -+•/'—  -f. -f  1=0. 


en  divisant  y n — i par/ — i , (99). 

5a6.  Soit  « l’une  des  racines  imaginaires  de  y" — 1=0; 
comme  *“=1 , on  voit  que  (»")r  = «"/■  est  aussi  = 1,  quel 
que  soit  le  nombre  entier/»,  positif  ou  négatif:  l’équation 
y" — 1 = o est  donc  satisfaite  lorsqu’on  fait /=  «?,  c.-à-d., 
que  si  m est  racine , l'est  aussi.  donc*’,  <*3, ...  *— *,  m~3,.. 

sont  autant  de  racines.  ’ 

i*.  Si  p est  pris  >»,  il  sera  de  la  forme  nk-f-it 
i étant  <»»  ; «e  sera  par  là  = X ou  «'  puisque  «t"=l. 
Ainsi  au-delà  de  p = ij  , «r  reprend  les  mêmes  valeurs 
«,  a3,.,  qu’on  a obtenues,  en  prenant  pour/»  les  nombres 


1,2,3  ,.... 

20.  Si  p est  négatif  comme  ou  — prenons  i 

■ tel  que  p-\-i  soit  un  multiplie  de  »i , ou  p -f-  i—nk, 
«r-4-1  devient  = 1 , et  on  a a~r  = m‘  , or 


» = nk  — p — n(  A — 1)  -t-  ( xi  — p ) ; donc  m~p  ~ »n~r. 
11  suit  de  là  que  les  racines....  «t°,  , a.*,  m3... 

ne  sont  pas  distinctes  et  en  nombre  indéfini;  elles  se  re- 
produisent dans  le  même  ordre  de  »i  en  n termes,  à partir 
de  l’un  quelconque  d’entre  eux,  et  la  connoissance  de  l’une 
d’elles  ( autre  que  -)-  1 ou  — 1 ) entraîne  celle  des  autres. 
C’est  aiiisi  que/3 — 1 = o a pour  racines  imaginaires 

— ï(  1 -f  v/  — 3),  et  — ±(*  — — 3)ï  on  ™rr* 
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que  si  l’une  est  = a,  elle  sera  aussi  a1,  a-1 , a-5 

et  l’autre  sera  a’,  a*,...  a- ' , 

537.  Nous  allons  chercher  toutes  les  racines  imaginaire* 
de  l’équation  y“  — i •=  o,  ou  plutôt  de_y"  dt  i =o  , à 
laquelle  on  ramène  dans  tous  les  cas  Ax"  ±.  B t=  o. 

Soit  cos  x=p;  on  a vu  (36i)  que 

cos  ox=i,  cos  i x—p,  cos ix—zp' — i,  cos3x=4pJ — 3 p,... 

chaque  valeur  étant  la  somme  des  deux  cosinus  précédons 
multipliés  respectivement  par  up  et  — i.  Or  ces  résultats 
observent  entre  eux  une  loi  qu’on  met  en  évidence  par 
l’artifice  d’analyse  suivant  dû  à La  Grange. 

Soit  2 cos  x x=.y  -} — — ; d’après  la  loi  indiquée  , pour 

y 

■obtenir  cos  àx,  il  faut  multiplier  cos  x,  ou  J 
par  y -q — — , et  reftancher  cos  o x ou  i.  On  trouve  . . . 
2 cos  2x=y’  -f — ; on  trouve  de  même 


acos3x=jr3  -|- 


a3 


» 


2 COS  4*=^ 


Démontrons  la  loi  de  ces  résultats  ; pour  cela,  supposons 
qu’elle  soit  vérifiée  pour  deux  degrés  consécutifs  n — i 
et  n — 2 de  sorte  que 

2 cos  ( n — 2 )x==y"-’-f--^,  2COs(/w)x=ry,'~'-f -i—, 

multiplions  la  moitié  de  la  dernière  par  , retranchons- 

en  la  moitié  de  la  précédente  ; nous  trouverons 

acosrtxrry"-) — Il  suffit  donc  que  la  loi  soit  démontré* 
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G» 

i i 

pour  a cos  o x ==}■*  -f- ÿf- ct  2 cos  x=y -f-— , pour  efl 

conclure  qu’elle  est  vraie  pour  a cos  2X,  a cos  3x 
528.  JLcs  valeurs  (le  2 cos  x et  2 cos  ni r donnent 


y ’ — 2 y cos  x + 1=0, 
y"  — 2 jr"  cos  nx  4“  1 =0  » 

équations  qui  serviront  à connoîtrey  et  cosnx,  lorsqu’on 
aura  trouvé  cos  x : ainsi  , on  obtiendra  directement 
cos  nx,  sans  s’astreindre  à cherchér  successivement  cos  2x, 
cos  3x,....  Si  donc  on  prend  dans  les  tables  les  valeurs  de 
cos  x et  cos  nx , qui  répondent  à un  arc  quelconque  x, 
nos  équations  ne  renfermant  plus  qu’une  inconnue 
devront  s’accorder  entre  elles  ct  avoir  une  raci.  e com- 
mune a.  Mais  si  y =» a satisfait  à ces  équations,  la  subs- 
titution de—^—  pour  y prouve  que — satisfait  aussi  : elle* 

ont  par  conséquent  deux  racines  communes , ou  plutôt  la 
première  équation  divise  la  seconde.  Soit  q>  = nx,  il  faut 
donc  que  , quel  que  soit  ç, 

y->  — 2 y cos  ^ + 1 divise  y**  — 2 y*  cos  <p 


52t).  Appliquons  ce  théorèrtie  à la  recherche  des  racines 
de  y"  rp  1 = o.  Si  on  fait  <p  = kr , k étant  un  entier  quel- 
conque, ct*la  demi-circonférence,  cosçsera— -f-i  ou=-i, 
suivant  que  k sera  pair  on  impair , ct  le  2'.  trinôme  de- 
viendra y »"  q;  2 y"  -|-  1 ou  (y  q;  1 )’.  Ainsi, 


divise  y”  ip  1 


00 


quel  que  soit  l'entier  k , pair  lorsqu’on  a y* — 1 , impair 
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pour  y” -J-  1.  Cependant  sijr’ — 3_ycos...  est  un  carré,  on 
prendra  seulement  sa  racine  pour  diviseur  de^"  rj:  i. 
Comme  n -j*  / et  n — i sont  ensemble  pairs  ou  impairs. 


ki  i 

soit  kœ=n  ± 1;  l’arc deviendra  * zz : ces  arcs  ont 

n n 

le  même  cosinus,,  Ainsi  lorsqu’après  avoir  pris  pour  k les 
diverses  valeurs  (paires  ou  impaires  ) , on  veut  faire  k > n, 
le  trinôme  y'  — jj  cos.,.,  reproduit  les  mêmes  facteurs  en 
sens  inverse.  • 


St  on  prend  lr>an,  alors  k est  de  la  forme  3 In  -jr  i , 

1 arc devient  2/*  -J dont  le  cosinus  est  encore  le 

n n 


même  que  si  on  eut  fait  k = i.  On  retombe  encore  sur 
les  même  facteurs  que  ci-dessus,  mais  dans  le  même  ordre. 
U est  donc  inutile  d’attribuer  à k des  valeurs  > n. 


Si  n est  pair  , \n  -f-  i et  £ n — i sont  aussi  pairs  ou  im- 
pairs ensemble;  k — ±n  i donne  pour  les  arcs,.. 


■ i » — dont  les  cosinus  sont  égaux  , mais  de  signe  con- 

traire , de  sorte  que  quand  n est  pair , au-delà  que  k = jn, 
on  retombe  sur  les  mêmes  Jacteurs  du  second  degré , au 
signe  près  du  second  terme  qui  est  dijjirent. 

Dans  tous  les  cas,  les  facteurs  qu’ou  obtient  en  faisant 
k < n sont  visiblement  différens. 


k 1 

Soit = x , en  résolvant  l’équation^’ — 2ycosa:-f-i=:Q 


on  a pour  les  racines  de  j^rpt=o  ,_y=cos  jctsinar^/ — t. 
L'imaginaire  ne  disparoit  qu’autant  que  t“.  x = o d’où 
k=z o;  alors  la  proposée  est  y" — 1=0,  et  on  a la  racine 
réelle  _y=i . 3».  x-=w,  d’où  k~n,  ce  qui  suppose  que  n est 
pair  dansle  cas  de_y"  — 1 ; ou  impair  dans  celui  de^-j-  r î 


7° 
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y — — i est  alors  une  racine  réelle.  Tout  cela  est  d’ac- 
cord avec  ce  qu'on  connoit  d’ailleurs. 

* , X 

53o.  En  mettant pour  y , on  trouve 


x’  — 2 ax  cos 


(rr) 


pour  la  formule  générale  des  facteurs  de  x"  zza*. 

Soi  t + a*  i on  fera  k = t , et  = 3 ; mais  comme  les 
arcs  j * et  j or  ont  leurs  cosinus  égaux  en  signes  contraires, 
et  que  cos  5o“  = J\/2,  oaa  • 

i'  -f-  a * = (x’  -f-ax  \/z  -|-  a’)  (x*  — ax  (/ 2 -f-  a’). 


Pour  y6-}- 1 , on  fera  Ar=ri , =3  et  =5  ; comme  cos  j *=o 
et  sin  f’  = A,  (35a);  on  en  conclut  cos  j\/3, 

enfin  cos  f or  = — cos  f or , et  on  a les  facteurs  y'  -J-  i , 
y'—  J v/3+i  ely'  +yy/3  + i. 

Soit  xfi — a6;  on  fera  k—o , =a,  =4  et  =6;  on  aura 
x -}-  a , x — a , x’  — ax  + a'  et  x’  ax  -f-  a'. 

Enfin  ys  — t donne  y — i , y'  — xy  cos  f » i et 
y*  -)-  2 y cos  jor-4-  i , à cause  de  cos  for  = — cos  for. 

g 53 1 . On  a trouvé  une  construction  élégante  de  ces  fac- 
* leurs,  et  c’est  ce  qu’on  nomme  le  Théorème  de  Côtes,  du 
nom  de  l’inventeur  ; voici  en  quoi  il  consiste.  Sur  le  dia- 
mètre quelconque  AH  du  cercle  ACHL,  dont  le  rayon 
RA=a , on  prend  un  point  arbitraire  O ; puis  on  partage 
la  courbe  en  2n  parties  égales  Aa,  aB,Bb , bC,...  chacun  de 

ces  arcs  cst  = -^—  : on  mène  les  rayons  vecteurs  Oa,  OB, 

Ob ,....  Cela  posé  soit  AC—  «,  OR—  x , CP  perpendi- 
culaire sur  RA , donne  le  triangle  RCP  dans  lequel  on  a 
CP=r  a sin  « , RP=a  cos  * , d'où  OP=  a cos  a.  — x ; 


>e*zrr 


2l£ 
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donc  OC1  = x'  — zax  cos  a. -{-  a’  ; cl  comme  A C répond 

à un  nombre  h d’arcs==  —,  on  a - — — 

n n '■ 

OC1  ou  OCx  OL  est  donc  facteur  de  i"  5;  a"  suivant 
que  le  nombre  k de  divisions  estpair  ou  impair  ; et  comme 
OA  = a — x et  OH=  a -f-  * , il  est  aise'  de  voir  que  si 
Z',  Z"....  sont  les  rayons  vecteurs  menés  aux  points  de 
division  pairs,  etz'  sn....  de  même  pour  les  impairs,  on  a 
x"  = Z' . Z" . Z"',...  o"  4-  x"  = z'  .g" . 

L’origine  des  rayons  vecteurs  pourroit  aussi  être  prise 
en  O'  sur  le  prolongement  du  diamitlre. 

53a.  Parmi  les  équations  à trois  termes,  prenons  celles 
ou  1 un  des  exposons  est  double  de  l’autre  : soit  donc 
Ax'n  -f-  Bx"  4-  C — 0.  En  faisant  xn  = z,  on  a l’équa- 
tion du  a*,  degré  Az'  -(-  B z 4-  C = o.  Lorsque  les  racines 
sont  réelles , en  les  désignant  par  f cl  g,  on  a les  équations 
à deux  termes  x"  — J , xn  = g qu’on  sait  résoudre. 

Ainsi,  pour  érouver  deux  nombres  dont  le  produit  soit  10 
et  la  somme  des  cubes  i33,  l’un  de  ces  nombres  étant  x, 

n 10 

I autre  est  — : donc 
x 


6. 


x + 


t33  ou  x^ — i33  x -f-  1000  = o ; 


En  faisant  x’^rr,  on  trouve  zr=i  ( i33  ± 1 17  ) , ainsi 
x5  = 125  et  xs  = 8.  Soient  donc  1 , 1 et  e’  les  racines 
cubiques  de  1 , trouvées  ci-dessus  (5a5),  on  a six  valeurs  de  x, 
qui  donnent  pour  les  trois  solutions  du  problème  , 5 et  a, 
5 a et  aa’,  5 a*  et  2a  : la  première  est  seule  réelle. 

Si  l’équation  en  s a ses  racines  égales , alors  (*38) 
on  a B'  — l^AC  = o , et  la  proposée  est  un  carré  ; ainsi 
elle  se  réduit  à la  forme  a x"  — b = o. 

533;  Enfin  si  Az*  4-  Bz  4-  C— o a scs  racines  imagi- 
naires, £’  — ^AÇ  est  <0  : on  fera  Ax™  — Cÿn , ce  qui 


-n, 
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7* 


* ramonera  la  proposée  à 

rn  + 


By" 


+ I =Oj 


équation  de  meme  forme  : mais  comme  les  coefGciens 
extrêmes  sont  = i , elle  est  comparable  à celle  (i).  On 

posera  donc  cos  9 = - — , puis  on  cherchera  à l’aide 

' a\/(yi6) 

des  tables  , quel  est  l’arc  9 qui  satisfait  à cette  condition 

et  jr»  — 2 j cos  0 -f-  i sera  diviseur  de  fa  proposée. 

Comme  il  y a une  infinité  d’arcs  9 qui  satisfont  à notre 
équation , on  peut  prendre  pour  9 , 9 -f-  a * , 9 -f-  4 «»•••• 
9 -j-  aAv  quel  que  soit  l’entier  k , ce  qui  donne  pour  la 
forme  générale  de  nos  diviseurs 


. /<D+  zk-r  \ 

y — 2 y cos  I - — ^ -f-i=o;  et  eos  <p  = 


— « 


Notre  hypothèse  comprise  dans  cette  dernière  équation  est 

d’ailleurs  légitime,  puisque  B ’ — 1^AC<^  o donne  cos  9<i. 

11  sera  d’ailleurs  inutile  de  supposer  k > n , car  soit 

j , , . n <P-+aA*  , . 9 + a/* 

«=n/  1 arc devient  ai»  + 


n n 

le  cosinus  çst  le  même  que  celui  de  l’arc  qu’on  a obtenu  en 
faisant  k — i ; ainsi  on  retombe  sur  le  même  facteur. 

Soit,  par  exemple,  x ** — a£3-|-a=o,  ou  fait  jcf,z=2y6  , 
çt  il  vient  y6  — y*  y a -(-  i — o : or  cos  9 = — j y a in- 

Uiquc'353}que  9=150°;  on  a donc  pour  t — ■ — les  arcs 

de  5o°...  i83*  y ...  3t6‘1  j ; les  coefTuicns  de  nos  facteurs 
£ont  donc  a cos  5o°  = \/a , — asin  83°, 3333=  — i,(ÿ3i8  ; 
3sin  iü°,6ü6ü  = 9,0176.  Ainsi,  les  facteurs  de  l’éqpa- 
^ioii  en  y sont 
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y'- 1 ,41 4 2.y+ 1 =0,^+1  ,93i  fy-+ 1=0,  jr’-o,  5 1 1=0, 

d'où  on  déduit  aisément  ceux  de  la  proposée. 

Soit  de  meme  Sx6—  2a1x3-£-5atî  = o ; faisons  x — ay,  et 
il  viendra  ^—^+1=0  , d’où  cos  <p=j,  et  <p=z8 7*,  1812  ; 

ainsi  , les  coefficiens  de  n<A  facteurs  sont 

2 cos  2g°,o6o4  = 1,7952  •, — 2sin  62*, 3^7  = — l>66n  j 
enfin  — 2sin  If, 2729=  — o,i34t  (*)• 

-7 ■ 


(*)  Quand  l’équation  à iroi»  terme*  n’a  pas  l’un  de  «es  exposans 
double  de  l’autre  , ou  emploie  le  procédé  suivant.  Soit  x4-— x + I = «j 
on  représentera  l’une  des  racines  par  x = > ( cosf  4-  l.  sin  f ) , 

ce  qu’on  peut  toujours  supposer  ( note  , 54 1 , 1.) , on  a alors  (58o , 4°*)i 

x4=  *4  (cos  4 f -+•  V—  1 «in  4 ? ) ; 

011  substitue,  et  la  transformée  étant  /M-  Q V — * = o , se  partage  (4o4) 
en  deux  autres  P =:  o , Q = O.  On  a donc 


04  cos  4 f — • cos  f -4-  1 =5  o et  04  sin  4 f — • sin  f = o. 
Eliminant  04  , il  vient  0 ( cos  4 f • sin  f *—  sin  4 f • 004  0 -V-  “n  4 ? = 

«in  4 f . . , . 

d’où  0 = — : — r — , (356)  ; substituant  dans  la  2**.  de  nos  équations,  o* 
sin  3 ? 

a pour  déterminer  f 

sin4  4 9 

, = !•  * 

• liu^  3*.  su#  t 


• A l’aide  de  quelques  essais,  ou  reconnoitra  bientôt  eutre  quels  degrés 
voisins  tombe  la  valeur  de  f } puis  par  des  fausses  positions  (*4®)  1 lM* 
calcul  assez  court  donnera  9 avec  toute  1 exactitude  de*  tables.  Soit 
f =:  J q , le  i«r.  membre  devient  - ; f = 34°  donne  4-  0)999^^  ’ ^e* 
erreurs  sont  donc  + J et  — 0,000  *5  : il  est  aise  de  passer  de  là  à 
f = 33, 9992.  Par  suite  Z*0=x  1,926^39$  donc 

x = 0,727  1 36  -+*  o,43ooi 4 y/  — 1 • 

Le  même  calcul  s’applique  lisiblement  à ax"'  ôx  c — o , forme 
4 laquclte  on  peut  ramener  toute  équation  a trois  U une  s , puiffju  oq 
n'y  suppose  pas  ni  entier • Ou  a alois 
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io.  Racines  des  fonctions  compliquées  de  radicaux. 

534-  Soit  a -}-  y'b  un  carré  parfait , cherchons-en  la 
racine,  qui  doit  être  de  la  forme  y/x  -|-  \/y.  Si  cette  ra- 
cine devoit  avoir  la  forme  f -j-  \/ g , l’une  des  quantités  x 
ou  y seroit  un  carré.  Soit  donc 

v'(a+V/i)=\A+\//»  d’où  x-+-y+2y/xy=a+{/b: 

on  partage  cette  équation  en  deux  autres  x -f -y  = a, 
a \/ xy  = \/b,  comme  n”.  494-  H s’agit  de  tirer  de  là 
x et  y.  Carrons  ces  équations  et  retranchons , il  viendra 
x*  — 2 .1 y -f -y*  — a’  — b — ( x — y )*. 

Orx  et  j- sont  rationnels,  lorsque  a — y/ b est  un  carré, 
ainsi  a' — b doit  aussi  en  être  un,  que  nous  ferons  = A’, 
d’où  x — y —h , d’ailleurs,  x -\-y  = a;  donc  on  a 

a'—b  — k',  x=  1 (a-f  A),  y=i  (o—  A).  , 

Soit  proposé  y/(4  + 2V'^)»  on  aa  — 4i  b =12, 
d’où  A’= 4,  X=3 , : ainsi  yé  ( 4+ayé  3 )— i-f-yé  3. 

On  a aussi  y^  ( 4 — 2^3)  = i-— ^3;  et  ces  racines 
comportent  le  double  signe  ±. 

De  même  y'  ( Siha  ^i5)  donne  ar-z8 , b— 60,  A*— 4 > 
x = 5,iy  = 3;  ainsi  y^5;fc^  3 est  Ma  racine  cherchée. 

Soit  aussi  ^ (—  1 -\- 2^  — 3),  on  trouvera  i-f  ^ — a.  • 
Enfin  , pour  la  racine  de  a y'  — 1 , on  a a=o,  à= — 4t 
d’où  A’ = 4 et  par  suite  1 -f-  yf  — 1.  • 


^ c siii  171  , sin*"  m 7 e / b \ m 

b sin  jn  — t)f>  sinf .bin"*— ■(!» — i}?  a \ c / 

On  poutToit  aussi  employer  le  mime  procédé  à la  recherche  des  racines 
, 1 imaginaires  drs  éjiuiiws  numériques.  V.  la  Théorie  des  nombres  de 
J.cgenclrj  , n°.  116. 
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535.  Cherchons  maintenant  la  racine  cubique  de  la  * 
quantité  o-f-y'i,  supposée  un  cube  exact.  Soit 

V'C  « + V6  )=(  * + Vï  )\/*i 

z étant  une  indéterminée  dont  nous  disppserons  de  manière 
à faciliter  les  calculs.  En  élevant  au  cube  et  comparant 
les  termes  rationnels , on  trouve 

a = x(xJ  + 3xy),  ^/bz=z{3x'  -\-y)  [/y , 
carrant  ces  équations  et  retranchant,  le  2'.  membre  est 

un  cube  exact,  et  on  a -=  (x' — y)1.  Comme  x et  y 

z ’ 

sont  rationnels,  il  faudra  déterminer  z de  sorte  que.  . . . 
— ■ soit  un  cube  exact , ce  qui  est  toujours  possible  , 

ne  fût-ce  qu’en  faisant  r=  ( a’  — b)'  : mais  il  arrivera 
souvent  qu’on  pourra  prendre  pour  z des  valeurs  plus 
simples.  Si , par  exemple  , a*  — b est*  un  cube  , on  fera 
z = 1 . Soit  donc  fait 

a*  — b \ ( a 1 — b)z 

) ou - — 

z*  J z 


d’où  x’  — y — k , on  en  tire 

y = x’  — k , d’où  a — 4 zx3  — 3 zkx. 

cette  équation  devra  donner  pour  x une  racine  commcn- 
surable  toutes  les  fois  que  a-\-  ^ b sera  un  cube  : cette 

racine  s’obtiendra  par  la  méthode  connue  (5 12). 

3 

Soit  -y/  ( 1 o — f-  6 3 ) ï on  a a = 10,  4 = 108,.  . . . 

ax  — b — — 8 , cube  de  — 2 ; on  fera  z=  1 , 4=  — 2 ; 
donc  4** •+•  6 x — 10  = o ; d’où  on  tire  x=t,  puis 

_j'  = x’  — 4=3  et  \/(  10+6  V3  )—  1 -j-  y 3.  Quant 
aux  deux  autres  racines  cubiques,  elles  se  trouvent  aisément 
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* soit  en  prenant  les  autres  valeurs  de  x , soit  en  recourant 
aux  théorèmes  précédens  (5aC). 

3 

Pour  l/(8-f-4.y^5),onaa’  — b = — 16,  et  on  fait 
* — 4 i k=  — i,  et  4-*’  + 3x  — 2 = o d’où  x = t et 
5 c 1 + 1/5 

J'  = * : cnhn  j pour  la  racine  cherchée. 

V/a 

3 

De  même  , ^/  ( — to-j-gy'  ■ — 3 ) donne  r = r , 
4*3 — 21X  + 10  = o,  d’où  x = 2,  =;,  — — f ; par 

conséquent  2 + V —3,  i + jj  V — 3,  — \ + iV  —3 

pour  les  racines  cherchées. 

r» 

En  faisant  y/ ( a -(-  yé  i )=(  x + 011  auroit 

par  le  même  procédé  la  racine  n de  a -f-  ^ b : il  est 
inutile  de  nous  y arrêter. 

1 1 . Equations  du  troisième  degré. 

* » 

5 36.  On  peut  toujours  ramener  l’équation  du  3'.  degré 

à la  forme  x3  px  -)-  q — o , (5oa).  Pour  la  résoudre, 
supposons  x=y-f-z,  c.-à-d.,  regardons  l’inconnue  comme 
la  somme  de  deux  autres  , nous  aurons 

x*  =y>  -j-  r3  3jr  (j  -f  r)  =_y3  + z3  -f  3,yrx  ; 
d’où  xJ  — 3 y xx  — (y3  -f-  z3)  = o. 

Comparant  à x3  -f-  />x  -(-9  = 0,  on  trouve 

JZ  — — ÏP  . J3  + z}  = — q. 

Telles  sont  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire_y  etc,, 
pour  que  leur  somme  soitx.  Pour  éliminer  y et  x,  le  cube 
delà  irc.  équation  étant  _y3z3  = — ~j  pi  , on  voit  que 
' y3  et  z1  sont  deux  quantités  dont  le  produit  est  — r*P3/ 
r*  et  dont  la  somme  est  — q\  elles  sont  dpnc  (137,  4’-) 


t 
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tes  racines  de  l'équation  du  a',  degré 

t*  ~h  9* = rf  P1  * • • • •(*) 

qu'on  nomme  la  Réduite.  Soient  / et  /'  ses  racines 

— L,Ç±\Z(.irp'  i on  a/  = 'i  **  = «*• 

Désignons  par  i , « et  •*  les  trois  racines  cubiques  de 
l’unité,  ou  «=—  i(i  + y/  — 3),  «’  = — i(t— V— 3), 
(SaGj  ; nous  aurons 

3,  3.  . 3, 

7 = \t  , = ay'/,=a*i/f, 

X = y/ t\  = * y/ = tt1  y/ <*. 

Pour  en  déduire  x ou  y 4"  z , il  ne  faut  pas  ajouter  indif- 
féremment deux  quelconques  de  ces  valeurs,  ce  qui  don-» 
neroit  g racines  : en  effet,  au  lieu  d’employer  l’équation 
yx  = — jp,  on  en  a pris  le  cube  pour  faciliter  le  calcul  , 
ce  qui  a triplé  le  nombre  des  racines  • il  convient  donc 
de  ne  prendre  que  les  valeurs  de_y  et  t dont  le  produit  est 

réel  et  =r — ç p . Comme  «3  ±=  i et  y ’(  «'  )=  — \p  , on  a 

3,  3. 

x=  V'  + V'% 

* ==  ÿt  4-  a y//'; 

Consultez  à ce  sujet  le  n°.  54i  , 111. 

i”.  Si  la  Réduite  a ses  racines  imaginaires,  les  trois 
raleWs  de  x semblent  aussi  imaginaires,  ce  qui  est  con- 
traire à ce  qu’on  connoît  (4qÆ,  3°.).  Il  convient  d’ex- 
pliquer ce  paradoxe  dont  la  difficulté  a longtems  arrêté  les 
analystes , qui  pour  cela  l’ont  nommé  Cas  irréductible  ; 
il  a lieu  quand  p est  négatif  et  qu’en  outre  4 pù  > 277’. 
Les  valeurs  de  t ont  la  forme  a ± b ^ — i,  et  il  s’agit 
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* d’en  extraire  la  racine  cubique.  Or,  sans  exc’cuter  les  déve-f 

? 

loppcmens  de  (cc±;iy  — i )5  par  la  formule  de  Newton 
(484),  on  voit  aisément  que  les  imaginaires  ne  doivent  affec- 
ter que  les  puissances  impaires  de  b,  et  que  l’un  d’eux  se  dé- 
duira de  l’autre  en  changeant  b en — b , c.-à-d.,  en  prenant 
les  termes  imaginaires  en  signe  contraire.  Désignons  donc 
a 3 

( a -f-  b y — 1 )3  par  P-f-  Q y — i = ÿt , nous  aurons 

I 3 

( a — b y — 1 )’  = P — — 1 = y/f,  en  sorte  que  la 

33 

somme,  ou  y t -f-  y t'—  % P,  est  réelle  ; c’est  la  in.  racine. 

Si  on  retranche  au  contraire,  on  aura 

3 'S 

y t — y t'  = aÇy  — t.  Or  , mettons  pour  « et  leurs 
valeurs  dans  les  autres  racines  de  x,  nous  trouverons 

(*)— 

quantité  réelle.  Ainsi  dans  le  cas  irréductible  les  trois  ra- 
cines sont  réelles,  précisément  lorsqu’elles  se  présentent 
sous  une  forme  imaginaire.  Cela  vient  d’un  vice  de  notre 
méthode  : car,  en  supposant  xsrr.y-f-x,  nous  avons  par- 
tagé l’inconnue  en  deux  parties  dont  elle  est  la  somme , et 
rien  n’empêche  que  chacune  ne  soit  imaginaire  quoique 
cette  somme  soit  réelle  ; il  devient  même  prouvé  que  l’une 
de  ces  conditions  emporte  l’autre.  Nos  valeurs  ne  pou- 
vant alors  donner  les  racines , il  faut  recourir  à un  autre 

2°.  Si  la  réduite  à ses  racines  t et  t'  réelles,  la  ire. racine 
est  visiblement  réelle;  quant  aux  deux  autres,  enlesmettant 
sous  la  forme  (2) , on  voit  aisément  qu’elles  sont  imagi- 
naires. Cependant  si  < = /' , elles  sont  réelles,  et  on  a 

3 3 3 

estayt,  «s—  yt  et  * = — y t. 


Troisième  degré.  79 

ainsi  la  proposée  a deux  racines  égales  quand  celles  de  * 
la  réduite  le  sont  aussi. 

Soit  y5  — 3jr% ixy — 4 = ° , on  fait  y = x 4-  t , 
pour  chasser  le  a*,  terme,  et  on  a x’  4- 9-*4_6:=:  °» 
d'où  p = 9 et  7=6.  La  réduite  est  <*  4*  6 < = 37,  d’où 
t = 3 , /'  = — 9 , puis 

x = y 3 — y'  9 = — 0,63783. 

Les  deux  autres  racines  sont  imaginaires , savoir .... 

«^3  — «’v'g,  «V3  — «V9- 

On  trouve  enfin  ^ = 0,36317,  etc. 

Soit  de  même  x3  — 3 x — 18  = 0;  la  réduite  est  . . . 

V — t8/  4-1=0,  d’où  t=  0dt4  V3  : k rac>ne  cubique 
(535)  est  J ± j ^ 5 ; la  somme  de  ces  deux  valeurs  est  3 : 
c’est  la  seule  racine  réelle  de  la  proposée. 

Pour  x5  — 37  x 4-  54  = o , la  réduite  est 

/'  4-  54/4-  739  = o,  dont  les  deux  racines  sont  — 27  ; 
ainsi  celles  de  x sont  — 6,  3 et  3. 

De  même  x5  — 3x  = 2,  donne  — ou 

( l — 1 )’  = o ; donc  x = 3 , = — 1,  = — 1. 

537.  Revenons  au  cas  irréductible.  On  sait  ( 328  , 528  ) * 
que  r étant  le  rayon  des  tables  et  <f  un  arc  quelconque , 
la  in.  des  deux  équations  suivantes  divise  la  2*. 

J'  — » y co*  $ 4-  r*  = o (3) , 

y5  — xt'y3  cosç  4-^  = 0......  (4), 

Au  lieu  de  q>  ,^on  peut  mettre  4oo*  4-  ? et  8oo°  4-  V-  Or  , 
on  ramène  l’équation  x3  — px  — g — o , à la  forme  4 en 

faisant  x = m ('+f)  , m et  n étant  deux  indéter- 
minées : car  en  substituant  et  faisant  3m'  n = p , on 


I 
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trouve  y -y'  ■+■  \ ~~7J  = °‘  f^nmparant  avec  4» 


on  établit  l'identité  en  posant  — — — zr'cosy  et  — — =r’. 


if.  —, 

77iJ  m‘ 

Ces  équations  déterminent  <p,  m et  n.  Leurs  valeurs  sont 

„_r,  m_V( S/O 

r 


et 


cos  9 


‘iqr 


zf'VOlP) 


..(5) 


-f-  devient  donc  x = - ^ ^ 4-*— , 

» • • r1 

or  l'équation  3 divisée  par  y donne  y -f-  = 2 cos  3 <p  ; 

de  plus  l'arc  <p  peut  être  remplacé  par  400°+  V et  8oo°4  <P  5 
on  a donc  pour  les  trois  racines 


. __  2 VU/O 


COS  -j  <p 


2 V(hp) 


cos  $ (4oo*  4-  <f  j 


_ z^JAp) 


cos  i (8oo°  -f-  <p) 


Il  est  vrai  que  la  comparaison  que  nous  avons  faite  des 
coefliciens  de  l’équation  4 n’est  possible  qu’autant  que 
cos  ç < r , ou  27  q*  < ^p' , ce  qui  répond  au  cas  irré- 
ductible : on  a donc  la  solution  complète  de  l'équation 
du  3'.  degré.  Si  q est  positif,  on  change  sen  — x , ou 
plutôt , on  prend  les  racines  ci-dessus  en  signe  contraire  , 
ce  qui  revient  à attribuer  le  signe  — à V (J/O* 

Soit,  par  exemple  , x1  — 3x43  = 0,  on  a p=  5,  q — 3 

q p 

d’où  cos  m = ■ _ •*  ■ Voici  le  calcul 

î 
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L a = o,3oio3oo  L gr  r=  10,9542426 

ïLh=  0,1109349  O.  L 5 = i,3oio3oo 
lay'  |=  0,41 1 9549  dont  le  comp‘.=  i,588o45t 

h COS  9 = Ç^8433l76 

2 — — 

L-y'V  1=  »°)4h954& 

I cos  ^ 9 = 9,9843956 

Lx  — o,3g635o5 
d’où  x = -2,4yo86G 

V fi=  10,409549 

r 

£ sin  a'  = g,85i5o24 

£*  = 0,2634573 

d’où  x = 1,834244 

L~~V  $ = »o.4“9549 

L cos  a"  — g,4o536o6 

Lx  =2  i,8i73i55 
d’où  x — 0,656622 


Donc  9=  5o®,8gi32.  On 
en  tire  -5  9—  16°, 96377  j 
f (400*4-9)=  «5o«, 2971  ; 

5(800*4-9)= 283  ,63o44  î 

ces  deux  derniers  arcs  ont 
pour  cosinus  respectifs 

-sin  5o®,  2971  et-cns83°63o44- 

On  fera  le  calcul  ci-contre , 
où  ces  arcs  sont  désignés  par 
a'  et  J1 , et  où  les  résultats 
sont  pris  en  signe  contraire  à 
cause  de  q positif. 

De  même  pour  x 3 — = 3 , 
on  trouve  cos  9 = ÿ r ^ 3 et 
9 = 3 1.  Donc  — o,3g4g3i. . . 

— 0,742227...  i,i37i58.... 
sont  les  racines. 

Enfin  x 3 — 3*4*  1=0  donne  cos  9 = J r , 9=1 
et  * = 0,3472964* . . i,532o888.  . . — 1,879385a. 


1 a.  Equations  du  quatrième  degré. 

538.  A l’aide  du  même  procédé  que  pour  le  3*.  degré  , 
on  peut  résoudre  toute  équation  du  quatrième  , 

*4  4.  pX 1 4-  qx  -f-  r = o ; 
car  soit  x = y4*  * 4*  “i  d’où 

**  = (j-’  4*  4*  “’)  4-  2 (jr  4 -yu  4-  ttz.)  ; 

faisant^*  4-  e*  4- u’  = lt , transposant  et  carrant,  on  a 

td> — ikx'  4-  4*==  40',*,4*  Jr’“,4*  «***)  4-®rï“  0'+*4*“)- 

2.  C 
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■*  Enfin  passant  tout  dans  le  ier.  membre,  mettant  x pour 
z -f-  u,  et  comparant  avec  la  proposée  , on  a pour  dé- 
terminer les  inconnues  y , z et  u dont  x est  la  somme, 

y'  + i p , Syzu  — — q 

y _j_  y.,u _j_  z>u>  = J 

nous  avons  simplifié  la  dernière  en  mettant — {p  pour 
jr1  -4-  -f-  u’.  La  ae.  donne  y,z,u*  = jpq7  : donc  y\  je* 

et  u 1 sont  trois  inconnues  dont  le  produit  est  |~ÿJ,  la 
somme  — \p , et  la  somme  de  leurs  produits  2 à a, 
-rg(p'  — 4r).  Elles  sont  donc  ( 4g3)  les  trois  racines  de 
l’équation 


ou  s1  -|-  a ps’  + ( p'  — 4r)J  — 9'  — 0 » 
en  faisant  t = js  pour  simplifier.  En  résolvant  cette  équa- 
tion, qu’on  appelle  Réduite,  on  aura  trois  racines  s,  s' 
et  s"  ; d’où 

y==àziVss  * = ±W''  et  “=±W5"- 

Comme  cr  —y  + r-f  u,  il  faut  combiner  ces  résultats 
par  addition , ce  qui  donne  8 solutions  : mais  nous  savons 
que ysurzz — J y,  c.-à-d.,  que  le  produit  est 

de  signe  contraire  à q\  d’ailleurs  au  lieu  de  cette  équation, 
nous  en  avons  employé  le  carré  , ce  qui  a doublé  le 
nombre  des  racines , et  donné  des  résultats  applicables 
quel  que  soit  le  signe  de  q : donc 
1”.  Lorsque  q est  positif.  20.  Lorsque  q est  négatif. 

«r  = ï(  y' sfz  V s'  + V'r'O  *=  *(  f s+f  s' àzf  s") 
*=i( — f s±f  s'fzf  s")  x=r  i( — f sqpf  s'zkfj'1') 

Voyez  à ce  sujet  le  n*.  54 1 , V. 

a*.  Si  la  réduite  a ses  trois  racines  réelles , elles  doivent 


\ 


S '<ytr  — 


le 
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être  toutes  positives,  ou  bien  il  y en  a une  positive  et  * 
deux  négatives,  car  le  dernier  terme  — y’  est  négatif,  ce 
qui  annonce  au  moins  une  racine  positive  ( 49S , 2®.  ). 
Sans  le  i*r.  casy/s,  y 's'  et  yé s"  sont  réels,  ainsi  les 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  réelles.  Elles  sont  ima- 
ginaires au  contraire  dans  le  2'.  cas  où  deux  des  quantités 
s , s' , s11  sont  supposées  négatives.  Cependant  si  ces  deux 
racines  négatives  étoient  égales , la  proposée  auroit  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires. 

2®.  Si  la  réduite  ne  tombe  pas  dans  le  cas  irréductible  ,■ 
elle  n’a  qu’une  racine  réelle  s,  qui  de  plus  est  positive; 
les  deux  autres  s'  et  s"  sont  de  la  forme  a V-Mde 
sorte  que  ^ s'±^ s"z^z^  ( a-\-  b^ — i)±:y * (a — b y'—i). 
En  élevant  au  carré  le  second  membre , il  devient  . . . 
aa  + 2 a’  4-  4‘  ) ; or  ce  dernier  terme  est  >20; 
donc  quel  que  soit  le  signe  de  a , l’une  des  valeurs.  . . . 
2fl±  2 ^(<1’  + i‘)  est  positive,  l’autre  est  négative; 
prenant  la  racine  , on  voit  que  l’une  des  deux  quantités 
y/s’  + y/s»  est  réelle  et  l’autre  imaginaire.  Donc  ta  pro- 
posée a deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires. 

Il  est  avantageux,  sur-tout  dans  ce  dernier  cas,  de  11’em- 
ployer  qu’une  seule  racine  s de  la  réduite  : comme 

( ^±V«,)’  = i'  + »*±iVf(tV) , 

* + *'  + i*=  — 3/>,  VC"'**)  = 9 8 

on  a y^é  + y'j^y/  ^ — a.p  — s jh 

On  trouve  donc  pour  les  quatre  racines  , quels  que  soient 
les  signes  de  p , q , et  r,  . 


* = - i >/ * ± V (- i p - + 7^7) ■ 


i 
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Soit,  par  exemple  , x*  — 3*’  — 43  x — 4°  = o , on  a 
p — — 3,  ÿ = — 4a  , r = — 4°  ) et  la  rédüite  est  . . . 
j3  — 6s*  -f- 1695  — 1764  = o : on  trouve  * = 9 , qui  est 
la  seule  racine  réelle  ; la  propose'e  est  donc  dans  le  second  cas 

3±V  — 3t 

ci-dessus,  et  on  a x =4i  * = — 1 et  x= — . 


a 

Soit  aussi  x* — *5  x*-J-6o  x — 36=o  , comme  p=  — a5  , 
9=60,  r=  — 36,  la  réduite  est  s3— Sos’-f^figs— 36oo=n, 
dont  les  trois  racines  sont  réelles  et  positives,  * = 9, 
= 25,  = 16.  L’une  suffit  pour  obtenir  nos  quatre  racines 
réelles  x = 3,  =2,  = 1 , = — 6. 

De  même  xr>  — 20 x’—  iax-|*t3  = o,  donne  pour 
réduite  s5  — 4° **  + 348* — 144  = 0,  dont  l’une  des 
racines  réelles  est  r=  ta,  donc 


* = + V3)  et  x=  — V3±V  (7—  V'3), 

eu  x=4»887og...  o,563t5...  —4,02725...  —1,22299. 


s 3.  Des  Fonctions  symétriques. 


53g.  On  dit  d’une  fonction  qu’elle  est  Symétrique , 
lorsqu’elle  n’éprouve  pas  d’altération  en  y échangeant 
entre  elles  deux  des  lettres  qui  y entrent  ; telles  sont  les 
suivantes  a’  -f-  b' , y a -f-  ^b , ab  + sin  a 4-  sin  b...  qui 
demeurent  les  mêmes  lorsqu’on  met  b pour  a , et  a pour  b. 

Soient  a,  b , c....  les  racines  d’une  équation 

xm  -f-  pxm~"  + qxm~‘  -f-  rx'"~3  + ...  -f-fx-f  u = o = X, 

les  coefficiens  donnés  p , q. . . sont  des  fonctions  symétri- 
ques de  a b c. . . (4g3).  Cherchons  les  sommes  des  diverses 
puissances  des  racines , et  désignons— les  ainsi 
j,=a  + b+c. . .ft=za'+b'+c'. . . Jf=e?+V+t?.  • • «lc- 
En  divisant  X par  * — a , le  quotient  exact  sera  (100) 
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xm  ’ -f-  a 

x'—’-l-a’ 

X"—3  -f  a3 

4-p 

+ ap 

+ «*/» 

+ 9 

-fr 

ï*-5  -j-  am— ' = o 1 

+ •— ’ 'P 
+ a"-3  9 

4-  a"- etc. 

» 

En  changeant  tour-à-tour  a en  4,  e. . . on  a les  quotiens 
de  X divisé  par  x — 4 , x — c...  Ajoutons  ces  m quo- 
tiens et  n’ayons  égard  qu’aux  coefficiens. 

i°.  Celui  de.  s”-1  sera  (a  + p)  -J-  (4-f-p)  ~h  (c+p)  -f-  • • • 
ou  a”-f-  4 *+-  e -f-. . . -j~  mp  = /",  -f- 

a*.  Pour  x”-3  on  devra  de  même  ajouter  à a’+  ap-f-  9 
autant  de  quantités  semblables  en  bc...  qu’il  est  néces- 
saire pour  que  cette  fonction  devienne  symétrique  ; ce 

qui  donne  a'  -f-  b'  -f*  c'  -f-  • . • ou  f%  d’une  part  ; 

ap  -f-  bp  -f-  cp  . ou  pf,  de  l’autre  ; et  enfin  mq. 
Ainsi  ou  a J*  -+*  pfi  ■+*  mq. 

3*.  Pour  x”—*,  a3-f-a  p-j-oy-f-r  donne  /s+p/i+q/l+mr. 
Et  ainsi  de  suite. 

X 

Cela  posé,  i°.  le  premier  de  nos  quotiens  

ayant  pour  racines  b , c. . .,  le  coefficient  a -j-  p ne  diffère 
de  son  correspondant  dans  la  proposée  qu’en  ce  que , 
dans  la  somme  des  racines  prises  en  signe  contraire, 
— a n’y  doit  point  entrer.  H faut  en  dire  autant  de  —4, 
dans  le  coefficient  de  x"~ *,  pour  le  a*,  quotient 
X 

, etc. . . Dans  la  somme  de  ces  divers  quotiens  , 

x — b 

notre  coefficient  serait  donc  mp  , si  chaque  racine  n’étoit 

omise  à son  tour  ; cette  somme  est  donc 

mp  -(-  («  + 4 -(-  c. . .)  ou  mp — p ; valeur  qui,  égalée 
à mp  -f-yî , donne  fx  -f-  p = o. 

X 

a°.  Le  coefficient  de  x1"- 3 dans  le  quotient — 1 

est  la  somme  des  produits  a à 2 de  4,  c...;  il  serait 
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donc  le  même  que  dans  la  proposée,  ou  q , si  chaque 
produit  ab , ae...  où  entre  a,  y étoit  compris.  Celui 
X 


du  3J.  quotient 


est  de  même  y moins  les  produits 


x — b 

2 à 2 formés  avec  b,  e,  etc.. . . La  somme  de  ces  coclïiciens 
seroit  donc  mq,  si  chaque  produit  2 à 2 de  a , b , c. . . 
n’éloit  omis  2 fois  ; ab , par  exemple  , manquant  dans  le 
t,r.  et  le  2*.  quotient.  La  somme  >st  donc  mq — zq  , 
qui , égalée  à celle  ci-dessus  , donne  /,  -f-  pf,  -f1  zq  — o. 

3°.  Le  coefficient  de  est  formé  des  produits  3 à 3, 
pris  en  signe  contraire,  des  racines  b,c,  d...\  ils  sont 
donc  les  mêmes  que  dans  la  proposée  , ou  r , excepté  que 

X 

— abc  — aed .. . n’entre  pas  ici.  De  même  pour - 

Donc  la  somme  de  ces  coefficiens  seroit  mr,  si  chaque 
produit  3 à 3 ne  se  trouvoit  omis  3 fois.  On  a donc 
mr  3 r ; d’où  /3  + />/,  -f-  qf>  + 3r  = o. 

Et  ainsi  de  suite.  Donc 

f,  +p=o;f. ; +pfl  + zq  = o;f3+pf,+  qf,+$r=o;  etc. 

f^.+  pf.n-,  + qfm-1  + r/»-H h 0—0' = O (l) 


La  1”.  de  nos  équations  donne  /j  ; la  2 *.f->  ; la  3 './à,  etc.. 
Pour  trouver  fm  , JL+., , ... . multiplions  X par  x" , et 
mettons  tour-à-tour  abc...  pour  æ,  nous  aurons 


am+n  _|_  . _ _ „a-i  — q 

Zr",+n  -f  pbm+"-'  + qbm+n-*  +...-\-uba  = O , etc. 
Ajoutant  ces  m équations , on  trouve 

fm+n  + Pf< n+n— 1 + qfm+n—  ■>  -f-  . . . . -f-  uf„  ~ O. 

En  faisant  n = o et  n 2=  h — m , Je  étant  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif  quelconque  , il  vient,  à cause  de 
=2  a"  4-  + c°  + * • • — m y 
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Jm  -f*  Vfm — 1 "f"  î/™— * “f"  rJm — 5 *4*  • • • * "t*  mU  ~ 0 * * * 

f + Pfi—  ■ + ÿ/i— » + rfi—l  +•  • • • + ufi—m  — o...  (a) 

Soit  proposée , par  exemple , l’équation  x3  — ax — 5=o, 
où  p=o,  q-=-2  , r=-5,  on  trouve  o.,  4?  *5,  8,  5o,  91... 

pour  y;  /,  /■, /4  j5 — 

De  même  x"1 — 1=0,  donne  xëro  pour  f,f  f\- . . . 
enfin  fn=sm  ; de  sorte  qu’en  désignant  ( 5a6 ) par 

m 

a a a'  les  valeurs  de  ^1,  on  a 

...-fa"-'  =0,  0 

i+<»1+«6+* • . -j-«3m~3=o , etc.  ••  • • ■ m- 

Et  en  effet , cela  résulte  évidemment  de  ce  que  les  racines 
et , satisfont  à l’équation  i +x-|-x’4--"  -f-x'"- "=of 

et  de  ce  que  xm  ■=.  1. 

Remarquons  que  pour  former  la  fonction  symé- 
trique dont  a”b*cydr ...  est  un  terme , et  que  nous  dési- 
gnerons ainsi  [a“h*c',J*'. . .J,  il  faut  former  tous  les  arran- 
gemens  possibles  des  m lettres  a b e J. . . p-'ù  p , puis  affecter 
la  i”.  lettre  de  l’exposant  «,  la  2'.  de  0,  etc....  ce  qui 
prouve  que  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  est  le 

même  que  celui  des  arrangemens  des  m lettres 

abc...  p kp,  (476). 

Si  deux  exposans  sont  égaux,  tel  que  o = /3 , alors 
il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  du  résultat , parce  que 
chaque  terme  sera  répété  2 fois.  Si  trois  exposans  sont 
égaux  , on  prendra  le  6'. , et  il  y a ici  la  même  différence 
qu’entre  les  combinaisons  et  les  permutations.  V.  n“.  4? 8. 

54o.  Non-seulement  on  sait  trouver  les  valeurs  àeff... 
sans  connoilre  abc...;  mais  encore  on  peut  exprimer 
à l’aide  des  corjjiciens  p qr...  toute  fonction  symétrique 
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+ des  racines.  Pour  démontrer  ce  théorème , prenons  pour 
exemple  les  racines  a,  b,  c , de  l’équation  du  3*.  degré. 

Formons  la  fonction  pour  cela,  multiplions 

\ 

a*  -f-  b*  + C*—J*  Par  + b*  ■+■  «*  ==y^;  il  viendra 
//  = + e°+*  + (a‘4'  -f  «V  + «“c*. . . ) 

d-.ù  ro 

De  même  pour  former  la  fonction  , multiplions 

celte  équation  par  a*  -f-  b*  -J-  e*  ==^*;  en  développant  le 
calcul , on  pourra  mettre  le  produit  sous  la  forme 

KY1 + [s+v] + [.v..]  =fJJ-fX^ 

Or  les  deux  i'".  termes  sont  des  fonctions  symétriques  du 
produit  de  a lettres,  et  la  formule  (3)  donne  leurs  valeurs  ; 

/•+*-*-,  p°ur  r“«*. 

pour  l’autre.  On  tire  donc 

—JJJ— f+J ,—fa+y/t—Jfi+  J*+ 

Ce  calcul , dont  le  résultat  est  d’aiJleurs  applicable 
aux  équations  de  tous  les  degrés , montre  le  procédé 
qu’il  faut  suivre  pour  trouver  dans  tout  autre  cas  les 
fonctions  symétriques  des  racines  : nous  n’avons  affecté 
les  divers  termes  d’aucun  coefficient , parce  qu'il  serait 
facteur  commun , ce  qui  n’ajouterait  rien  à la  difficulté. 
Enfin  si  la  fonction  étoR  fractionnaire  , en  réduisant  au 
même  dénominateur , la  fraction  résultante  aurait  pour 
chacun  de  ses  deux  termes  une  fonction  symétrique. 
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C’est  ainsi  que  , qui  équivaut  à 


% 


.1_+A+_£_+_i 

b ' a ' c ’ a 


b c 


est 


C"1*] 


abc 


54i • Nous  mettrons  ici  quelques  exemples  des  usages 
de  la  théorie  que  nous  venons  d’exposer.  ^ 

I.  Résolution  des  équations  numériques.  Puisque.... 
fs  e=  a1  4.  b1  -f-  c*. . . . pJus-  a et  A seront  grands  par  rap- 
port à b,  c,...  et  moins  il  y aura  d’erreur  à supposer 
fk~  ul , et  aussi  /<_,  s=  ak~,i  donc  a étant  la  plus  grande 
des  racines,  on  calculera  la  suite  des  nombres/,  f,f. . • 
et  le  quotient  de  chacun , divisé  par  celui  qui  le  précède  , 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  plus  grande  des  racines  à 
mesure  qu’on  prendra  des  nombres  plus  éloignés  (*). 

On  pourra  donc  trouver  la  plus  grande  des  racines , 
et  même  par  la  suite  la  plus  petite  (5o4). 

II.  Equation  au  carré  des  différences  des  racines.  Les 
équations  (1)  renversées  donnent 

p=—f  ?—  ï(/’/'+/0  »•= — i (?/.  +pf*  +/0  «te. 

On  peut  donc  composer  une  équation  du  degré  m , con- 


t*)  l es  racines  imaginaires  qui  pourraient  exister  dans  la  proposée , 
modifient  ce  théorème  j car  elles  ont  la  forme  g ~4~  è — 1 (5 ] g)  : 

frisant  « — » cos  s et  I = Asinf,  d'où  »•  = «*  -t-  et  — — tang  t ; 

nos  racines  prennent  la  forme  »(cosf  + siils^  — 1).  On  a donc 
(K,  58o) 

(«  + (8  y'—  i)l  — »t  (cos  kf  + tmkf.y'—l) 

(«  — t ÿ’—t)1  =c  »*(eo*  A»  — sin A:  f.y’—i) 
eu  sorte  que  nos  racines  produisent  dans  Ji  des  termes  de  la  forme 
a v cos  k ç - Ainsi  poursu  que  x ou  y"*'  + I’)  soit  moindre  que  la 
plus  grande  racine  réelle  a,  le  théorème  ci -dessus  sera  encore  vrai. 


> 
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* noissant  la  somme  des  puissances  i,  ar3...  m de  ses 
racines. 

Soit  l'équation  x3 -f- px’ -|- 9*  + r = ° » proposons- 
nous  de  trouver  l’équation  au  carré  des  différences  de 
ses  racines  a,  b , c;  soit 

* r3  + Pr’  + Qr  -f  P = o 

cette  équation  ; il  s’agit  de  trouver  P,  Q et  R : ses  racines 
sont  (a  — A)’,  ( a — r)’  et  (A — c )’.  Or 

i°.  leur  somme  5, , est  a (/", — ab  — ac  — Ae)  ; d’où 

S,  = a/,  — a y. 

a*.  La  somme  S , de  leurs  carrés,  (o  — A)*+ctc.  „ 
est  a/4  — 4 ] + 6 fa’ A’]  : ôr  la  formule  (3)  donne 

fi /.  — /4  et  i (/,’  — /4)  pour  valeurs  de  [VA}  et  [VA’]  4 
donc 

Sx  =3  fa 4/î/r  + 3/,’. 

3°.  La  somme  >9]  des  cubes  se  réduit  a 

* = 3/e  - 6/5/  + i5 fa  fa  — >%*• 

On  connoitra  donc  5,  .S,  et  53  en  fonction  de  7»,  q et  r. 
Or  pour  appliquer  les  formules  ci-dessus  à r*  -f-  Pr’...=o, 
il  faut  y changer  p,  q et  r en  P,  Q et  R:  elles  de- 
viennent 

P=~S, , Q=-i  (PS.+S,) , R=-i  ( QS,+PS,+S 0 ; 

et  comme  J, , S, , iSj  sont  connus,  il  ne  s’agit  plus  que 
d’en  substituer  les  valeurs. 

Si , par  exemple , la  proposée  manque  de  a.d.  terme  , 
on  a p = 0 , x3  -f-  yx  -f-  r = o , d’où 

P=  6?  , Ç = 99’>  il  = 27 r*  + 49* • 

C'est  ainsi  que  pour  x1  — ax  — 5 = o,  on  obtient 
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*3  — 1 a z'  -f-  36 z -f-  643  = o pour  «quation  3n  carré 
des  différences  ( de  même  que  p.  55  ). 

On  trouve  les  formules  générales  pour  le  3*.,  le  4'-  et  5*. 
degrés  dans  la  Résolution  numérique  des  équations  de 
Lagrange  , n°*.  33,  3q,  et  note  111. 

III.  Second  degré.  L’équation  -j~  q = o ayant  * 

a et  b pour  racines  , on  a a -j-  b = — p et  ab  = q. 
Cherchons  la  valeur  z de  la  quantité  a -f-  mb  , m étant 
un  nombre  quelconque  : les  relations  a-{-b  = — p et 

a -{- mb  = z feront  ensuite  connoîtrc  a et  b.  Mais  le 
calcul  destiné  à donner  a -|-  mb , devant  donner  aussi 
b -{-ma,  on  est  conduit  à cette  autre  équation  du  aa. 
degré 

{z  — (a  -f-  mb)}  { z — {b  -f-  ma)  } = o. 

On  ne  peut  donc  tirer  parti  de  ce  calcul  qu’autant  qu'on 
♦ attribuera  à l’indéterminée  m,  une  valeur  telle  que  l'équa- 
tion en  z manque  de  ad.  terme.  En  égalant  son  coefficient 
à zéro  , il  vient 

a-{-b-{-m(a-{- b)=o,  d’où  m=z  — 1 et  — ,3 ai; 

Or  ab=  q , a'  -j-  ô1  ~f*  s=  p*  — a.q  ; donc  on  a t 
z'=p*  — 4?  d’où  a — ù=dby'(/>’  — 4 q) 

de  là  et  de  a -{-  b z=  — p,  on  tire  pour  a et  b les  valeurs 
connues  (i38). 

IV.  Troisième  degré,  a,  b et  c étant  les  racines  de  * 
**  + P*  + q = ° , onaa-j-i-|-£  — o,  (5oa).  Parmi 
les  six  valeurs  dont  est  susceptible  la  fonction  [a-{-mb-{- ne], 

m et  n étant  quelconques,  désignons— en  deux  par  z1  et  z" . 

Si  ces  deux  quantités  étoient  connues,  l’élimination  don- 
nerait aisément  a , b et  c : mais  la  recherche  de  z'  et  x* 
don  engager,  dans  une  équation  du  6e.  degré,  ce  qui  ren- 
drait ce  procédé  inutile  , si  on  ne  pouvoit  déterminer  les 
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arbitraires  met»,  de  manière  à donner  à cette  équation 
la  forme  z6  4*  Az3  -f-  B = o.  Alors  en  posant  z3  = u , on 
auroit 

u'+Au  + 5r=of  d’où  u=z3= — — Æ); 

les  racines  cubiques  de  ces  deux  racines  donneroient  en- 
suite deux  des  valefrs  z'  et  z"  de  la  fonction 
telles  que 

z'  = a -j-  mb  -f-  ne , z"  — a me  nb , 

et  le  calcul  ne  présenterait  plus  de  difficultés. 

11  reste  donc  à savoir  si  l’on  peut  prendre  meta  tels 
que  la  réduite  ait  la  forme  z6  4 • Az3  + fit=o,  c.-à-d. 
tels  que  z'  et  z"  étant  deux  des  valeurs  de  z,  les  quatre 
autres  soient  a r',  a’z7,  az"  et  «’z#  ; 1 , > et  •’  désignant 
les  trois  racines  de  y3  — 1=0,  (5a6).  Pour  nous  assurer 
si  cela  est  possible , posons 

« z'  = £ -j-  mc  + nai  *z"  =e  + mb  + na , 

z ' = c -f-  ma  + nb , a. 'z*  s=  b + nia  -f-  ne. 


Pour  que  ces  suppositions  puissent  se  réaliser , il  faut 
prendre  m et  n tels  que  ces  4 équations  soient  satisfaites, 
quels  que  soient  a,  b et  c.  En  mettant  ici  pour  z'  et  zn 
leurs  valeurs  ci-dessus,  ordonnant  par  rapporta  a,  b et  c , 
puis  enfin  égalant  à zéro  leurs  coefficiens  respectifs  (55 7)  , 
chaque  équation  en  donnera  ainsi  trois.  X)r  on  remarquera 

qu’elles  s'accorderont  entre  elles  en  faisant  m = — — = a.', 


n==— ^-  = <t  : ce  qui  prouve  que  si  on  prend  les  trois 

racines  cubiques  de  l’unité  pour  coefficiens  de  a,bt\.c 
dans  [a  -f-  nib  + n<:],  l'équation  qui  a pour  racines  les  sis 
valeurs  de  cette  fonction  aura  la  forme  zP  4-  Az3  -j- B sso. 
On  aura  donc 
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-j-aC  -}-  *xb  j z"zz:a  -f-  ab  -j-  «V  , a -j-  b *f-  e = o,  * 
et  comme  i -f-  a -f-  a’  = o , on  trouve 
c t=i  («’*'+ «z»),  b = $(**'+  «**»),  0 = 1 (*’+*»). 

Maintenant  il  ne  reste  plus  qu’à  exprimer  r'  et  z"  en 
fonction  de  p et  q ; ce  qui  revient  à trouver  les  valeurs  de 
A et  B,  et  à le*  substituer  dans  r3  = — i A -fc  etc.  Les  six 
valeurs  de  la  fonction  [a  -f  *c  -f  ne  produisant  que 
trois  cubes,  x'3  et  z"3 , notre  équation  r6  Az3  -\-Bszzo, 
est  * 

{*3 — (o-f-oc-j-a’i)3}  {z3—  («-}-  ab  -f-  «’c)3J  = o, 
d’où  — A = (o  -f-  ac  -f-  «"à)1  -{-  (o  -|-  ai  aV)1 
B = { (a  -}-  me  -J-  a'b)  x (o  -f-  ab  -f-  *’c) }3 

Développant  le  calcul , et  mettant , chaque  fois  que  l’oc- 
casion se  présente  , i pour  «3 , a pour  «4  , a*  pour  «5 , . . . 
on  trouve  d’abord 

(a-|-<*e-}-a‘i),:==/j-j-6aic-}-3«(o'’c-j-aà*-f-ic’)-^-3«’(a,à-{-ac,-}-iY), 

changeant  ici  b en  c , et  c en  b , puis  ajoutant  le  résultat  à 
celui-ci , il  viendra  é 

— A = a/s  1 2 abc  -)-  3 [a*i]  (a  -j-  a*)  , 

et  comme  a -f-  a’  = — i , fo’i]  = f,f,  — f3  ( par  la  for- 
mule 3)  , abc  = — q,  /,  = o,  /,  = — *p  , /",  = — 3 q, 
on  obtient  enfin 

/ 

A = — a/J+  iay  + 3 (/j/:  — /j)  = a7y 

t=  (a*  -f-  ù’  -f-  ea  — ac  — ai  — ic)?=  (/^— -p)3= — a7  p3 , 
ainsi  « = *3  = a7  {—  iq±)/(13Tp'  + ï?’)} 

Les  racines  cubiques  de  ces  deux  quantité*  sont  r'  et  z"  ; 
en  les  substituant  ci-dessus , on  trouve  pour  o , i et  c les 
valeurs  connues  (536). 
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V.  Quatrième  degré.  Les  racines  de 
étant  a,  b,  c et  rf,  on  a o -f  i |c-f  i/  = o.  Cherchons, 
pour  imiter  le  même  procédé  , trois  des  24  valeurs  de  la 
Jonction  [a  4-  /A  4-  me  4-  nd j , ou  plutôt  3 des  six  valeurs 
de  [a  -|-  b -(-  m (c  </)].  On  évite  même  encore  la  dif- 
ficulté du  6e.  degré,  en  faisant  m := — 1 , car  trois  des 
valeurs  de[u-f-^  — c — d]  sont  égales  et  de  signe  con- 
traire aux  trois  autres  ; d’où  il  suit  que  [(a  -\-b — c — d)'] 
n’a  que  trois  valeurs,  savoir,  — c — d)’, 

et  (a  4-  d — b — c)*.  Or 

(a -{-b — c — dy  = (o-j-i-j-e-}- J)’  — 4 (ac-\-ad-\-bc-ybd) 

qui  se  réduit  à —4 p + 4 (pb  + cd)  , à cause  de  p=  [ ab~\ 
et  de  a 4-  b -J-  c -f-  d — o.  Changeons  ici  b en  c , puis 
end,  et  réciproquement;  enfin  faisons,  pour  abréger, 
z4~4/3==4M»  nous  aurons  pour  facteurs  de  l'équation 
destinée  à donner  les  trois  valeurs  dont  il  s’agit 

u — ( ab  4-  cd)  ,1/  — ( ’ac  4-  bd ) , u — (bc  4-  ad). 
Cela  posé,  i°.  la  somme  des  ad*.  termes  est  — p. 

2”.  Celle  des  produits  2 à 2 est  la  fonction  fa’Ac  J , qui 
est  = ; (AA — zfî/> — A’  + zfùi  d’après  l’observation 
faite  p.  87  , et  le  n°.  54o.  Substituant  pour  f,Jl. . . leurs 
valeurs,  on  obtient  fa’Ac]  = — • 4 r. 

3°.  Le  produit  des  seconds  termes  des  facteurs  est 
abcd  x fi  4*  [a’È’e’}  ou 

rf>  + 5 (A3  — 3/î  A + 3/<0  — — 4 Pr  + <l't 

on  a donc  a3  — pu'  — 4 ru  l^pr  — y = o 

* 

OU  plutôt  ZJ  4-  8/7  2’  4~  ( p ’ 4 r) 64  <]'  — O 

en  mettant  \z-\-p  pour  a.  Une  fois  connues  les  trois  racines 
z"  et  z"'  de  cette  réduite  , on  obtient  aisément 
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a b — c — d — 
a -j-  c — b — d = y ' z* , 
a -j-  d — b — c = ^ x"\ 

d’où  on  tire  les  racines  connues  (538). 

VI.  Elimination.  Soient  les  équations 

*’  + PX  + g = o , x'  + p'x  + q'  = oj 

p , q,  p1  et  q’  contenant  une  autre  inconnue  y.  En  résol- 
vant la  2e.  par  rapport  à x,  on  auroit  en  y deux  valeurs 
a et  b , qui,  mises  pour  x dans  la  ir'.  , donneroient 
a1  -j-  pa  -f-  q = o , b'  -J-  P&  + 1 — °-  Enfin  tireroit 
de  là  les  valeurs  de_y  correspondantes  à celles  a et  b de  x v 
si  celles-ci  éloient  connues.  L’équation  qui  contient  toutes 
les  valeurs  de  y,  et  à laquelle  conduira  l’élimination  de  x^ 
doit  comprendre  toutes  ces  diverses  valeurs  ; de  sorte 
qu’elle  sera  identiquement  nulle  , lorsqu’on  les  substituera 
pour  .y.  Cette  équation  Jinale  admet  donc  pour  facteurs 
a1  -{•  pa  -f-ÿ  et  pb-\-  q , ou  plutôt  elle  est  le  produit 
de  ces  trinômes  , puisque  toute  autre  valeur  de  y seroit 
étrangère  au  problème.  Cette  équation  finale  en  y est  donc 

a'b' ^cpab{aArb')  p‘ab-{-  (a’-f-i’)  \-q'=oy 

a et  b sont  ici  engagés  symétriquement, ‘et  on  trouve 
ab  = y',  a -f-  b — — p',  a'  -J-  £*  =fr—p'*— ■*y/.  D’où, 

(?  — /)’+  C M'  — />'?)  C p — p')  = o. 
comme  ci-devant  (5og). 

Ce  raisonnement  s’applique  à tous  les  degrés.  Soient 
X — o , X'  = o deux  équations  en  x et  y.  Désignons 
par  a , b , c. . . les  Valeurs  inconnues  de  x tirées  de  X1  — o , 
en  fonction  des  coeificicns  p1,  q’...  En  substituant  ces 
racines  dans  X=o,  on  a autant  d’équations  A = o y 


/ 


96  Algèbre. 

* B =z  o,  C — o....  sans  x.  Or  l'équation  finale  en  y 
doit  s’accorder  avec  tous  ces  résultats  ; elle  est  par  con- 
séquent leur  produit  ABC. . . = o. 

On  mettra  donc  dans  X les  lettres  abc...  pour  x , et 
on  fera  le  produit  des  résultats  : dans  ce  produit , abc... 
entreront  de  la  même  manière , de  sorte  qu’on  aura  des 
fonctions  symétriques  de  ces  quantités,  fonctions  faciles  à 
exprimer  à l’aide  des  cocfficiens  p' , q'....  AeX'  = o. 
Ainsi  l’élimination  de  x sera  opérée. 

Désignons  par  m le  plus  grand  nombre  qu'on  obtienne 
pour  somme  des  exposans  de  x et  y , dans  chacun  des 
termes  de  X1  éx  o ; en  sorte  que  y n’entre  pas  dans  le 
coefficient  de  x*  : que_y  soit  au  plus  au  i®'.  degré  dans 
le  coefficient  p'  de  x"“'  : au  aa.  dans  q',  etc.  ; m est  ce 
qu’on  nomme  le  degré  de  X'.  Soit  de  même  n le  degré 
de  X. 

Or  puisque  /,  ne  contient  que  p' , f.  que  q\  etc., 
f,  n’excédera  pas  le  i®r.  degré  en  y , fi  le  2a. , fi  le  3®. . . 

Dans  toute  fonction  [[ a'b^c y.  i , le  degré  dty  ne  pourra 
donc  excéder  le  nombre  « + È •+•  y . . . qui  exprime 
le  degré  de  chaque  terme.  Or  a , b , c...  ne  peuvent  entrer 
dans  le  produit  ABC. . . au  plus  qu’au  degré  mn  : lorsque 
les  assemblages  symétriques  de  a,  b,  c...  seront  remplacés 
dans  ce  produit  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
coefficiens  p1,  q’ . . . on  n’aura  donc  pas  pour  y d’exposant 
au-dessus  de  mn. 

De  là  résulte  ce  théorème , que  le  degré  de  l'/quation 
finale  ne  peut  excéder  le  produit  des  nombres  qui  ex- 
priment les  degrés  des  équations  proposées.  V.  un  Mémoire 
de  Poisson  , ti*.  Jour,  polyt. , p.  199',  où  ce  théorème 
est  démontré  d’une  manière  analogue  , pour  un  nombre 
quelconque  d’équations  et  d’inconnues. 
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CHAPITRE  III. 


FRACTIONS  CONTINUES. 


i . Propositions  générales. 


542.  Lorsqu’on  veul  obtenir  la  valeur  approchée  d’une 
quantité  ar,  le  moyen  le  plus  simple  est  de  chercher  d’a- 
bord l’entier  a qui  en  approche  le  plus,  de-sorte  que  x' 

étant  > 1 , on  ait  x=za  -f-  — : raisonnant  de  même  pour 

x 

x',  on  fera  x'  = b -f-  — , b étant  le  jjlus  grand  entier 
contenu  dans  x' , et  par  conséquent  x " > 1 ; de  même 
x"  = c -f-  —gjt  • • ■ etc.  : substituant,  on  trouve 


x=a+_  + C'O 

, . , «•  ■ • f + 7+-L 

*' = 1 + ‘-f  « + c‘t. 


r«=c-f— r...etc. 


C’est  ce  qu’on  appelle  une  Fraction  continue.  Prenons 
dans  la  série  des  valeurs  de  x x'  x"...  trois  quantités^-,  z,  u, 
qui  aient  un  rang  indéterminé,  de  sorte  qu’on  ait 


+ * = »+  ~ , »—p+  —.■■■ 

m n p étant  les  plus  grands  nombres  entiers  contenus 
dans  j,  r et  u.  Or  si,  négligeant  v,  on  suppose  u=p,  il 
est  évident  que  par  là  on  rendra  alternativement.  . . . 
a.  7 


d. 
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u z y.  . . . x"  x'  t ti  trop  petits  et  tPop  grands;  d’où  il 
suit  que  la  fraction  continue,  ainsi  limitée  au  terme  p , 
sera  > ou  < x,  suivant  que  p y sera  de  rang  pair  ou  im- 
pair. Donc  si  on  la  borne  successivement  au  ter. , 2'.,  3*... 
rang,  les  résultats  seront  tour-à-tour  < et  > x.  Donc  x 
sera  compris  entre  deux  résultats  consécutifs  quelconques. 

. , a 1 ab  -f-  1 

Les  deux  premiers  seront  — , a-f-  = — - — ; pour 

1 U b 


obtenir  le  3*.  a -f- 


b 


il  est  visible  qu’il  suffit  de 


changer  b enré-j — — dans  ; on  trouve 

abc  ■+■  c 4-  a . 1 

— - — ; De  meme  en  changeant  c en  c - f-  — , 011 


aura  pour  la  4'- 


abcd  -f-  cd-\-ad-\-  ab  -f-  1 
bed  -f-  b -j-  d 


„ . ■ , . MNP’.. 

Ln  general,  soient  — , ~pï  ’ Lois  traclIons  pro- 
duites en  bornant  la  fraction  continue  tour  à-tour  ùyzxm , 
z = n et  uz=p;  il  est  clair  que  si  on  change  m dans 

M 1 N „ . 

— en  m -f-  — , on  aura  — . Représentons  par  Lm 

M . n 

et  IJ  m les  termes  de  M et  M'  où  m est  facteur,  il  faudra 

donc  remplacer  m dans  M et  M' , d’abord  par  m (ce  qui 

JL  • ■ LL’ 

n ' 

L L' 

Ainsi  les  termes  N et  N’  sont  71/  -f-  — et  AT  -| — - J 

n n 

, N Mn  + L 

donc  - = — — . 

N'  M'n  -f-  L' 

p y j 

De  même  pour  dédoire  — de  — > on  y mettra  n -) 

pour  n ; on  devra  donc  laisser  N et  N'  tels  qu'ils  sont , 


n’y  change  rien),  puis  par  — , ce  qui  donne  — et  • — . 
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pour  é (^valoir  à la  substitution  de  n pour  n;  et  ensuite  lé 


cliang?ment  de  n en  — donnera  — et  — ; donc  on  aura 

P P P 

N + — , N'  + — , d’où 
P P 


P Np+M 


P ' N'p  + M’ 


, P = Np  4-  JWi  P = N' p 4 M' i 


de  sorte  que  -jj  est  la  fraction  qui  précède  pp-  dans  notrè 

série.  Nous  ronnoissons  donc  la  loi  qui  les  gouverne. 

543.  Voici  diverses  conséquences  qu’on  eu  tire. 
i°.  En  éliminant  p entre  nos  deux  dernières  équations  4 
il  vient  M'N  — MX'  = — (PA"'  — ; ces  deux 

membres  sont  les  numérateurs  des  différences  entre.  . . 

MNP., 

, — et  — ; si  donc  on  désigne  M'N  — MN'  par  A , 

<5n  aura  tour— à-tour  4^  et — A pour  le  numérateur 
de  la  différence  entre  deux  fractions  successives  , en  ôtant 
toujours  chacune  de  celle  qui  la  suit.  Or  les  deux  i",i 

étant  a et  fl  4 -7 ->  cette  différence  est  — , dont  le  nu-* 
b b 

et  ' P N — PX'  est 


merateur  est  1 


ainsi  A = 1 , 
N 


4 1 ou  — t , suivant  que  est  > ou  < — . Donc 

les  produits  des  termes  en  croix  de  deux  fractions  succes- 
sives ont  l’unité  pour  différence. 

20.  P N — PN'  ==  ± 1 prouve  qtiè  P'  et  P n’ont 
pas  de  facteur  commun , puisqu’il  diviseroil  le  2'.  membre 
P 

= 1 : de  sorte  que  j - est  irréductible.  On  en  dira  autant 
de  P et  N\  ainsi  que  de  P.  et  N. 
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3».  La  valeur  ci-dessus  de  y est  ^ ou  ^ Parc* 
qu’elle  suppose  u — p\  tnais  si  on  remplace  p par  u, 

Nu  -f  M 

x = Wü+ ~Mr 


on  a 


4*.  Puisque  £ = el  4“  de  P,US  * “* 

compris  entre  £ et  , l’erreur  * qu’on  commet  eA  pre- 
nant l’une  de  ces  fractions  pour  xf  est  moindre  que 

L± — : et  comme  P > N'  , on  a aussi  t ~ J ainsi 
PA'  •" 

Verreur  de  chaque  fraction  va  en  décroissant , et  elle  est 
moindre  que  l’unité  Misée  par  le  carré  du  dénominateur. 
C’est  pour  cela  qu’on  donne  le  nom  de  Convergentes  à ces 
fractions  consécutives. 


m 

5«.  Soit  4-  une  fraction  plu*  approchée  de  x que  ne 
p JV  q P , • • 

l’est  p,  ce  qui  suppose  que  ^ , —,  y,  sont  ainsi 

disposés  par  ordre  de  grandeurs  croissantes  ou  décrois- 
santes ; la  différence  entre  les  deux  i"».  devant  être 
moindre  que  celle  des  extremes,  on  a 

i 

^ TV  V,  , 


N'q—Nq'  Nq'  — N’q 
jÿÿ  °“  N’q' 


PA' 


or,  le  numérateur  du  i«.  membre  est  > 1 , puisque 
N N'  q q1  sont  des  nombres  entiers  ; ainsi  on  a à fortiori , 


ou  q'  > P'  : 


donc  q>P,  et  chacune  de  nos  fractions  approche  plus  de  x , 
que  toute  autre  qui  servit  conçue  en  termes  plus  simples. 
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A B C N P 

€».  Soient  fraction* 

successives  provenues  d’une  fraction  continue  terminée  et 

P 

dont  la  valeur  totale  est  par  conséquent  *=  pî  ona 

jB  A_  _ i C B —i 

F S7  A' B'  ’ C'  B'  ~ C'B'  * 

_t_  P N _ ±i 

D'  Ç'  ~ C'D'  ‘P'  N'  ~ P'W 

En  ajoutant  ces  équations,  leurs  i"*,  membres  se  détrui- 

• 4 p 

sent  ; il  reste  seulement  — — dans  la  t". , et  ^ dans 
« * 

la  dernière  ; on  trouve  donc 

x==l  = ±+-l i — | i 

P/  A'^A'B'  B' C CD'  D’E'  P>N' 

série  qui  ne  dépend  que  des  dénominateurs  A',  B'...,  P', 
qu’on  sait  trouver , et  dont  les  termes  vont  sans  cesse  en 
décroissant. 

Lorsque  la  valeur  de  x est  irrationnelle , elle  ne  peut 
plus  s’exprimer  exactement , et  la  fraction  continue  aussi 
bien  que  la  série  précédente  deviennent  infinies;  mais  pour 
cela  , les  propriétés  démontrées  ne  cessent  pas  d’avoir  lieu. 
Nous  allons  les  appliquer  h divers  exemples. 

a.  Équations  déterminées  du  premier  degré. 

544.  Tonte  équation  du  t,r.  degré  est  de  la  forme 
ftx  — /.  11  s;agit  de  développer  x en  fraction  continue. 
Pour  mieux  analyser  cette  application , nous  prendrons  un 

exemple  particulier.  Soit  x = on  * d’abord  ... 
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x = 3 + -j— , et,  divisant  haut  et  bas  par  18x7  » 

, , » , . , 2645  j . 

.t  — 3 , en  faisant  = ■ ; de  meme  ........ 

x i“t7  * 

' 1 1 1 » *81  7 

3::=I  + Ï87^:=,'f'?i,'n  suPPosant  **  - 828  ’ 


ensuite  .t*  = 2 H , 

^ x"'  ’ 


x"'  = 5 — : d’où 

■ 07^3+±  , 

1 + T . 1 

2+T+-L 
7 


975a 

2645 

1817 

82.3 

161I 

3 

1 

5 1 

4=4 

n5 

79 

36 

7 

2645 

ü * 11  5J>  m 

j*  1 > “JT  * il  * TiS 

Nous  avons  indiqué  ici  les  divers  calculs,  et  on  voit  que 
la  fraction  continue  a pour  termes  successifs  les  quotiens 
que  produit  l'opération  du  commun  dieiseur,  entre  les  deux 
termes  de  la  fraction  quelle  représente , ce  qui  donne  un 

moyen  simple  de  convertir  — en  fraction  continue, 
lorsqu’on  borne  tour-à-tour  la  fraction  continue  à son 

, . 3 4 « t 5g  424 

1".,  2'.,  3*...  terme,  on  obtient  — , — , — , -2.  et  —J; 

1 1 3 16  1 1 S 

r;  on  sait  que  ces  résultats  sont  de  plus  en  plus  approchés 
alternativement  par  défaut  et  par  excès,  et  réduits  à leur 
expression  la  plus  simple  ; enfin  qu'ils  se  déduisent  les 

uns  des  autres  : par  exemple  , s’obtient  par  ce  calcul 

a X 4 + 3 — *1  , 2 x x + 1 =3;  de  meme 


5q 

11  x 5 + 4=5g,3x  5-f-i  = iG  donnent 

10 

Au  lieu  de  ce  procédé  qui  suppose  connues  les  frac- 
tions qui  précèdent,  on  peut  remonter  de  fraction  eu 
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fraction; 


ainsi 


pour  3 -) 


i on  réduira 


3 


» + z m 


3 

• r 


et,  comme  i est  divisé  par  i -f-j , on  troove  3 -j- f = V* 
Eli  opérant  pour  la  fraction  continue  tonte  entière , on 
retrouve  sa  valeur  irréductible  Ee  moyen  que  nous  in* 
cliquons  ici  de  réduire  à la  plus  simple  expression,  ou  de 
trouver  la  valeur  d’une  partie  quelconque  de  la  fraction 
continue  , revient  évidemment  au  principe  déjà  indiqué 
(36,  4".)é  Si  donc  on.  veut  avoir  la  fractibn  qui  répond 
aux  quatre  quoliens  3,  r , 2 et  S,  on  mettra  t sous  5, 
on  dira  î x 5 = 5 qu’on  portera  sous  le  a ; puis.  ....... 

a X 5 -f-  i = 1 1 qu’on  mettra  3 , 1,2,  5. 

sous  1;  11  xi  + 5=  16,  S9  16  11  5 L 
16  i 3 — f-  1 1 ==  5g  ; d’où  f|. 

En  rclranrliant  chaque^  fraction  successive  de  celle  qui 
la  suit , on  a -f-  1 et  — 1 tour-à-tour  pour  numérateur.  La 
différence  entre  a;  et  l’une  de  ers  fractions  , telle  que  -’ÿ  , 


est  moindre  que 


3' 


ç : enfin  chacune  est  plus  appro- 


chée que  toute  autre  conçue  en  termes  plus  simples 
qu’elle.  ' . 


4°9  3 -,  r 

* = - — i=3-i 1 

“9  2+T  + -l 

4°9Î,r9 

5a 

r5 

7 

‘ I 

+ 4-  !" 

2 

3 

2 

7 

3 7 3.4  5.S  40  if 

T » ïrfi  7Ï  r TïT 

On  peat  suivre  ici  tous  ces 

détails  sur  la  fraction 

409 

TT!? 

r 

on  retrouve  pour  dernière  fraction  la  proposée  même  T 
parce  qu’elle  est  irréductible. 

545.  On  sait  donc  résoudre  ce  problème  , étant  donnés 
une  Jraction  exprimée  par  de  grands  nombres , trouver  des 
fractions  irréductibles  gui  approchent  si  près  de  la  prvpo-  » 
sic  , que  toute  Jraction  plus  simple  en  soit  aussi  plus 
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éloignée.  Ainsi,  pour  le  rapport  approché  * Je  la  circonfé- 
rence au  diamètre  on  a , dont  on  trouve  pour 

valeurs  approchées  f , parmi  lesquelles  ob 
rencontre  celles  d’Archimcde  et  de  Alétius  (3?.o).  On 
peut  encore  mettre  cette  valeur  de  *■  sous  cette  forme 

■_  , _i_  _ 1 

7 7.106  10b. n3  ti3. 33to2 

Voici  un  exemple  intéressant  de  ce  genre  de  calculs. 

L’année  commune  est  de  365  jours  ; mais  comme  la  terre 

ue  revient  au  même  point  de  son  orbite  qu'au  bout  ‘ de 

365“  5A  48'  49*  environ,  on  voit  que  l’année  solaire  excède  la 

première , et  que  l’époque  de  leurs  commencemens  doit 

de  plus  en  plus  s’éloigner.  Le  rapport  de  24'  à 5*  48'  k\\" 

est  8 6 i--x 

aoÿa9*  • 


86400  30929 

2684  21 41 

543 

5t2 

3i 

16 

t5 

4 

7 1 

3 

1 

l6 

1 

I 

I 

iS. 


h 


*î 
t » 


il, 

s * 


1 a»  1 S 1 »’«*  afiSS  SSS9 

Tri  s? * \as>Trr»>jT5 


telles  sont  les  fractions  approchées  de 

II  faudroit , pour  que  l’année  commune  recommençât 
le  même  jour  que  l’année  solaire  (ou  Tropiqtie) , intercaler 
30929  jours  de  plus , sur  un  espace  de  '86400  années 
vulgaires  : relà  revient  à-peu-près  à intercaler  un  jour  sur 
quatre  ans,  ou  7 jours  sur  29  ans,  8 jours  sur  33  ans,  etc. , 
résultats  de  moins  en  moins  inexacts.  Jules-César,  dans  sa 
réformalion  ( Julienne ) , fit  ajouter  1 jour  tous  les  4 ans  ; 
mais  ce  calendrier  dut  retomber  dans  le  défaut  qu’il  ri’a- 
voil  évité  qu’en  partie  , de  laisser  l’année  solaire  antici- 
per sur  l'année  vulgaire  ; en  Russie , où  on  n’a  pas  encore 
admis  la  réforme  nouvelle,  il  y a maintenant  12  jours  de 
différence.  Dans  le  calendrier  Grégorien , on  supprime 
tous  les  4oo  ans  trois  années  bissextiles  séculaires  ; de  sorte 
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qu’on  intercale  97  jours  sur  4ooans  ; et,  comme  la  fraction 
àgf-  n’est  Pas  l’une  de  celles  que  nous  avons  trouvées , on 
auroit  pu  faire  un  choix  moins  inexact.  Du  reste  , l’erreur 
devra  être  réparée  dans  quelques  siècles;  = fHfl  ( er> 
réduisant  au  numérateur  86400®  = 24*  ) ? ce  T1*  lnonlrc 
qu’on  suppose  l’année  de  365'  -f-  20982"  au  lieu  de 
365‘  -|-  20929";  l’erreur  est  de  2.3"  en  excès  par  an.  Voyez 
les  notes  de  Lagrange  à l’Algèbre  d’Euler. 

On  sait  que  la  lunaison  ou  le  mois  lunaire  est  de  2q‘,53o588; 
l’année  lunaire  est  donc  de  354' , 367056 , c.-à-d.  que  la 
lune,  retarde  chaque  année  de  io‘,  878166,  en  comparant 
cette  quantité  à l'année  tropique  qui  est  de  365'  242222.  On 
obtient  les  fractions  approchées  £!,  li,  H.,  .... 

d’où  on  conclut  qu’il  faut  à-peu-près  intercaler  7 lunai- 
sons sur  i35 , pour  que  les  années  lunaires  coïncident;  ou 
plutôt  au  bout  de  19  ans  les  lunaisons  retomberont  à-peu- 
prcs  les  mêmes  jours  , ce  qui  ne  fait  qu’une  erreur  d’un 
jour  sur  3oo  ans.  Telle  est  l’origine  du  Cycle  Lunaire. 

3.  Équations  indéterminées  du  premier  degré. 


546.  Cherchons  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x et^ 
qui  satisfont  à l’équation  indéterminée  ax  — by  = c , 
a et  b étant  supposés  premiers  entre  eux  (116).  Soient 
a.  et  /S  deux  valeurs  entières  de  * et  y , on  a a»  — bfi  = c. 


„ , , . a , . , . N. 

Réduisons  — en  fractions  convergentes,  et  soit  ^ 


ccll 


qui  en  approche  le  plus  ; 1 est  le  numérateur  de  la  difïé- 
N a 

rence  entre  ^ et  — , ou  N'a — Nb  = z t 1 ; la  différence 


Nç  a . _ 

enire  — — et  — a ] donc  3:  c pour 
N’c  b r 


numérateur 


on 


q X ^V'c — b x Ne  — ± c , équation  qui , comparée  à 


ioG 


àlgkeue. 


e* — b> 3 — e fait  voir  que  la  proposée  est  satisfaite  en  faisant 
x = N'c  et yzzz]\c,  si  c est  positif  : ces  valeurs  sont  les 


Ar 


deux  termes  de  la  fraction  approchée  — multipliés  par  c 


Remarquons  qu'on  peut  toujours  obtenir  pour  le  deuxieme 

membre  c tel  signe  qu'on  veut  ; il  suffit  de  retrancher 

Ne  , a a . Ne 

— — de  — , ou  — de  — — . 
iVc  b b Ne 


Une  fois  qn’on  a une  solution  x = ie,y  — fi,  on  con— 
noit  toutes  les  autres  (117)  par  les  formules  x — * -+-  bl  r 
yzxfî  Ces  valeurs  peuvent  d’ailleurs  se  simplifier  en 

changeant  dans  l’une  et  l'autre  t en  tz tzk,  ce  qui  donne 
x — a ±bh  ht  ; puis  déterminant  k de  sorte  que  la 
constante  uzizbk  soit  la  plus  petite  possible  : cela  revient 
à ajouter  b à *,  ou  à l’rn  soustraire,  un  certain  nombre  de 
fois.  On  en  dira  autant  pour.}-. 

Reprenons  les  exemples  du  n’.  120. 

I.  Soit  igx  -)-  ry  — 1 1- , la  fraction  convergente  ap- 

prochée de  -tj2  est  * ; donc  en  multipliant  haut  et  bas  par 
117,  a 117  pour  numérateur  de  la  différence, 

ou  tgx  35 1 — g3G  x 7=  117  : comparant  à la  proposée, 
on  a * — 35x , >3  = — g3G  ; d’où 

x=35i — 7<.,  y — — g3G-f-ig<: 
changeant  f on  / -f-  5o,  on  a x = i — 7 1 cl  y = i4  + 19  t- 

II.  De  même  pour  gx  -f-  j3 y — 2000,  oh  a | pour 
fraction  voisine  de  ~ ; ainsi  gx  Gooo — t3x  4ooo  = :;ooo; 
d’où  « = Gooo , p — — 4ooo  ; et  partant  x =2  6000  — 1 3/ , 
y= — 4000  + g/  : enfin  mettant  r-f-444  pour  t,  on  a 

x = 22.S  — i3 1,  y — -~  4-4-9'- 

III.  Pour  gj- — 4i‘ — *5,  on  a | pour  fraction  appro- 
chée de  ainsi  gxi5  — 4*  3o=i5,  d’où 


y ■=  1 5 -f-  4'  * x = 3o  4-  9^. 
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Ce  calcul  est  plus  rapide  que  celui  du  n*.  117,  et  cela 
d'autant  plus  que  l’opération  du  commun  diviseur  entre 
d été  présente  un  plus  grand  développement  de  divisions. 
On  peut  s’en  convaincre  en  traitant  t3ix  — 9. 


4.  Équations  déterminées  du  second  degré. 


547.  Réduisons  en  fraction  continue  les  racines  irration- 
nelles de  l'équation  du  2*.  degré  ; et  ne  nous  occupons  que 
des  positives,  puisque  les  négatives  deviennent  positives  en 
changeant  jc  en  — x.  Soit  donc 

A X’ 2MX  — h — o t 


A e'tant  positif,  A , • et  h des  nombres  entiers.  On  a 

x — V'  * , en  faisant  -f-  Ak=  t\ 

A , 

or,  soit  a le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  on  fera 


x = a -f- 


t /*  + • 

~~ÂT3 


d’où  x'  — 


A 

4/ 1 -j-  m — A a 


en  transposant  a et  renversant  les  fractions.  On  rend  le 
dénominateur  de  x'  rationnel,  en  multipliant  haut  et  bas 
par  t — ( * — Aa  ) ; il  devient  t — ( Aa  — m )'  ou 
A (A  J-  zax  — Aa ’)  : ainsi  A est  facteur  du  dénomina- 
teur que  nous  représenterons  par  AB.  11  vient 


}/t  4.  Aa  — « \/t+  fi 

■ X = B ~ B 

en  faisant  fi  =j  Aa  — »,  t — ( Aa  — =r  t — fi’  =3  AB  , 


d’o 


B — r— = h -+-  20*  — Aa ’. 


La  valeur  de  x’  est  de  même  forme  que  celle  de  x ; on 


Algèbre. 


* peut  donc  la  supposer  es  AH — — — , d'où  on  tireroit  pa- 
reillement x * = — — 7T—~  } on  feroit  x = c H — ~ .... 

C x?" 

et  ainsi  de  suite.  La  même  loi  qui  lie  B et  fi  à A et  « , et 
qui  sert  à déduire  x'  de  x,  servira  à tirer  x"  de  x',  x1"  de 
x" , cette  loi  est 


fi  = Aa  — B = 


t—fi' 

A 


t — y* 

donc  y — Bb — fi,  Czx  — , . 

B 

ainsi  C , D,  ....y,  î~,  ....  sont  entiers.  11  suit  de  là  que 

i°.  Puisque  a est  < x ou  Aa  < ,/t  + * , on  a 

Aa — *xzfi  <\/t  ; donc  fi  y....  sont  moindres  que  \/t,  qui 

se  reproduit  dans  chaque  fraction  complète  x',  x" 

a”.  y-\-fi=:Eb  indique  que  a ÿt  <Bb  parce  que 
y et  fi  sont  < \t t ; ainsi  a ^/t  est  une  limite  que  ne  peu- 
vent atteindre  B,  C , D , et  A,  c,  d. 

11  pourra  arriver  que  «,  fi  ...  soient  négatifs , ainsi  que 
B,  C mais  ce  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  les  pre- 

miers termes , puisque  x est  positif,  et  compris  entre  les 
fractions  convergentes  successives , lesquelles  ne  tardent 
pas  à devenir  très-voisines  de  x.  Quant  à la  valeur  de  x 
qui  comporte  le  signe  — .pour  y ’ t,  on  opérera  de  meme  ; 
et  si  le  coefficient  du  second  terme  de  Ax'  — 2«x  — k 
est  impair,  on  a encore  les  mêmes  résultats,  seulement 
B , C sont  pairs. 

Puisque  B,  C fi,  y sont  en  nombres  infinis  et 

resserrés  entre  les  limites  o et  a y/ 1 ou  y 't,  leurs  valeurs 

doivent  se  reproduire  dans  x'  ~ ^ •>. 

A JJ  -j 

or,  dès  qu’on  retombe  sur  une  de  ces  fractions,  on  doit 

visiblement  retrouver  les  entiers  a , b,  c dans  le  même 
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ordre  ; ainsi,  après  un  certain  nombre  de  termes  , la  frac-  • 
tion  continue  doit  avoir  une  période  qui  revient  sans  cesse. 
Pour  éviter  les  difficultés  de  l'impression,  nous  indiquerons 
la  fraction  continue,  par  les  termes  qui  la  composent,  en 
renfermant  ta  partie  périodique  entre  parenthèses.  Ainsi 

5,  (2,  3)  équivaudra  à 5 + — * 

t+t+jl 

^ 3 + etc. 

Soit  par  exemple  zx'  — - - il^x  + «7  = o , on  trouve 

7 ± y i5  . 


+ V*3  . „ . « j , V *5+3  . * . 

-X- 1 - — = 5 + — , donne*' s= 5 =2+  — , 


V '5+3 


3+^ri  — 


a ' 3 

ainsi  on  a x = 5 , (2  , 3) , et  les  fractions  convergente* 
sont  Ai,  ^5,  fg- , . . Pour  l'autre  racine 

7; 

z* 


WiS  1 , 5+^15  , 1 

— — 1 + — , on  trouve  s'= g =1  + — J 


,,  t/«5  « V '5+3 

• z"=z-—-  =1+  — -,  z”>— =x»  ; 


on  retombe  donc  sur  la  même  période  , x=i,  1,1,  3 (2,  3j, 

I)p.  même  1801  *’  — 3991  x + *211  = o donne 

» 

3991  + V37  _ . , * . 

X“  3bôà ” * + If* 

^=*£*£=9+  + ,.=  £1^=8++; 


4* 


V" 


=A±i=.+. 
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* y37+l=5+,  enfin  J^7±l  = x'»: 

2 6 

• V 

donc  x = i , g,  8 (i,  i,  5)  ; et  on  a pour  fractions  con- 
vergentes T » Tl  B»  fv»  Tjl-  • • La  2’.  racine  est 


399«  — 437  , » „ , ^^S  + V3? 

— ^ — =*+t»  dou  *fcs-air^=9+» 
i‘  — 437_  , , 7 + 437  . , 

enfin  — qUj  re(J0nne  la  période  5,  i,  t ; on  a 

donc  *=i,  9,  a,  a (5,  I,  l);  d’où  A,  fi,  $ 

Lorsque  la  proposée  est  x’  = t , on  opère  de  même;  mais 
on  remarque  que  i°.la  période  commence  dès  le  a*,  terme; 
a°.  le  dernier  de  la  période  est  20  ou  le  double  du  ier.  de 
la  fraction  continue  ; 3°.  les  termes  de  la  période  égale- 
ment éloignés  de»  extrêmes  , au  dernier  près  , sont  égaux  j 
de  sorte  qu’on  a pour  4 t la  valeur  a (é  , c , . . . c,  b , au)  ; 

J t -J_  „ 

4*.  pour  la  fraction  complète — — — qui  répond  au  der-, 

nier  terme  2 a , on  a P=  1.  Nous  ne  pourrions  démontrer 
ces  principes  sans  nous  ccarter  de  notre  objet  (V.  la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre,  n°.  2+'.  On  peut  les  vérifier 
sur  x*  =61,  qui  donne 


*=  Il  (1»  4*  3»  I,  3,  a,  I,  3,  4,  I,  4) 

les  fractions  complètes  sont 

461+7  G i-4-5  461+7  y^6i+5  \/6t  + 4 

X — 401, , J , ) F > 

12  3 4 9 •> 

461+-6  461  + 4 46i+5  461+7  46i+5  y/6i+7 

5 ’ 4 * 3 J 12  ; 1 ‘ 


Digitized  by  Google 


Fractions  continues.  m 

On  trouvera  de  même  que  x'  = 19  donne.  .....  * 
4 (2,1, 3, 1,2, 8). 

548.  Passons  maintenant  au  problème  inverse  et  remon-  * 
tons  d’une  fraction  périodique  à 1 équation  génératrice. 
D’abord,  si  la  valeur  z est  telle  que  la  période  commence 
dès  le  premier  terme  , de  sorte  qu’elle  soit  (g-,  h...m,n,p'), 

soient  et  , les  fractions  convergentes  qui  ré- 

JV'  P 

pondent  aux  deux  derniers  termes  n et  p de  la  t". 
p„  | jy 

période  , la  suivante  est  — ^ 5 en  mettant  z 

Pz  _t_'  jV 

pour  p,  on  a donc  z = p, _ jy—  , (543,  3*)  ; d où 

Pz'  + (TV' P)  z — N , qui  est  l’équation  cherchée. 

Ainsi  , pour  ( t,3,a,a),  on  a $ et  “ pour  fractions  con- 

22-  + 9 . 


• • - ”7“  v|  .lis 

vercentes  répondant  à 2 et  2,  ainsi  z = ; — “ 5 o ou 

or  ,7^+7 

17  z*  — i5z=  9. 

Mais  si  la  période  ne  prend  pas  dès  l’origine  , ou  si 

x = a,  b,...  e,f(g,  h...  n,  p),  en  faisant 

z = (g,  h,...  n , p),  on  aura  x = a , b,  . . . e , / , z.  Or, 
EF 

, oient  — — , - les  -fractions  convergentes  qui  répondent 

E , . Fz  -f  E . . 

à c et on  aura  (54a),  x = p-  : ainsi  il  ne 

s’agira  plus  que  d’éliminer  z entre  les  deux  équations 

Pz'  + (A’'  — P)  Z = N «t  z (F'x  — F)=  E — E’x , 

re  qui  donne  une  équation  du  2'.  degré  en  x.  Donc 
toute  équation  du  second  degré  engendre  une  fraction 
continue  périodique , et  réciproquement.  Soit,  par  exemple  , 
>,2,3,4,  ( i,3, 2, 2)  ; on  a vu  que  17  z'  — i!>z  = 9 donne 
pour  z la  valeur  de  la  partie  périodique  ( 1, 3, 2,2-7  » or» 


uâ  Algèbre, 

celle  qui  la  précède  est  ty2, 3, 4,  et  on  3 y et  jg  pour  les 

fractions  qui  répondent  à 3 et  4;  donc 

(3o  x — 43  ) £ = 1 o • — yx  : enfin  éliminant  z , il  vient 
4117X’  — t i8a5  x + 8491  = o. 

Remarquons  qu’on  peut  prendre  tel  terme  qu’on  veut 
d’une  période  pour  son  origine,  de  sorte  que  2,  (i,3,4) 
éqyivaut  à 2,1  (3,4)t),  ou  à a,i,3  (4,1,3). 

5.  Equations  indéterminées  du  second  degré. 

54$).  Résolvons  d’abord  en  nombres  entiers  l’équation 
my  es  x’  a , où  y n’est  qu’au  1".  degré.  Si  a ale, 
signe  -f-,  on  divisera  m par  a , et  on  prendra  le  quo- 
tient par  excès;  le  reste  sera  négatif;  de  sorte  qu’il  s’agit 
dans  les  deux  cas  de  rendre  x’  — a divisible  par  m , a étant 
< m : il  faut  évidemment  pour  cela  que  a soit  le  reste 
de  la  division  de  x*  par  m. 

Si  m est  pair , le  carré  de  ~ m ± a , étant  divisé  par 

m donne  > le  reste  de  — est  donc  le 

* m m 

même  lorsqu’on  fait  i = — «ett=im  + «;de 

sorte  que  si  on  suppose  x = 0,1,2,...  m les  restes  que 

. . 

donne  — se  reproduisent  en  sens  inverse , au-delà  de 
m 

x = j m.  C’est  ainsi  que  — donne  pour  restes  successifs 

o,  1,4,9, 6, 5, 6, 9, 4ii  ct  °-  ^n  verra^e  I"d»ne  que  si  m est 
impair  , au-delà  de  x = i (m  — 1 ) les  restes  reviennent 
de  même  en  sens  inverse  , mais  le  reste  moyen  parolt  deux 

JJ* 

fois.  On  a pour  restes  de  — , 0,1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9,4,1  et  o. 

Au-delà  de  x = m , tout  nombre  est  de  la  forme 
ï=(m±r,  r étant  < m : d’où 
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— = mC  £j/r-| ; ainsi , i*.  le  reste  de  la  division  * 

m m 

de  a;1  — (/±m)'  par  m est  le  meme  que  pour  x=r;  2°.  tous 
les  restes  depuis  x=o,  à x = ~ m se  reproduisent  sans 
cesse  ; 3".  x ’ — a 11e  peut  être  rendu  divisible  par  m 
qu'autant  que  a est  l’un  de  ces  restes;  4°-  soit  x = r 
une  des  solutions  , la  valeur  générale  de  x qui  satisfait  «t 
my  = x’  — .a  est 

' + x = tm  ± r. 

Soit,  par  exemple,  x’  -f-  46  = ioj.-,  on  ia  met  sous  la 

q-1  - ^ y1 

forme  y = 5 •.  : or,  on  a vu  ouc  — donne  L 

10  * 10 

pour  reste , lorsque  x = 2 ; donc  r = 2,  et  x ~.io  (±  j 
est  la  valeur  générale  de  x,  et  y = 10  /’  et  4*  *+•  5; 
d’où  rt  x ==  2,8,12,18,....  01^  = 5,11,19,37....  Tandis 
qu’au  contraire  io_y=x’ — 7 est  absurde,  parce  qu’aucun 
■nombre  mis  pour  x ne  donne  7 pour  reste  de  x’  divisé 
par  10.  On  verra  de  même  que  7 y = x*  — 4 donne 
± x — 7 / ± 2. 

Lorsque  m est  très-grand  les  essais  deviennent  nom- 
breux, et  on  a imaginé  plusieurs,  moyens  de  faciliter  les 
opérations  ; comme  nous  ne  pouvons  nous  étendre  sur  ce 
sujet,  nous  nous  contenterons  d’en  indiquer  deux. 

i®.  Si  m est  décomposable  en  facteurs  premiers  entre 
eux  , ou  m xz  pqr...  pour  rendre  x’  — a divisible  par 
z'  — a z'  — a z"—a 

m,  on  rendra  d abord  — — — , , ...  en- 

p q r 

tiers  , par  des  valeurs  * , x » f-—  de  z , d’où  , faisant 
z = pu  dt  * = qv  i £ = . . . . , ou  devra  concilier  ces 
équations  entre  elles  (121  V La  valeur  de  z qui  en  ré- 
sultera rendra  r’  — a divisible  à la  fois  par  p,  q,  r..., 
et  par  conséquent  par  leur  produit  m.  Soit.,  par  exemple,. 

S 


2. 
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* x’ — 46  , - r *’  — 1 *■ — * 

— — - — , comme  3t5  =9  x 5 x 7,  on  a — ; , — - — , 

•J  I O Q O 

- — — - qu’on  rend  entiers,  en  donnant  respectivement 

à « les  valeurs  * =±  1,  * = ± 1 , / = ± a : donc 
r = 9 u -f-  » = + 7 j / , équations  qu’on 

accorde , en  faisant  z—  91  (10*  — 9 ;g)  — 90  / , c.-à-d. 
que  x = 3i5  t ± k,  k désignant  les  nombres  19 , 89,  271 
et  289  , ainsi  qu’on  le  voit  en  mettant  pour  g , £ , et  * 
leurs  valeurs , et  ayant  égard  aux  diverses  combinaisons 
de  signes.  Ainsi  x — 19,  26,  44)  89 , 326,  271, 289,  296.... 

3*.  Lorsqu’on  met  pour  y toutes  les  valeurs  entières 
dans  x*  = my  -f-  a , il  est  clair  qu’il  n’y  a que  celles 
qui  rendent  my  -}-  a un  carré  qui , conviennent  à la 
question,  et  que  y/(ny--f-a)  = x.  Or,  comme  on  ne 
cherche  que  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  £ m , 

on  ne  doit  employer  que  celles  de  y > — — et . . . 


< t m Or , on  pput  exclure  une  grande  partie 

de  ces  nombres  par  cette  méthode. 

Soit  y = Et  F la  valeur  qui  résout  l’équation.  . . 
a -}-  my  — Eu  -f-  n entre  les  indéterminées  y et  u : comme 
Eu  -f-  n = x’,  x’  — n est  divisible  par  E.  On  voit  donc 
que  si  ort  prend  un  entier  arbitraire  A,  et  qii’on  donne  à n 

une  valeur  pour  laquelle  - — — ne  puisse  être  un  entier, 

Hj 


y — Et  + F ne  pourra  convenir  à la  question. 

Ainsi , pour  x1  =c  sa  -f  97  y , comme  on  ne  cherche 
que  les  valeurs  de  x entre  o et  ÿ 97  qui  répondent  à 
celle  de  y entre  o et  24 , il  s’agit  d’exclure  une  partie 
des  suppositions  y — 1,2, 3....  24.  Soit  E = 7,  il  ré- 
sulte de  l’équation  32  -j-97_y  = 7«-f-n,  que  tous  les 
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nombres  de  la  forme  jr  = 7 f - (-  i — nue  peuvent  con- 
venir à la  question  , n étant  3,5  ou  6 , ( parce  qae 
x*  3 x*  5 x*  6 

-,  > ne  peuvent  être  entiers);  ainsi 

7 7 7 

on  exclut  les  t o nombres  y = t ± z ei  y — 7 / — {—  3- 
Pour  E =r  3 , n n’a  que  la  valeur  2,  ce  qui  exclut  5 au- 
tres nombres  qui  sont  de  la  forme  3f  -f-  1 : E c=5  chasse 
encore  ceux  de  la  forme  St  et  5 / -{-  3.  Il  ne  reste  donc 
que^  = G , 11  , 1 4 et  21  qui  donnent  2a  -f-  97^  — 6o4, 
1 089 , 1 060  et  2059  ; le  second  peu  t seul  être  un  carré  (*) , 
il  donne  en  effet  x = 33  , d’où  x = 97  t ± 33. 

11  sera  superflu  d’ailleurs  de  prendre  pour  les  divers 
nombres  E des  multiples  les  uns  des  autres  ou  des  divi- 
seurs de  m : c’est  ce  dont  on  se  peut  aisément  assurer. 
( Voyez  les  Recherches  , arith.  de  Gauss , p.  4o°  )• 

a je*  *4*  bx  -f-  c . 

55o.  Si  maintenant  on  veut  que soit  en- 

1 m 

tier , on  multipliera  par  4 o (ou  simplement  par  a si  b 

. (2  ax  4)’  -4-  4 ac  — " . 

est  pair , et  on  aura  ■ ■ — — — : taisant.  . 


2 ax  -f-  b = z et  b'  — ^ oc  = D , on  rendra  - 


I) 


tier;  soit  ± z =z  mt  ± <1 , l’équation  qui  satisfait  à cette 
condition,  il  restera  à résoudre  l’équation  du  t'r.  degré 


1 ax  4 = ± ( rt  « ).  Soit 


3 x’  — 5 x -f-  2 


, en 


(*)  Tout  nombre  de  plusieurs  chiffres  est  de  la  forme  1 o a -t-  b , 
donc  le  carré  100  a*  + soaA  + l%  ne  peut  avoir  pour  unités  que 
celles  des  carrés  de  O , 1 , 2 . . g.  On  en  conclut  que  tout  carré  doit 

être  terminé  par  a5  , ou  par  1,9,4  précédés  d’un  chiffre  pair  , ou 
par  6 précédé  d'un  tliifîrc  impair  , ou  enfin  par  00  précédés  de  chiffres 
qui  satisfassent  à Tune  de  ces  conditions  » i * "j  , 238 , 4^700  ne  peuvent 
être  des  nombre*  cariés, 
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* multipliant  par  12  et  posant  Gi  — 5 — Z,  on  a , 

7 

d’où  ± ? = 7 u rfc  1 ; donc  G x — G = ;±;  ( 7 u rt  1) , ce 
qui  donne  enfin 

^ — 7 * -r  1 » ~ 1 1 -\-1>  t “*  7 1 — 6,  = 7 t — 4- 

L'équation  iij-  = 3 ce’  — 5x  -J”  6 est  absurde. 

* 55i.  Soit  proposée  l’équation  at'  -f-  iv~  -f-  cy%  = M ; 
*hcrchons-en  toutes  le*  solutions  en  nombres  entiers. 
Soit  1)  = b*  — 4 ac  î nous  distinguerons  quatre  cas. 

i*.  Si  n er  o , le  trinôme  azl  -f-  byz  -f-  cyy  est  un  carré  ; 
donc  M doit  Cire  positif  et  carré  ; on  a donc  une  équation 
tny  "f*  nz  = ± h , qui  est  indéterminée  du  i*r.  degré, 
et  toujours  possible  , tant  que  m et  n sont  premiers  entre 
eux.  Soit  4 z'  — 20  zy  s5  y’  = 4qi  on  en  tire.  . . . 
2 z — 5 y =7—  7 , d’où  j = 2 / i 1 et  r — 5 ( ± t 
quel  que  soit  t. 

2*.  Si  D < o , en  multipliant  la  proposée  par  4 a 
( ou  simplement  par  a si  b est  pair  ),  elle  devient 


(2  or  -f  by)'  + J’  (4  ac — b')  = ^aM; 


faisant  2 or  -j-  by  = t , on  trouve  /’  -j-  t)y'  — 4 ail/, 
ainsi  il/  doit  cire  positif.  On  fera  y = o , 1,2..... 
dans  4 oM  — Vy' , et  on  se  bornera  à Dy'  •<  4 oM , ou 


pour  que  t soit  réel  ; puis  on  ne  pren- 


dra que  les  résultats  carrés  exacts  , s'il  en  est  : leurs 
racines  donneront  t ; du  reste  y et  t ont  le  signe  ;£. 
On  déduira  z , mais  il  faudra  no  conserver  que  les 
valeurs  de  t et  y qui  ‘ rendent  t — by  divisibles  par  2 a. 
Par  exemple  , 3 z’  — 2 zy  -|-  7 y'  = 27  devient 
( G z — zy)'  -j-  80 y'  = 324;  el  supposant  G z — 2 yz=t; 
on  a t1  = 4 (81  — 2.0 y'),  équation  qui  u’adxnet  que 


Digitized  by  Google 


Fractions  continues. 


117 

y s=  o et  rfc  2 ;■  on  a donc  f = ~t~  18  et  ± a.  Ainsi 
on  fait  y — o qui  donne  3 , ou  j-  = + 1 , 

d’où  z = ± 1. 

3*.  Si»>0,  et  de  plus  est  un  carré  exact,  alors.  . . 
az'  -f-  byz  -f-  cy * est  le  produit  de  deux  facteurs  ration- 
nels , de  sorte  que  la  proposée  a la  forme 

(roz-f-  rty ) x (m'z  -f-  n’y  , — M.  Si  donc  on  décompose  M 
en  facteurs  J x g izzf  x g'  — . . . — 1 x il/,  on  élimi- 
nera y et  z entre  des  couples  d'équations  de  la  forma 

mz  + ny  =J,  m'z  -f  n’y  s=  g , 

on  aura  soin  de  11e  prendre  que  les  valeurs  entières  de  z et  y, 
et  de  combiner  convenablement,  de  toutei  les  manières 
possibles,  les  facteurs  de  il/  en  faisant  varier  leurs  signes. 
Ainsi  2 z*  — -f-  7_y’  — 38,  donne  D = 20  ; en  éga-» 

lant  le  i,r.  membre  à zéro , on  en  obtient  les  facteurs 
rationnels,  cl  on  a (z — y}  x (a z — yj-)c=38.  Or 
38  = 1 x 38  = 19  x a,  ce  qui  donne  quatre  systèmes 
d’équations.  Mais  il  n’y  en  a que  deux  qui  donnent  des 
solutions  entières  , qui  sont 

d'une  part  z—y=2,  2z  — jy=iç), 
et  de  l’autre  z — ^ = 38,  2 z — ~y  — 1 ; 

on  a z = — 1 et  y = — 3 ; puis  z — 53  et  y — 1 5. 

A ces  deux  solutions,  il  faudra  en  joindre  deux  autres 
qu’on  obtient  en  changeant  les  signes,  parce  qu’on  peut 
prendre  négativement  les  facteurs  de  38. 

4".  Il  ne  reste  plus  que  le  cas  où  II  > o n’est  point 
ur\  carré  ; jusqu’ici  le  nombre  des  solutions  a été  fui  , 
mais  maintenant  il  est  infini  : c’est  ce  qu'on  va  voir. 

Pour  faciliter  la  comparaison  de  ce  qu'on  va  dire  avec 
ce  qu’on  a vu  (547)  » nous  mettrons  l’équation  proposée 


1 18 

* sons  la  forme 
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Axr — zzxy — kjx  = P . . . (i). 

Les  racines  de  l’équation  Axx  — 2 *x  = h sont  réelles,' 
et  on  sait  les  développer  en  fraction  continue  périodique 

(547  ).  On  a xt=.^~ ■——■)  en  faisant  <=•’-+-  Ak—  I>. 

UT 

Soit  p l'un  quelconque  des  termes  de  la  fraction  continue  , 
la  fraction  complète,  — la  fraction  convergente 

P y 

qui  y répondent  ; enfin  — celle  qui  précède  — dans  la 

**  y 

....  zp  4-  « . . 

sérié  : la  suivante  est  — ; mais  si  on  y remplace  a 

yp  + » ‘ r 

par  on  aura  la  valeur  exacte  de  x,  (542,3°.);  ainsi 

y/  1)  + » _ D + *)  + uP 

A ~~  jr  (y  D + * ) + vP' 

Tin  réduisant  au  même  dénominateur,  et  égalant  entre 
eux  les  termes  irrationnels  qui  ne  peuvent  être  détruits, 
par  les  autres  (4^4) , cette  équation  se  partage  en  deux 

A z = y (« + *)  + v. P,  Dy  -f  « (v  P -f  * y,  e=  A ( x r -f  Pu  ) 

entre  lesquelles  éliminant  v,  puis  mettant  « x-\-Ak  pour  D, 
et  divisant  tout  par  A , il  vient 

Azx  — 2 «yz  — ky'z=z  db  P , 

en  observant  que  zv  — yu  1 ou  — 1,  suivant  que  p 

est  un  terme  de  rang  impair  ou  pair. 

Il  suit  de  là  que  pour  résoudre  en  nombres  entiers 
ecUe  équation  indéterminée  entre  y et  z , il  suffit  de 
développer  en  fraction  continue  l'une  des  racines  de  l’équa- 
tion Ax * — - 3 «x  = T,  puis,  si  parmi  les  valeurs  conj— 
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pletes  - — , - — , ...  on  en  trouve  une  dont 

r A ’ B ’ 

le  dénominateur  soit  P,  on  terminera  1a  fraction  con- 
tinue à l’entier  n , immédiatement  avant  p qui  y est  con- 
tenu , et  la  fraction  continue  a , b,  c.  . . n aura  pour 

fraction  convergente  — . On  aura  donc  une  solution  de 
* r , 

la  proposée  , pourvu  que-  — soit  de  rang  pair,  lorsqu’il 

y a — P dans  la  proposée,  et  de  rang  impair  dans  le  ca* 
de  + P. 


Cette  solution  rie  sera  pas  Ta  seule  ; car  toutes  le» 
fractions  — qui  auront  P au  dénominateur  joui- 


ront de  la  même  propriété  ; si  donc  p fait  partie  de  la 
période,  on  aura  une  infinité  de  solution»  ; mais  comme 
il  scroit  difficile  de  les  trouver  toutes  par  cette  voie  , nous 
en  allons  bientôt  indiquer  une  autre  qui  donnera  la  loi 
qu’elles  observent. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  pour  l’équation  (i)',  peut’ 
se  dire  de  toute  autre  dont  le  coefficient  d e yz  est  pair; 
s?il  n’en  éloit  pas  ainsi,  comme  pour  or1  -f-  byz  -f-  cy'  =M, 
en  faisant  le  calcul  sur  ax * -f-  bx  -f-  c — o,  on  trouve 
± j P au  lieu  de  P ; de  sorte  qu’il  faut  que  M soit 


la  moitié  du  dénominateur  de 


l/t+r 

P 


Nous  omettons , pour  abréger , la  démonstration  qui 
fait  voir  que  les  solution»  obtenues  par  cette  voie  sont 
les  seules  que  comporte  l’équation  , de  sorte  qu’elle  seroit 
absurde , si  on  ne  rencontroit  aucune  des  fractions  com— 
Vt  + , 


plètes 


dont  le  dénominateur  satisfit  à notre  con«- 


dition.  Yoy.  Théorie  des  nombres t.n°.  j5. 


lao 
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* Soitr  — «,  y — /3  un  système  de  valeurs  connues  qui 
satisfont  à az'  -j-  bys  cy'  — il/;  faisons  s ~ « t -f-  ku , 
y = p 1 -f-  lu , / et  u étant  de  nouvelles  indéterminées, 
et  k , / des  arbitraires  dont  nous  disposerons  en  égalant 
à zéfo  le  terme  tu,  ce  qui  donne 

A (2a* -f-  4/3)  -f -/ (ac,3-f-4«)fe:o,  e til/r-j-'  a A1  -f-  bllpj-cl']  u'—M  ; 

or  A et  l doivent  être  entiers,  ainsi  ± (ae/S-f-in), 
/ = (aa«-f  4/S),  d’où  -f-  4/A  -f-  c/*  = — DM  ; 
ainsi  en  faisant 

(a)  (a  cp-\-b  u)  u,  yS.pt — (2  o*+4/3)  w, 

la  proposée  devient  <’  — Du5  = rt  1 , suivant  que  M a 
le  signe  -)-  ou  — . Or  il  est  facile  de  trouver  l’un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  qui  y satisfont  , en  suivant  ici  tout  ce 
qui  vient  d’ëtre  démontré  pour  az'  byz  -j-  cy*  ~ il/: 

ainsi  on  réduira  V » en  fraction  continue 

a (4,  c,...c,  4,  2 a ) ; on  sait  que  chaque  fraction  com- 
plète qui  donne  le  dernier  terme  2 a de  l’une  quel- 
conque des  périodes  a 1 pour  dénominateur  ; donc  les 

fractions  convergentes  — qui  répondent  au  terme  4 qui 

V 

précède  an,  donnent  alliant  de  rslutions  t = p , u z=q. 
Seulement  il  faut  distinguer  deux  cas;  si  le  nombre  des 
termes  de  la  période  (4  , c,  . . . 4 , b.  a ) est  pair,  la  pro- 
posée n’est  resoluble  que  lorsque  le  2'.  membre  est  -f-  1 ; 
mais  il  peut  être  -f-  ou  — , lorsque  ce  nombre  est  im- 
pair ; il  faut  prendre  la  période  un  nombre  de  fois  pair 
pour  -f-  1 , et  impair  pour  — 1. 

Mais  il  suffit  de  chercher  la  fraction  convergente  la 
plus  simple  , et  les  autres  s’en  déduisent  ; car  soit 

ü)'"- 


» 
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En  développant  la  puissance  m , et  partageant  l’cqua- 
tion  en  deux  à cause  des  ternies  irrationnels  (4y4)  i on 
peut  en  tirer  des  valeurs  de  / et  u et  les  substituer  dans 
t'  — Du'  = ± i j mais  ce  calcul  se  simplifie  en  remar- 
quant qu’on  a aussi  t — u \/  D — ( p — q ^ ü )" , et 
qu’en  multipliant  ces  équations  entre  elles  , on  trouve 
t ' — Du'  = ( p ' — Dq'')m  = (±.  i)'",  pourvu  que  p et 
q satisfassent  à la  proposée.  Ainsi  , nos  valeurs  de  t et 
de  u y satisferont  aussi,  quel  que  soit  m , si  elle  con- 
tient + i ; mais  si  elle  a — t , la  même  chose  aura  encore 
lieu  , pourvu  que  m soit  impair,  afin  que  ( — i)"1  = — i . 

Par  exemple,  pour  19,  on  a 4 ( 2, 1, 3, 1,2,8)  la 
période  avant  fi  termes  /*  — ig  u ' = — 1 est  absurde  : 
soit  donc  t ' — 11)11’=  1 

comme  est  la  fraction  convergente  qui  répond  à 
l’avant-dernier  terme  a,  on  a p = 170,  q = 3g  ; d’où 
t 4-  “ V *9  = C *7°  + %)  V *9)’"  (lul  donne,  en  faisant 
771=0,1,3...  et  égalant  entre  eux  les  termes  irration- 
nels , t = 1 , 170,  5779g,  • • • u ~ 0 » % » i3a6o,... 

De  même- y^  i3  donne  3 (1,1, 1,1, 6),  la  période  a 
5 chiffres;  on  peut  résoudre  /’  - i3  u ' =+1.  Si  on  a - 1 , 
comme-y  répond  à 3,i,i,I,i  , p = 18,  q =5,  d’où 

r 4-  u y'  i3  = ( 18  4-  5 yé  1 3 )■" , 

m étant  pair  (mais  pas  = o)  : on  a t = 18,  a3382,... 
a = 5 , 6485 , . . . mais  si  la  proposée  est  t'  — i3  u'  = 1 , 
on  prendra  *lu*  cst  la  valeur  de  3, 1,1, 1,1, 6, 1,1, 1,1  , 
d’où  p = 649  , q — 180,  et 

t -{-  u ^ i3  = (649  4"  ^oyé  13)"*, 

quel  que  soit  m.  Donc  / = 1 , 649,  842401 , . .1  u =r  o , 
180  , 33364o. 

Soit  3 z'  — \l\yz  4-  17 y'  =a;  en  réduisant  en  frac- 
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* tion  continue  l’une  des  racines  de  2 *’ — 14  * -f-  17  = », 
on  trouve 

Vi5+7  _c  , ^15+3  __  , ^15+3 

— — =5  + , — 3—  - = + , — p-  =3  + , 

d’où  x = 5,  (2,3).  Laissons  de  côté  la  i1*,  fraction,  parce 
qu’elle  donne  la  solution  unique  z — 1 , y — o.  La  3*.  frac- 
tion complète  donne  la  fraction  convergente  -,i  pour  5,2  ; 
elle  convient  à la  proposée,  parce  qu’elle  est  de  rang  pair. 
Soient  donc  employées  les  formules  (2),  il  vient 

.r  :=  1 1 * -f-  86  u , y = 2 t -f-  16  ut 

d’où  f1  — 60  u'  = t.  Or  ^ 60  donne  t = 3t  et  u = 4 
pour  les  valeurs  les  plus  simples,  d’où  quel  que  soit  m, 

/ + u ^ Go  = ( 3i  -f-  4 )"• 

On  en  conclut  z—i  1,  — 3 , 685,... y— 2 , — 2,  126,.— 
chaque  valeur  doit  avoir  le  signe  dz,  ainsi  qu’il  résulte 
de  la  proposée. 

Soit  de  même  7 z’  — 29  jy'  + 27  y’  = 3;  l’équation 
. ^85-j-ao 

7*’  — 29  x = 27  donne  x — — — = 2 + , • • • » 

y/88—  « . ^85+7  . V 85+5  ^85+5 

r *+> — r =2+) =*+> r — —>r 

0 b 10  6 
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• ■ „ ï=  -2  -f-ï  etc.  - d’où  on  tire  la  fraction  continue 

o 

2,1,  (2,1,2);  or  Ie-2'.  terme  29  de  la  proposée  étant 
impair,  il  faut  prendre  parmi  les  fractions  complètes  relie» 
dont  le  dénominateur  est  6 ( double  du  2'.  membre  ) t 
en  laissant  à part  la  1". , qui  ne  fait  pas  partie  de  la 
période  ( et  donne  * ou  z ==  2 et  y = 1 , et  qui  étant 
de  rang  pair  ne  satisfait  qu’à  'Z'  — 29  zy  -4-  37 y'  — — 3), 
on  en  trouve  deux  autres  qui  donnent  £ et  ^ ; ainsi  on  a. 
deux  systèmes  de  solutions;  zz=3,  y-=z  t qui  changent 
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les  valeurs  (a)  en 

z s=  3 t -f-  33  a,  _y=/-f-i3H, 
tt  z = 1 1 , y = 4 S11’  douent  de  même  . 

«=u/-j~I03“»  y = 4^  + 38u) 

mais  dans  ces  deux  cas  t et  u ont  les  mêmes  valeurs 
qui  satisfont  à leur  transformée  commune  t * — 85  u’  = i; 
or,  ona  y/  85  =9,  (4,  M >4«  >8  j t mais  comme  le  nombre 
des  termes  de  la  période  est  impair , il  faut  la  prendre 
deux  fois  à cause  du  2®.  membre  -(-  i , et, on  a.  . . 
f = 278964  , q = 30996  : donc  , quel  que  soit  m,  on  doit 
prendre  pour  t et  u,  dans  les  valeurs  ci-dessus  de  z et^, 
celles  qu’on  tire  de 

t -f-  u y^85  = (278964  + 80996  ^ 85  )"•. 

552.  Le  procédé  que  nous  venons  d’indiquer  fournit 
trois  remarques. 

y 

i°.  Comme  — est  toujours  sous  la  forme  la  plus  simple, 

on  ne  connoît  que  les  valeurs  de  y et  « qui  sont  pre- 
mières entre  elles  : soit  donc  I leur  plus  grand  commun 
diviseur,  on  aura  z = Iz'  , y = tÿ  ; d’où 

az'‘  -f-  bfz'  + cÿ' ■==.—.  Ainsi,  autant  il  y aura  de 

carrés  (*  (différens  de  ih  1)  qui  pourront  diviser  M,  autant  il 
faudra  résoudre  d'équations  az' * -(-  bz'y  -j-  cÿ'  = il/', 
y et  z'  étant  premiers  entre  eux. 

a®.  De  même,  on  peut  amener  z et  M à être  aussi 
premiers  entre  eux  ; en  faisant  z = Iz'  et  M = )M’  , 
• CY*  CY* 

on  a ai  z1*  bz'y  -j — ~~  — M' : ainsi  est  entier,  ou 

plutôt  c est  divisible  par  h,  puisque  y et  z n’ont  plus 
de  diviseur  commun.  Soit  donc  c = , on  a.... 


< 
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* a I x'’  + bz'y  + c'y1  = M'  , x,  y et  M'  étant  premiers 
entre  eux. 

3°.  Comme  le  dénominateur  de  chaque  fraction  com- 
plèle  esl  toujours  < 2 ^ 1)  , si  on  avoit  il/>  J ^ D , le 
procédé  ci-dessus  ne  pourroit  résoudre  la  proposée  : on 
fergit  alors  y t=  nz  A/u , n étant  indéterminée  ; il 
viendrait  • 


a 4-  bn  4-  en’  . 

x’  -f-  (b  -f-  2 en  ) uz  -f-  cMux  = 1 . 

Donc  si  on  prend  pour  n tous  les  nombres  qui  rendent 

a 4-  bn  -f-  rn%  . , , , . 

• yj entier,  on  aura  a résoudre  autant  d équa- 

tions a'x’  -j-  b' uz  -f-  c'a’  = i qui  rentreront  dans  les  cas 
ci-dessus.  Seulement  il  faudra  ne  prendre  que  les  va- 
leurs n < M , puisqu’en  remplaçant  n par  n — a M et 
w par  u -{-  «x,  y ne  change  pas,  ce  qui  fait  voir  que 
n > ilf,  ne  donne  pas  des  valeurs  différentes  de  z et  y. 
Ainsi  pour  2 x’, — z^y*  = 100,  on  fait  x = ny  — io5  x, 

2/j1  --  - ^3 

et  on  trouve  que  n étant  <£  io5,  il  faut  que  - 

soit  entier , ce  qui  donne  n = 8 , i3 , 22  et  l^t.  On 
a donc  â résoudre  les  quatre  équations 

y’  — 3a  yz  -j-  210  x’  = 1 , 3 y*  — 32^x  -J-  210  x’  = i , 
qyx — 8 üyz  -f-  210  x’  = t,  et  35^’ — t -2 yz  -j-210  x’=  1. 

* Prenons  maintenant  l’équation  générale 

oj-»  -j-  bxy  -f-  ex’  dy  -f-  ex  -\ -J—  o.  . . (3)  , 

et  faisons  toujours  1)  = £’  — 4 oc  : on  peut  par  une 
transfonnation  la  ramener  à la  forme  précédente  ; car 
soit  y = hy  -f-  a ; x = Ix'  -j-  fi  ; h , /,  « , fi  étant  des 
constantes  arbitraires,  on  chasse  les  tenhes  en  x'  et  y’; 
•n  posant  (425) 
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aou  + iN  + ^-o,  a^  + i«  + « = °i  * 

0 

ak'ÿ'  + bkholy'  -(-  cW*  + -JJ  —°  > 

Q étant  = cJ ’ 4*  ae ’ — +/®- 

F.nfin,  k et  l étant  encore  arbitraires,  on  chasse  U 
dénominateur  D,  cft  faisant  k — l — — , ce  qui  donne 


D 

on  ne  devra  prendre  pnsuite  pour  x'  et  y'  que  les  valeurs 
gui  rendront  x et  y entiers. . , ' _ . . 

, Pour  appliquer  tous  ces  préceptes  à un  exemple,  soit 

y ’ + + x'  — ky  +'  2 x 4-  I ==  o, 

t.  - , 1 *f  ' 

on  chasse  les  i™.  puissances  de  x et  y,  en  faisant  . . . 

Y — ^ ~*lr — ?~x  il  vient  y',-f-8jc'<y'-t-x'*:=-i5.36; 

mais  à cause  du  facteur  carré  36,  on  fera  y'  — 6v, 
x<  — 6 x'1 , d’où  v3  4-  8 vx1/  + æ"’  = — i5.  Comme 
i5  > 2 V/  k),  on  posera  x"  = nv  — i5  s ; d’ailleurs.  . . 

» 4~  8 n ~f~  n r-„,t  ent;cr  (n  étant  < i5)  qu’en  faisant 

l5  . : . ■ ■ , . 

n = 1 1 , on  a 

■fil  — ii  v — i5  r,  d’où  r4t,'“  — 3o  v z + i5ir’  — i. 

•••. . . na  1 • i'.  f nili;.'-î  . . 

j 1 1/.* 5 4-  i5 

Cette  équation  se  résout  en  développant  - — — — 

; V * ' * ;.w»tl  '.  t 

en  fraction  continue;  et  (outre  la  solution  i , z —-i, 
qui  ne  fait  pas  partie  de  la  période  e"l  qui  rte  rend  pas 
* et  y entiers),  on  trouve  cea4  et  z =s  3,  d’où.  . . 
*>  = 4 *■+• i5  n,  £5=3  t 4~  ti  w;  donc  .j*  j,  . 
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+ 3 3o«  — 8 t — 2 

*=— 5— ,y  = 5 ’ 

« et  t ayant  le  double  signe  ± , et  leurs  valeurs  satis~ 
faisant  à /*  — i5  u*  = 1 et  comme  p = 4*  1 — 1 » 
On  a , quel  que  soit  m , t -f-  “V  60  = ( 4 + 1 ÿ6o 
On  en  conclura  aisément  *2:  1 ,y^ij  ou  x = — i, 
y z=  o et  = ra  ; etc. 

553.  On  pourroit  demander  les  valeurs  de  x et  y quï 
seroient  simplement  rationnelles  : pour  cela  , reprenons 
l’équation  générale  (3) , en  la  résolvant  par  rapport  à 

y,  on  a une  expression  de  la  forme 

y = « x -f- Æ rfc  V (Dx*  + mx  + p)  ; il  s’agit  donc 
d’obtenir  les  valeurs  de  x qui  rendent  Dx ' -)-  mx  p ur» 
carré.  Soit  (rx  -f-  «)’  ce  carré  , on  en  tire 

Dx'  -j-  mx  4 - P — z'x'  + 2 :xu  + «’• 

11  se  présente  trois  cas. 

Ie.  Si  I)  est  un  carré  positif,  on  déterminera  z en 

posant  D = z' , d’où  x = — — — j ainsi  quel  que  soit 

u , x et  y seront  rationnels. 

a0.  Si  p est  un  carré  positif,  on  fera  p = a*  , et 

on  aura  x = 7-  ? qui  remplit  la  même  condi- 

tion quel  que  soit  t. 

3°.  Enfin , si  Dx * -f-  mx  -f-  p est  décomposable  en  deux 
facteurs  rationnels  ( 0 + êx)  (c  -f"  ) » alors  on  éga- 

lera le  radical  à (a  -j-  bx)  u\  on  en  tirera  (F.  n°.  717) 

€ -j-  dx  = (û  -f  k ) ié’,  dou  x = — . 

Ces  cas  sont  visiblement  les  seuls  pour  lesquels  y et 
x puissent  être  rendus  rationnels  j car  , non-seulement 


.Fractions  continues.  127 

Dx * + Jnx  -f-  P doit  être  exprime  par  un  carré  , en  fonc- 
tion d’une  nouvelle  inconnue  , niais  il  faut  aussi  que  la 
valeur  de  x tirée  de  cette  relation  soit  rationnelle. 

Pour  partager  un  carré  a’  en  deux  autres  x1  et  y 1 , 
il  faut  que  x*  -\-y'  t=  a',  d'où  y = y/  (a’  — x’)  : 
or  a’  — x'  — ( a -|-  x ) ( a — x ) , on  fera  donc  le  radi- 
cal = (a — x)z,  d’où  a -J-  x = (a  — x }z’;  ainsi 


x 


°C-’-  0 
*■+  « 


a az 


On  auroit  pu  aussi  supposer  le  radical  -f-  a , et 

on  auroit  obtenu  les  mêmes  résultats. 

Pour  qu’un  nombre  a soit  la  différence  de  deux 
carrés  x’  et  y' , il  faut  que  y — ^ ( x’  — a’  ) , alors  ou 

a 4-  z'  a — z* 

égale  le  radical  a x — z . et  on  a x = 

a z * 2 z • 

Les  théories  qui  ont  fait  le  sujet  de  cet  article  , servent 
de  base  à la  recherche  des  propriétés  des  nombres  : nous 
ne  pouvons  les  développer  ici  ; et  nous  ne  ferqns  pas 
difficulté  d’avouer  que  noire  exposé  auroit  besoin  de 
beaucoup  plus  de  développemens  ; mais  comme  ils  nous 
écarteroient  trop  de  notre  objet , nous  renverrons  à la 
Théorie  des  nombres  de  Legendre  et  aux  Recherches 
arithmétiques  de  Gauss , ouvrages  qui  font  l’admiration 
des  analystes. 


6.  Résolution  des  Équations  numériques. 

554.  Soit  X = o une  équation  donnée  que  nous  sup- 
poserons préparée , de  manière  qu’il  n’y  ait  qu’une 
racine  comprise  entre  deux  nombres  entiers  successifs; 
et  que  pour  chaque  racine , on  connoisse  l’entier  im- 
médiatement moindre.  On  a déjà  vu  (5i8,  4".)  les  moyen! 
de  satisfaire  à ces  conditions. 
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Soit  donc  a < que  l’une  des  racines  ; en  faisant 

x = a -j — y , x'  sera  > i , et  Xc=  o,  deviendra  X'  — o, 

éqqation  dont  x'  est  l’inconnue  ; elle  n’a  qu’une  ra- 
cine > i,  puisque  s’il  en  existoit  plusieurs, 

i r 

x auroit  autant  de  valeurs  a — > a j 

« ’ d 

comprises  entre  a et  a -j-  t , ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 


En  raisonnant  de  même  pour  Xr  = o , on  trouvera 
l’entier  b immédiatement  plus  petit  que  la  valeur  de  x'>i, 

et  on  fera  *'  = b + 4 » x"  n’admettant  aussi  qu’une 

xl! 

racine  > i : on  continuera  ainsi,  x"  — c • • • 


x"1  = J -| , . . . et  on  en  conclura  x = a,  i,  c,  </,... 

puis  les  fractions  convergentes  , dont  on  connoîtra  pour 
chacune  le  degré  d’approximation. 

Soit , par  exemple  , x 3 — je1  — 2 x -(-  i = o ; on 
sait  ( page  54  ) que  x = 1 et  x = 2 donnent  des 
résultats  de  signes  contraires  ; de  même  r = oeti=  1; 
enfin  aussi  x = — i , et  a:  = — 2.  On  voit  donc  que 
notre  équation  satisfait  aux  conditions  ci-dessus,  puisque 
ses  trois  racines  sont  entre  1 et  2 , o et  1 , — 1 et  — 2. 


Cherchons  la  ire.  , et  faisons  x = 1 -1 , ce  qui  donne 

la  transformée  — xl?  — a:'’  + xx'  + 1 r=o , dont  la  ra- 
cine > t est  comprise  entre  1 et  2 ; on  fera  donc 

x'  = i+±,  et  ainsi  de  suite.  Voici  le  calcul  dans 
x 

lequel  nous  avons  supprimé  les  accens  pour  x11.  . -, 
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« 

Proposée. . . x3 — x* — 2X-f-  1=0  ; entier  imméd.  < x. . t 

i n.  transf.  — x3 — x*-f- ax+  i 

2* x3 — 3x’-  4*  — 1=0 ; 4 

3' — x3-)-  jox’  -}-  gx  -|-  i = o .ao 

4* 18x4c3  — âgix* — 4°  x — t = b. a 

5' » .-ig^x3  -(-  568x*  -J-  6y5  x -f-  x8x  = o 3 

6' aoôgx3 — iaiGx* — iao5x — xg7  = o.*....  t 

La  valeur  de  x est  donc  traduite  en  la  fraction  cqn- 
tinue  x,  i,4, 20, a, 3,1  . . ..  et  on  en  déduit  les  fractions 
convergentes  *,  ? * f , fff , Mnr.  •<£#,  .'. . on  est  , 

par  exemple  , assuré  que  est  > x et  n’en  diffère 

X éf  ‘ f A , 

pas  de  -,  de  sorte  que  sa  valeur  x,8oiq3q  est  exacte 

722’  1 1 ‘ J 

jusqu’à  la  6e.  décimale. 

♦ *, 

Pour  la  racine  comprise  entre  o «t  1 , on  trouve  de 
même  la  fraction  continue  0*2,4,20,  ...  et  même  dès  la 
seconde  opération  , comme  où  tombe  sur  la  seconde  trans- 
formée ci-desSus,  on  doit  retrouver  les  mêmes  termes  sub- 
séquehs  de  là  fraction  continue  0.2,4420,2,3,1,6,10,5,2:,.. 
Les  fractions  convergentes  sont: 

r>  si  9»  T&»  $4f,  lirïw  d’où  x = o,445o54. 

Enfin  rpour  la  racine  négative  , on  changera  d’abord  x 
en  — x et  on  cherchera  la  racine  comprise  entre  1 et  a 
pour  x3  x\—  ax — 1=0,  qui  est  précisément  la  x1*. 
transforro  ée  ci-dessus , ainsi  on  a la  fraction  continue 
1,  4,  xo,  2,. ...et  les  fractions  convergentes  —7  , ■%-  J , 
— TT» — ff?, — d’ou  x=r — i,a46g87. 

K 

Quoique  cet  exemple,  que  nous  avons  déjà  résolu  par 
ta  métho  de  de  Newton  fS  1 8) , offre  une  particularité  qui 
ne  se  re  troûveroit  pas  dans  un  autre  , qui  consiste  en  ce 
qu’on  n’  est  obligé  de  chercher  les  transformées  que  pour 
a.  ij 


*3o  * Ai.ci.cRE. 

l’une  des  racines , cependant  on  voit  que  la  méthode 
demeure  la  même  dans  tous  les  cas. 

Dans  l'équation  x3 — z x — 5 = o,  qui  n’a  qu’une 
aeule  racine  réelle  , laquelle  est  entre  2 et  3,  on  trouve  la 
fraction  continue  2,  10,  1,  1 , 2 , 1 , 3 . . . et  les  fractions 
convergentes  ±,  ïf»  TT*  Wi  frf,.-.,  ainsi 

= 2,t>g455i49. 

555.  La  longueur  de  ces  calculs  les  rendroit  rehutans  , 
si  On  ne  réussissoit  à les  simplifier  par  des  procédés  faciles. 
Voyons  d’abord  des  moyens  pour  passer  de  la  proposée  à 
sa  transformée , ou  de  celle-ci  à l’équation  qui  la  suit. 

Faisons  x = a -f-_r  dans  Axm  -j-  Bxn'~'  -f-  •••  -f-  U=o  , 

le  résultat  ordonné  a la  forme 

A’  -f-  B' y + C'y'  + ••••  V'y"'  = o ; et  on  sait  que  (5oi  ) 
A'  = A a™  Bam~'  -}-etc.  -f-  A ; que  B'  est  le.  dérivé  de 
A'  \ C'  la  moitié  de  celui  de  B'  , etc.  Donc  pour  faire 


x — a - j — - , il  suffit  de  mettre  ici  — pourj-  et  on  a 


B'  C A 

A'  *1”  — J.  ■ 4- ...  ■■  — o . 

' -t  ' -r'*  ' V"  ’ 


1 + -f-  A— o. 


Ainsi  pour  passer  de  la  3e.  à la  4e.  transformée  dans  le 

irr.  exemple  ci-dessus  , on  fera  x=a-{-  — > a étant  = 2o; 
1 x' 

d’où 


A'  =■ 


-f-  20  a*  -j-  ga  -f-  1 = i8t  , 


B'  =r — 3a’  -f-  4oa  -f-  9 = — 3gi , 

C'  — — 3a  -f-  20  = — 4 o , D'  — — 1 , 
et  on  a i8ix'3 — 3yi  x'’ — ^ox'  — 1=0. 

V » \ 

La  difficulté  de  la  recherche  de  l’entier  le  plus  voisin  de 
x' , x" , est  beaucoup  diminuée  par  le  procédé  sui- 
vant. 1 '. 
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Sorenl  p le  dernier  entier  et  fy  ' p7  'es  ^eux  dertaicres  * 
(raclions  convergentes  calculées  ; pour  pousser  plus  loin  1 ap- 
proximation, ilfaudroit mettre^?  -J pour  1 inconnue  dans 

Pz  -4-  N 

la  dernière  transformée  (5%3,  3°.)  ; ainsi  x = • 

Cette  valent  mise  pour  x dans  la  proposée  , donneroit  la 
transformée  dont  il  s’agit  sans  passer  par  les  intermé- 
diaires; et  on  voit  qu’on  peut  de  meme  passer  aussi  d une 
transformée  à une  autre  d’un  rang  quelconque  , pourvu 
qu'on  connoisse  A',  N' , P cl  P'. 

jV , jç  * , 

Or,  puisqu’on  a zzzz  -jj p-  • en  faisant  en  partie 

la  division  et  remarquant  que  P' Ai  — PAT  = ±:  t , on 
trouve 

N'  ___  i __  .A*'  i_ 

s~~  P'±1  P (Px  — P)~  P’~~  tP*  ’ 

en  faisant  è — x — ^ = la  différence  entre  x et  sa  valeur 

P 

approchée.  Soient  P , i » ....  les  différences  entre  — et 

1 >aV 

les  autres  racines  de  la  proposée,  pour  lesquelles  z est  < i ; 
puis  z'  z" ...  les  valeurs  de  z correspondantes  dans  les  trans- 
formées A' z-  + B'zr—'  = t>,  ce  qui  donne 

B’ 

— z-\-z'  4-  z"  -f-  Nous  aurons  les  m — i va- 

A' 

Ictlrs  , 

A'  « A” i_ 

p'-3- y p * P>~  è"  p‘  ’ ‘ " 

iV  (m  — i ) B' i ( i I , ^ 

dou  *== -p ■— ^-»-jn^77T7r+“  V 
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* Or,  les  différences  S'  i",....  sont  par  supposition  >i  ; de 
plus  P croit  à mesure  qu'on  approche  plus  de  x ; ainsi  , 
le  dernier  terme  de  notre  équation  ne  tarde  pas  i devenir 
négligeable  , et  on  a 

W (m— i)  B' 
z—  j»  -jr 

Ainsi , après  avoir  obtenu  ££$,  et  la  6*.  transfri rmée 
dans  notre  exemple  ci-dessus,  on  voit  que  notre  formule 
. devient  t = ^ ce  «F»  donne  non- 

seulement  l'entier  t , mais  encore  la  fraction  continue  1,6, 

10,  5,  5 dont  les  quatre  premiers  termes  conviennent 

à la  transformée  ; de  sorte  que  i , C,  to , 5,  font  suite  à la 
fraction  trouvée  , et  qu’on  aura  sur-le-champ  la  neuvième 

transformée  en  faisant  r = v*  ^ ~ ‘ , et  de  là  d’autres 

3bay  + 6t  * 

termes  de  la  fraction  continue. 

On  pourrait  demander  jusqu’à  quel  terme  de  la  fraction 
continue  provenue  de  z , on  peut  pousser  le  calcul , sans 
cesser  d’avoir  des  valeurs  propres  à celle  de  x ; mais  nous 
ne  nous  étendrons  pas  sur  cet  objet,  qu’on  trouvera  déve- 
loppé dan»  1a  Théorie  des  Nombres,  de  J^gendre,  n°.  to4  ; 
on  peut  aussi  consulter  la  Résolution  numérique  de  La- 
grange, pag.  98. 

Lorsque  la  proposée  admet  des  racines  commensu- 
rables  , la  fraction  continue  se  termine  ; autrement  elle  va 
à l’iufmi.  Lorsqu’elle  contient  une  période , elle  admet  un 
facteur  rationnel  du  second  degré  : le  retour  des  mêmes 
chiffres  ne  suffirait  pas  pour  conclure  que  la  période 
existe , puisque  les  transformées  qui  donnent  ces  chiffres 
doivent  avoir  non- seulement  une  même  partie  entière, 
mais  ertcure  la  même  lacine  ; alors  elles  doivent  avoir  un 
commun  diviseur  du  deuxième  degré  en  X. 
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Ainsi  pour  xi  — ax1 — gi'  + jîi  — aa  = o,  on  a * 
3 pour  entier  approché  ; puis 


i,#.  transf.  — tox'>  -f*  aax'  + ajx'  + IOX  + *— 0...3 

a* 58x*  — 3i4^3  — 3i5x’ — g8x  — io=o...6 

3' — 4594x1+ 1 a322xï+656ix*+  io78x+58=o...3 


On  tire  de  cette  dernière  z = + HfH  = » 

valeur  qui,  développée,  donne  la  fraction  continue  3,  6.... 
Le  retour  des  chiffres  3 et  6 fait  présumer  la  période,  et  on 
s’en  assure  en  cherchant  si  la  première  et  la  troisième 
transformée  ont  un  facteur  commun  (ce  qui  a lieu  ici, 
puisqu'il  est  ax’ — Gx — i)  : ou  ce  qui  est  plus  court  en 
traduisant  en  équation  (548)  la  fraction  continue  3,  (3,  6,) 
ce  qui  donne  x’— 11=0,  et  essayant  la  division  de 
la  proposée  par  x’  — n.  On  a donc  ici  les  racines... 
x = zt  3 (3 , 6),  x = î ±:  v/ — t- 

556.  On  peut  appliquer  aussi  notre  procédé  à l’extraction 
de^ racines  de  tous  les  degrés,  ce  qui' revient  à la  résolution 
de  l’équation  x"'  — A=o.  Soit,  par  exemple,  x’:r=i 7,  on 
trouve  la  fraction  continue  a,  1 , 1 , 3,  i38  ......  on  en  tire 

x = iyÿ  ; et  si  on  veut  une  plus  grande  approximation  , 
on  passera  à une  cinquième  transformée,  pour  laquelle  on 
aura  une  valeur  de  z qui  continuera  la  fraction  de  cette 

manière  1,  1,  3 en  la  terminant  à l’avant-dernier 

nombre,  on  a x 5=  fyjf  = 2,  57128162,  valeur  dont  la 
dernière  décimale  est  trop  foible. 

Notre  procédé  peut  s'appliquer  même  aux  équations 
plus  compliquées.  Ainsi,  soit  io'  = 2g,  on  trouve  que  x 


est  entre  1 et  a , et  on  fait  x = 1 + 


1 


d’où  . . 


io,+  »'  = 29,  ou  10  x 10"  s=  29;  divisant  par  to 
et  élevant  à la  puissance  x' , on  a enfin  10  = (2,9) x'.  De 


I 
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comme  x*  est  entre  a et  3,  on  fait  x'z=  a -J } cPo\ 

JC* 

, 8>4»  x 21  9^  = IO  et  =2’ 9- 

En  continuant  ainsi,  on  trouve  x = i,  a,  6,  6,  1,2, 

j , 2 on  en  tire  ensuite  les  frartion6  convergentes  % 

et,  comme  celle  qui  répond  au  dernier  terme  est 

■Tjffi  = i , 46a^y83 ou  a une  valeur  > x , mais  appro- 

chée à moins  de  — — ; ainsi  les  six  premières  décimales 

g8-*' 

sont  exactes. 

De  même  to-r=23  donne  la  fraction  continue  1,  2,  1, 
3, 4»  1 7,2.... et  la  fraction  convergente  ^4—  j,  36 17276.... 
est  exacte  jusqu’aux  dix-millionnièmes. 

Ainsi  011  sait  résoudre  par  approximation  toute  équation 
ioT  — b ei  même  aT  — b,  c’est-à-dire  qu’on  a un  nouveau 
procédé  pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres  dans 
tous  les  systèmes,  et  pour  en  construire  des  tables. 


CHAPITRE  IY. 


MÉTHODE  DES  COEFF1CIENS  INDÉTERMINÉS. 

» * 

Nota.  Les  sujets  que  nous  allons  traiter  ne  font  pas  partie 
de  ceux  qu’on  exige  des  candidats  pour  l’Ecole  polr~ 
technique  ; nous  nous  dispenserons , d'après  cet  avertis - 
sèment , de  mettre  des  *. 

SSy.  SOIENT  F ti  F'  dei^x  fonctions  Identiques  Je  x, 
F-=sb'  ; et  supposons  qu’à  l’aide  de  quclqu'artilice  d'ana- 
lyse, on  soit  parvenu  à préparer  cette  équation  de  manière 
à ordonner  les  deux  membres  par  rapport  à x ; de  sorte  , 
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par  exemple,  qu’elle  soit  sous  la  forme 

î : » 

a -\-bx  ex'  -J- = a1  -|-  b’x'  -j-  c'x'  -J-  etc.  ; 

i ► 

comme  il  suit  de  U nature  même  des  équations  identiques,' 
que  les  deux  membres  F et  F'  ne  doivent  différer  que  par 
la  manière  dont  ils  sont  exprimés  analytiquement  (dans 
l’un  , par  exemple  , les  calculs  ne  sont  qu’indiqués , taudis 
qu’ils  sont  exécutés  dans  l’autre)  ; il  s’ensuit  que  lorsque 
ces  deux  membres  sont  mis  sous  la  mèine  forme,  laseulç 
différence  qui  les  constituait  a,  dû  dlsparoitre  , et  chaque 
terme  d’une  part  devra  se  reproduire  de  l’autre  dans  le 
même  état.  On  conclut  de  là  qu’on  a ae=a’  , à = à' , 
c xx  c7, ......  de  sorte  que  foule  équation  identique  s* partage 

en  autant  d’autres , quelle  contient  de  puissances  dijji- 
renles  de  x ( * ). 

* 558.  Cela  posé,  une  fonction  F de  x étant  donnée, 
supposons  qu’on  veuille  la  mettre  sous  une  autre  forme 
qu’on  soit  assuré  lui  convenir;  pour  cela  , on  représentera 
les  coefhciens  des  divers  termes  par^,  /?,  C,...  qu’il  faudra 
déterminer , et  c’est  en  cela  que  consiste  la  méthode  dont 
nous  allons  nous  occuper.  Pour  y parvenir,  on  établira 
l’égalité  entre  la  fonction  donnée  F et  la  somme  F’  des 
termes  qu’on  suppose  la  reproduire , puis  , à l’aide  du  cal- 
cul, on  préparera  cette  équation  F — F' , de  manière  à en 
ordonner  les  deux  membres  par  rapport  à x ; comparant 


(*)  Ou  peut  encore  démontrer  ce  théorème  comme  il  suit.  Notre 
équation  devant  subsister,  quelque  valeur  qu’on  attribue  à x , en 
faisant  x — o , on  trouve  a = d , ce  qui  prouve  déjà  que  lçs  termes 
sans  x s’entre-détruisent  j notre  équation , divisée  par  x , se  réduit 
donc  àA+cr+g...=,i'4*  c'x  -4-, mais  il  suit  de  ce  qu’ep 
vient  de  dire  que  b zxb'  ; donc  ou  a aussi  c •+■  dx  -H  . . . = «'-l-sT* -4-  . . 
et  ainsi  de  »uke. 
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ensuite  ces  divers  termes , oo  en  déduira  autant  d’équa- 
tions, lesquelles  donneront  les  valeurs  de  A,  B,  C 

Pour  faciliter  l’intelligence  de  cette  méthode  , il  convient 
de  l’appliquer  à des  exemples. 


I.  Décomposition  des  Fractions  rationnelles. 


56g.  Proposons-nous  de  décomposer  la  fraction. 
hx  l 


3 . . — - en  deux  autres  dont  elle  soit  la  somme  : 
( x—a ) (x  — b) 

avec  un  peu  d'attention , il  est  aisé  de  prévoir  la  forme  de 
A B' 

celles-ci  ; elles  sont  r et  ■ , A et  B étant  ut— 

x — a x — b 

dépendans  de  x et  indéterminés  : c'est , au  reste , ce 
que  le  calcul  va  prouver.  En  réduisant  ces  fractions  au 
même  dénominateur  ( x — a)  (x  — b)  , il  ne  restera  plus 

qu’à  établir  l’identité  entre  les  numérateurs  

ou  hx  -f- /=  {A  4-  B)  x — \Ab-\~Ba);  or,  il  suit  de  ce 
qu’on  connoît  (5Ü7),  que  cette  équation  se  partage  en 
dedx  autres  du  premier  degré 


d’où 


A -f-  li  — k et  Ab  -f-  Ba  — — I • 

b=  “+' 


b — a 


b — a 


_ . . , r ■ **  + /x  -f  m . 

Soit  proposée  la  traction  — r;  ; on  la  sup- 

r r'  • (x — a)’(x — bj  f 


Ax-4-  B 

p°sera==  tz — rr»  + 


en  effet , en  réduisant  au 


(a;  — a)*  x—  b 

même  dénominateur  , on  trouvera 

la?’  4*  lx  = C ) x’4-  (B — Ab — 2a  C)  x-f-  («’  C — Bb) 

et  l’identité  sera  établie  en  faisant  • 


b — A C,  IxxB  — Ab  — xaC,  m — a'C  — Bb 


FnACTIOH*  «ATIOHNEU.ES.  1% 

équations  du  premier  degré  qui  détermineront  A , B 

et  C. 

fa*  4Êlx'  -4-  mx  ■+* B . , . , . 

Si  on  avoit  eu  ■ , ■■  -.-r? TT  » onauTO>‘d“  faire 

. . Ax  * -(-  Bx  -\-C  H _ 

cette  fraction  ■ 4- ;•  W > gf- 

(x  — a)'  x — — b 

V 

lierai,  soit  la  fraction  irréductible  — , d*tu  laquelle  x entre 

à un  degré  moindre  dans  U que  dans  F,  et  F =-Px  Q » 
P et  Q étant  des  polynômes  premiers  entre  eu*  et  un  •* 
est  aux  degrés  p et  y;  on  pourra  supposer 

U + Bx?-' ...  4-  L t Atx*r'  4 4-1/ 

y—  p h q 

En  effet , réduisons  au  dénominateur  commun  V,  et  pour 

cela  multiplions  Ax’’-'  4- par  Q,  et  A' x*~~‘  4- par 

P,  nous  aurons  visiblement  deux  polynômes  de  degré 
p 4-  ? — 1.  Ainsi  U,  qui  est  au  plu*  de  ce  même  degré, 
devra  être  identique  à leur  somme , qui  forme  un  poly- 
nôme complet  de  ce  degré  , attendu  que  A B étant  in- 

déterminés, il  ne  peut  éprouver  de  réductions.  On  compa- 
rera terme  à terme  ces  deux  expressions  , et  on  eu  déduira 
p 4-  q équations , nombre  égal  à celui  des  inconnues  , 
puisque  les  termes  de  nos  numérateurs  sont  en  nombre 
p et  g : c’est  ce  qui  prouve  U légitimité  de  la  décomposition 
indiquée. 

Si  P et  Q sont  eux-mêmes  des  produits  «le  deux  facteurs 
premiers  entre  eux  , on  pourra  de  nouveau  décomposer  ces 
dernières  fractions  en  d’autres  assujéties  à la  même  loi , et 
ainsi  de  suite.  Cela  revient  à décomposer  la  fraction  pro- 
posée en  autant  d'autres  que  le  dénominateur  a de  facteurs 
inégaux , les  numérateurs  partiels  étant  des  polynômes 
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complets  d'un  degré  moindre  d'une  unité  que  leurs  dénomi- 
nateurs. 


56o.  La  décomposition  de  la  frf&ion  rationnelle  ~ est 


U 


réduite  à relie  du  dénominateur  V en  ses  facteurs , puisque 
par  la  division , on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  son 
degré  soit  plus  élevé  que  celui  du  numérateur  U.  Il  peut  se 
présenter  quatre  cas. 

I.  Si  le  dénominateur  V a des  facteurs  inégaux  et  réels  , 
«u  y 2=  (x — a ) (x — b ) ....  x S-,  on  posera 


2 — , 

i*.  Soi!  par  exemple  — ^ , en  égalant  le  aéno- 

minateur  à zéro  , on  a r = a et  * = — i , ce  qui  donne 
pour  scs  (acteurs  x — setr+  t.  On  fera  donc 


i — 4 x 


B 


x’ — x— a x — a x i 

d'où  on  tirera  A = — a = B , de  sorte  que  la  fraction 
a a 

proposée  = 


a*.  De  même  pour 


s — x x-f- 1 

t 


+ 


B 


a 1 — x1  a-f"x  a — x 

on  trouvera  l’identité  i r=  (B — A ) x-f-a  (B-\-A)\ 
on  supposera  que  le  premier  membre  contient  o x x 
«t  comparant  terme  à terme  , il  viendra  B — A = o-. 


(B  -j-  A)  =,  i , d’où  B — A — — 


et 


a*  — x1  aa(a  + x)  aa  (a  — xÿ 


s 


3*.  On  fora  ’ 


Fractions  rationnelles, 
i A B 


4- 


,3g 

, et 


x (a‘ — x*  1 x a + x a — x 
on  Irouvera  1 = Aà'  -f-  ax  (J3  -f-  C)  -f-  x'  (6’  — A — B)> 
ce  aui  donne  t = Aa'  , B C = o , C — A — B=  o j 


d’où  A = — — , B : 
a* 


, C =? : ainsi 

va*  ta* 


1 

a'x 


4- 


x{a' — x'1')  a'x  za‘ (a-i-x)  ' 2.a'{a  — x) 

II.  Si  le  dénominateur  V a des  facteurs  inégaux  et  ima- 
ginaires du  premier  degré  , qui  se  conjuguent  deux  à deux 

en  facteurs  réels  du  deuxième  ou  

Y=  (x'-{-px  -j-ÿ)(x»  -f  p’.x  -h  ç' ) ....  X S.  On  posera 


V 


Ax  4-  B 


.+ 


Cx  4-  I) 


y x'a-px  + i x,+p'x+9' 

*’  — x 4*  t A 


£ 

0'  ' 


* ’ Pour  («  4^(i4^) 
obtient  A x=  j , B C~  — j 


5°.  De  même  en  faisant. 


14* 

A 


Bx  -\-C 


1 4-x 


Bx  -f-  C 


X s .1  x 1 ï’+Xt1 

on  trouve  A — €■=  — B = 

III.  Si  V a des  facteurs  réels  et  égaux,  ou  F— :(x-a  " S r 

. . U Ax"-‘  4-  Bx"—'  ...  P . . 

on  pourra  taire  — = ; : — -j — — , mais  il 

1 y (x — a)”  5 

sera  préférable  de  poser 

V A , * + * 

cV  (x — a,"  ' (x  — a, " ’ x — a 1 S 

11  est  en  effet  visible  qu’en  réduisant  au  même  dénomina-* 
leur,  les  résultats  sont  équivalens  de  part  et  d'autre. 

*4*  x"'  — j—  2 • 

6\  Ainsi  pour  la  fraction  — -, — — -, ; — r-  quoi— 

1 x (x—  t)’  (x-fi)>  1 
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* i4q 


, J 

qu  on  puisse  la  décomposer  en  

* X 

d’où  A = a , C = 

sera  préférable  de  faire 


_l_  Bx  + Ç Dx+E 

+ (*+«/’ 
'Exxl,  il 


a;i  + x,+  a __  -A  B Ç ])  f 

X4— ax’-fx  X + (x-f  ty  + jç  + t "*■  (X-l)>  + x-~l  ’ 

i a J-  s*  . , 

qu  on  trouve  î <■  . 1 f 

x (■*+«/  x-j-i  "^(x — 1;>  x-i 
"*•  On  a de  même 


[ i 2-*  -4-  3 x 

*<•« +*r(,  +*+'^)~* 7.  jr+*y+r+ï+r» 


I 

X 


(*TT* 


+ 


x -j-  I ' 

IV.  Pareillement  si  Fa  pour  facteur  (x1  ~j- px  -j-  q )"  , 
ceux  du  premier  degré  de  x>  -f  px  + q étant  supposés 
. imaginaires,  on  fera 

U_  __  Ax™-'  + Æx”””  -f ...  4.  T P 
V (■*’  + />*  ■+•?)"  ^ ~S  ’ 

ou  piutùt  il  = , C*+D 

V (x'+px+qy^ (x'+px+qy-' 


8".  Ainsi , on  fera  1 

(t+x)x*(x*-f-a)  (x’-f-i)* 

A.  n , C , *>*  + £*,  Fx+G  Hx+l 

1 + * #*  x^  x’  + a (x‘4-,)*+  x*-_j_  , > 

et  on  trouvera  A=  -fg,  B--C  = i,  D = — E= 

//  = _/=! 

Au  reste,  nous  donnerons  des  moyens  plus  expéditifs 
pour  déterminer  les  coefliciens  ( 7 15). 


Séhip.s  récurrentes. 


»4* 

a.  Séries  Récurrentes. 

56 1.  Proposons-nous  de  développer  en  Série  (465,  1.), 

— - — On  est  assuré  par  la  division  de  a par  i -f-  «x  , 
i 4~  mx 

que  celle  série  procède  suivant  les  puissances  croissantes  et 

positives  de  r,  c.-à.-d.  qu’elle  a la  forme... 

A-\-  B-r-}-  C'a:’-}- 11  ne  s’agit  donc  que  de  déterminer 

les  coefficiens  ABC...  et  la  loi  qu’ils  observent  entre  eux. 

L’identité  — - — , ztz  A + Bar  -f*  Cx'  étant  multi- 
1 -)-  *x 

pliée  par  i -|-  «X,  donne 

a = A 4-  BI.t  *f  Clx’  -f»  1) Ix*  4-  .... 

4-  A*\  4-  B* | 4-  G’«|  4-  .... 

On  en  conclut  A = a , B 4-  ri»  — o , C B «=o...  ; la 
l**.  de  ces  équations  détermine  A , la  a*.  B,  etc...  On 
peut  d’ailleurs  trouver  A directement  en  faisant  r = o 
dans  la  fraction  proposée  et  dans  son  développement. 

On  remarquera , d’après  la  nature  itiéme  du  calcul , 
que  si  M et  JV  sont  deux  coefGcietis  successifs  de  notre 
série,  on  a N 4-  /If*  =3  o , d’où  N z=:  — *jl/  : ainsi  tout 
coefficient  est  le  produit  du  précédent  par  — «;  ou,  si  on 
veut,  un  terme  quelconque  se  trouve  en  multipliant  celui  qui 
te  précède  par  — ax.  Ce  multiplicateur  cSt  le  terme  qui, 
en  signe  contraire  , accompagne  l’unité  dans  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  proposée.  On  a donc 

— - = a (1  — «r  + s’i’  — ....  dz  «Tx"...). 

1 4-  ** 

On  nomme  Séries  Récurrentes  celles  dont  chaque  tertne 
se  déduit  des  précédons , en  les  multipliant  par  des  tfuan- 
tifcX  invariables  ; ces  moltiplirateurs  constituent  ce  qu’on 


i [a  Ai.r.i.r.itF.. 

appelle  YEchelle  de  relation.  Comme  on  peut  ramener  à la 

forme , toute  fraction  rationnelle  dont  le  dénomi- 

1 ct.e 

iiateur  est  du  i'r.  degré,  on  voit  qu'elle  engendre  toujours 
une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est  le  terme 


— a x. 

Le  Terrhe  général  (48t),  °u  le  (n-J-t)'  terme  est 
nfcct«"x";  on  prend  le  signe  supérieur  quand  n est  pair, 
l’inférieur  lorsque  n est  impair.  Puisque  notre  série  est  une 
progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  — «x  , il  est 
très-aisé  d’avoir  la  somme  des  n i x*™.  termes,  ou  le 
Terme  Sommatoire J ( 487  ) : on  trouve  • 


fl  ( 1 ± «"-|-,xn+')  _ 
I -f-  atx 


on  prend  les  mêmes  signes  que  pour  le  terme  général. 

56a.  Si  au  contraire,  la  série  a(i — «x  + •■•)  *t0't 
donnée  ainsi  que  sa  loi,  il  seroit  aisé  de  trouver  la  fraction 
génératrice  , qu’on  nomme  la  somme  entière  de  la  série  : 
en  effet,  le  numérateur  est  le  premier  terme  a , et  le  dér- 
nominateur  est  1 — l’échelle  de  relation  , ou  1 + «x. 


2 

Par  exemple,  — , en  faisant  x = o donne  j pour 

1”.  terme  ; puis  , mettant  la  proposée  sous  la  forme 

s 

— — y on  a ~ x pour  l’échelle  Je  relation  { et  par  consé- 


quent , la  série  § ji  + (ji)’-!- } le  terme  gé- 
nérai est  ( Jj  ^‘•"'x" , et  le  terme  sommatoire  est 

c .. 

3 — ax 


Réciproquement,  si  la  série  est  donnée,  le  lrr.  terme  J 
est  le  numérateur,  et  1 — |x  est  le  dénominateur  de  La 
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Si  donc 


fraction  génératrice , qui  est 1 1\.'  011  

a:  = x,  on  trouve  1 pour  somme  de  la  série  suivante, 
continuée  à l’infini  3 { 1 + 3 + (3)’  + ••••} 

5G3.  Si  on  suppose  x =:  2 , on  trouve  de  même  — a 
pour  la  somme  de  J { 1 + 3 + tt  ~h  ••••  J Ce  résultat  offre 
un  paradoxe  remarquable,  car  on  ne  conçoit  pas  comment 
la  somme  de  plusieurs  quantités  positives  peut  être  — 2. 
Mais  ced  s’explique  en  remarquant  que  la  série  étant  diver- 
gente (485)  , on  ne  doit  pas  regarder  la  somme  des  i"\ 
termes  comme  formant  une  portion  de  celle  qu’on  cherche, 
attendu  que  la  somme  des  termes  qu’on  néglige  peut  être 
négative  et  même  excéder  celles  des  n premiers  termes  : 
c’est , en  effet , ce  qui  arrive  ici , où  les  termes  négligés 


— s ou 


3 2-E 


, qui , pour 


ont  pour  somme  — 

3 — 2X 

x = 2 , devient  — a (3  )n4'‘. 

E11  général , lorsqu’une  série  est  divergente , il  faut  l’em- 
ployer en  totalité , parce  que  son  ensemble  représente  la 
fonction  dont  elle  est  le  développement. 

564-  Cherchons  la  valeur  de  la  fraction  o,3333...  on 
l’écrira  sous  la  forme  ^ -f-  îSs  r&y-l- 


ou 


( i 4-— — f-  •••)  1 x étant  = La  fraction 

\ 10  io*  / 


3 3 

génératrice  est i donc  o,333 = ={■ 

fa  10  — x 10  — i 

Soit  p la  période  d’une  fraction  décimale  , p étant  com- 
posée de  k chiffres  , cette  fraction  équivaudra  à 

— / 1 4-  — 4-  — - + ...\  , x étant  = 1 : or  la  fraction 
101  \ io1  10*1  i 


génératrice  de  cette  série  est  — j 

(5a  et  101 , 8°.). 


, résultat  déjà  connu 
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565.  Développons  maintenant  — — , forme  à 

i-t«  + fix' 

laquelle  on  peut  ramener  toute  fraction  rationnelle  du 
a',  degré  : on  verra*  comme  tt“.  56i , qu’bn  peut  l’égaler 
à A -(-  Bx  4-  G*’  ...v  Multipliant  par  i /Sx' , on 

trouve 


a -f-  bxzx 


A+H 
+ Am 


X + C 
4-  Btt 

À-Afi 


x'  + n 
+ Cm 
4-  B fi 


— 

+ .*•  * 
-f-;  1. 


d’où  A st  n , B 4-  Aà  b , C 4 Bk  4 A fi  = o , etc. 

La  i,e.  donne  la  valeur  de  A qu’on  auroit  pu  d’ailleurs 
trouver  directement  en  faisant  x— o dans  la  fraction  propo- 
sée ; la  a*,  donne  B = b — an.  Quant  ans  autres  coefiiciens 
C , A,....  sans  nous  arrêter  à les  déterminer,  il  est 
facile  de  voir  que  si  M N P sont  trois  coefücietts  siiccCSsifs 
quelconques  de  notre  série,  ils  sont  liés  entre  eu*  par  la  re- 
lation fiM  —o,  d’où  P — — nN  — pM ; en  sorte 

qu’un  coefficient  se  déduit  toujours  des  deux  qui  le  précèdent 
multipliés  respectivement  par  — « et  — $ ; ou  plutôt,  le 
développement  de  toute  fraction  dont  le  dénominateur  est 
t + ax  4-  fix'  forme  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de 
relation  a deux  termes , — «x,  — px'  : ce  sont  les  quantités 
• qtli , ôtées  de  t , forment  ce  dénontînàtêiiê. 

5G6.  Réciproquement  lorsque  la  loi  de  la  série  est 
donnée  avec  ses  deux  premiers  termes,  il  est  facile  de 
retrouver  la  fraction  génératrice  ; car  * les  équations.  . i . 
A — a et  B 4*-  An  = h , où  A et  B sont  connus  , donnent 
a et  i,  et  par  conséquent  le  numérateur  a-\-6x  : le  déno- 
minateur est  = i moins  les  deutt  termes  de  l’échelle , 
ou  = I -f-  «x  -|-  (SX*. 

a 4 ■V 

Par  exemple , a pour  premiers  terme* 

X7 X — 2 
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— i + 1 *;  ce  qui  suit  des  valeurs  de  A et  B,  ou  même 
ée  la  division.  De  plus,  en  donnant  à la  proposée  la 

forme ■ — , on  reconnolt  que  — lx  et  4-iJs1 

i +i* — ix%  ’ i » -r» 

sont  les  termes  de  l’échelle  ; donc 
a — 4-r 


*._x_a  = “‘ + f *-ï**  + J»L*5-?i*4  + - 

Si  au  contraire  on  donne  — i -f-  f * , et  l’échelte 

— ïx  et  £■**;  en.  faisant  et  £=£,  nos  équation» 

donnent  a = — i et  b = a : le  numérateur  est  a x — v , 
et  le  dénominateur  i-j-ji  — ( ar1.  La  somme  de  la  série 
infinie  — i -f-  4 — ;•••  (dont  l’échelle  de  relation  est 

— jet|)  s*  trouve  en  faisant  .x  = r dans  la  fraction 
génératrice;  cette  somme  est  i. 

De  même  x = 5 donne  — i pour  somme  entière  de  la 
série  divergente  — t dont  l’échelle  de 

relation  est  — £ et  (V.  n“.  563.) 

% Pour  obtenir  le  terme  général,  on  décom- 

j» 

posera  la  fraction  proposée  (55cj)  en  deux  antres 


et 


B 


— -p— — , dont  on  sait  trouver  les  développentett»  et 
les  termes  généraux  (56t).  Ainsi  la  fraction  ci-dess» 
= - — —7—»  (300,  t .).  Les  séries  qui  en  tê-ï 

3 X X-)-X  * 

sultent  sont 

H-  »■*+!**’••+  (ï*)"-  • • «t  — a{  i—as-ftc*...  J- 

chaque  terme  de  la  suite  qu’engendre  la  fraction  proposée, 
est  la  somme  des  termes  de  même  rang  dans?  ces  pro- 
gressions ; et  le  (n  -f- 1)*  terme  ést  {—■  ± x".  Lé 

signe  supérieur  a lieu  seulement  quand  ri  est  impair.  » 
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On  verra  de  même  que — ' — ... — - se  décompose 

1 < ^ X ”4—  j X 

3 i 

*n  2. (;  x — ~ ’ ce  1U'  Pr°duit  les  série* 

2(>  +3j:  + 9J:’...3"x")  et— i (i  +æ  + x’...  + *"); 
donc  le  terme  général  cherché  est  5 x"  ( 3'’+I  — i). 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d’être  dit  que  toute  série 
récurrente , dont  l'échelle  de  relation  a deux  termes , est 
dècomposable  en  deux  progressions  par  quotient , de  sorte 
que  chaque  terme  résulte  de  l’addition  de  ses  correspon- 
dans  dans  deux  séries  de  la  forme 

M (t  + A*  + A’*1  + • ; •)  » JV  (t  -f-  Ix  4»  l’x * 4-. . .) 

On  peut  donc  parvenir  à ces  séries  composantes  en  cher- 
chant directement  à déterminer  M , N,  h et  /.  Ce  procédé 
présente  quelqu’avantage,  sur-tout  lorsque  les  facteurs  du 
dénominateur  sont  irrationnels  ou  imaginaires. 

Soit  A 4-  Bx  4-  Cx'  4”  ctc-  ■>  Ie  développement  Aîné 

• , J -4-  bx  , . 

de  la  fraction  cherchée ; il  est  clair  qu’en 

t 4*  *x  4"  z3*’  T 

comparant  on  a 

M -H  N.  = A , il/A  4-  NI  = B. 

On  seroil  conduit  à des  calculs  très-pénibles  , si  on  pré- 
tendoit  obtenir  deux  autres  équations  par  la  même  voie 
C = Mk'  4-  A7’  ; . . . mais  au  lieu  de  cela , on  use  de  cet 
artifice  remarquable  ; les  coefficients  Mk'  et  NI'  des  3e*. 
termes  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

Mk'z=Mk  (A  4- /)  — Mki , NI'  = A7  ( A 4-  /)  <£-  Nkl  ; 

en  ajoutant  on  a 

C—  C*4-0  (MA  + -NQ  — A/(di  4-  N)  = (A  4-  l)D  — kl  J. 
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Ainsi  on  obtient  le  coefficient  C en  multipliant  B par 
k l , et  A par  — A/;  or  on  sait  qu’on  l’auroit  aussi 
en  multipliant  B par  — « , et  A par  — g ; donc  k-\-l=z — « 
et  kl  ~ i S , ce  qui  apprend  que  k et  / sont  les  racines 
de  l’équation  k ’ -f-  *A-|-i8  = o.  On  trouve  cette  équation 
en  égalant  à zéro  le  dénominateur  1 -f-  «x  -|-  £x’  de  la 

fraction  génératrice,  et  mettant  —j—  pour  x.  On  en  con- 
clura M et  N , et  par  suite  le  terme  général  xn(Mk"-\-Nln') 
et  les  deux  progressions. 

Soit  proposé ! - — ■ = i 3 x — x*. . . nous 

1 H vt<  l)  X 

aurons  M N s=  t , 21/A  -f-  2V7  = a,  k-\-  /= a,  kl— 5 ; 

les  racines  de  l’équation  À’— 344*5=0  sont  fc=i-f-2^  — i, 

. , . . ..  a-t-y' — i _»  2 — V — 1 

2=1  — 2 yJ  — i ; ainsi  N = , Af= - , 

4 4 

et  on  obtient  pour  le  terme  général 

î*"{(2— y/— OCi+ay1-  0"+(a+V— 00— 2^-0"}, 

expression  d’où  les  imaginaires  disparoissent. 

568.  Ces  procédés  ne  sont  plus  applicables  lorsque  le 
dénominateur  de  la  fraction  proposée  est  un  carré  par- 

, • . , a -f-  Ax  ...  » 

fait;  mais  alors  on  a— — , qui  équivaut  a 

, (!+«*)*  4 
(a  -J-ix)  (i  -f-  «ï)_: *;  or  en  développant  (i  + «x * 
par  la  formule  du  binôme  (484)  , on  a pour  les  termes 
de  rang  n et  (n-f-i),  zp  n«"~‘  r*~‘  -4-  (n  -|-  i)  »"xn , 
en  multipliant  par  a -f-  bx  , on  trouve  pour  («  + *)* 
terme  , qui  est  le  terme  général  cherché 

±.  xn  | (n  -f-  i)  a*  — , 

en  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  n est  pair,  et  l’infé- 
rieur dans  le  cas  contraire.  • 
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C’est  ainsi  que  le  développement  de 


6-4-9* 


a pour 


terme  général  3"+'  x"  (3n  4-  a)  : en  faisant  tour-à-tour 
n = o,  t,i,3. . . on  obtient  les  divers  termes  de  la  série 
qui  est  6 45*  + a«6*’  -f-. ... 


Puisque 


a -f.  bx 
(i  -f-  «*)» 


se 


décompose  ( 56o  , III.  ) en 


b 

a ( I -f*  aX  ) 


b y 1 

<*  )'  (i  + «*)*  ’ 


le  développement  n'est  plus  formé  de  deux  progressions 
par  quotient  ; et  il  est  clair  que  ces  séries  sont 


ji — a*-}-  } 

^ a — i — 2<x  + 3*’*’.. . i (n  + i)  •"*"  J 

ce  qui  fournit  un  nouveau  moyen  d’obtenir  le  terme 
général? 

569.  Il  est  aisé  maintenant  de  trouver  la  somme  d’une 
portion  de  série  récurrente  du  second  degré , puisqu’il 
s’agit  simplement  d’avoir  cette  somme  pour  deux  progres- 
sions par  quotient.  Soit  proposée , par  exemple,  la  suite 
— 1 -f-lx  — £*’ + Y*3...  dont  l’échelle  de  relation  est 

* * *’  * 

et  -J -,  et  qui  se  décompose  en  deux  pro- 

3 2 

gressions  i-j-i*-4*ï*’-4--**  et  — 3(I  — *-(-**•••)• 
On  a ( 1 44  ) pour  la  somme  des  n premiers  termes 
**—  a”  2 (rfc*" — 1) 

2"-‘  (x— a)  *+1 

570.  On  raisonnera  de  même  pour  les  fractions  des 
degrés  supérieurs  au  2'.  ; et  sans  pousser  ces  considération» 
plus  loin  y on  voit  que  le  développement  de  la  fraction 
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a + b, x -f-  ex'  ...  . 

est  une  sérié  récurrente  dont 

i -f-  a.x  -J-  /**’  4-  y*^ 

l’échelle  de  relation  est  composée  de  trois  termes 

— — j?^*.et  — yx’.  Et  ainsi  des  autres  fractions. 

3.  Méthode  inverse  des  Séries. 


571.  Désignons  par  y une  fonction  de  x développée 
en  une  série  donnée  ; la  méthode  qui  apprend  à en  tirer 
la  valeur  de  x ordonnée  suivant  1rs  puissances  de  y , 
est  celle  qui  va  nous  occuper  ; on  l'a  nommée  Méthode 
inverse  des  Séries , ou  Retour  des  Suites  : on  en  saisira  mieux 
l'esprit  par  des  appplications. 

‘ I.  Soit  proposée  l'équation 


x-* 

- — + etc' 


et  soit  demandée  la  valeur  de  x exprimée  en  fonction 
de  Supposons  que,  par  le  procédé  qui  va  nous  occuper 
bientôt,  on  sa  spit  assuré  que  y ne  peut  recevoir  que  des 
exposans  entiers  et  positifs  ; on  en  conclura  que  la  forme 
de  la  série  cherchée  est  x = Ay  -|-  4"  Çy3  4*  etc.  On 

ne  met  pas  ici  de  terme  sans  y,  parce  quex=t>  doit 
donner  y c=so.  Dorénavant  nous  mettrons  pour  ce  terme 
sa  valeur  qu’on  peut  toujours  obtenir  par  le  même  moyen. 
D’après  cela , si  dans  la  série  proposée  on  substitue  pour 
x , x*,  x3,. . . . cette  suite,  son  carré  , son  cube  , etc.,  on 
aura  l’équation  identique 


yz=Ay- f B y'  4.  Cy3  + D y*  + etc....  pour  x 
-ri4y'  — ABy3  — tBÿ>  — etc.» 

— ACjA — etc.)*”  * 

■,  +iAy+J*Bjr*+«€ 4-j*8 

— 3 A'y* — etc.....  — {x* 


• . I 
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On  la  partage  en  diverses  équations  A =i,  B — \ A'  = Of 
C — AB  + j A*  — o , etc D’où  on  conclut 

A = —,B  = —,  C=— D == ~T~7  > etc. 

I 1.2  1.2.0  I .2.0.4 

de  sorte  qu’en  substituant  on  trouve 


y . r 1 y | j4 

1 ~ 1 .1.  1 .3.3  1 .2.3.4 


4*  etc. 


II.  On  verroit  de  même  qu’en  renversant  la  série 
jjr  = x — x*  + — x\  -|r  «te. , 

elle  devient  * = y -\-y*  + y'  -f- if"  etc. 


III.  La  série y=x-- 


X7  > 


-f  etc. 


1.2.3  ‘ I.2.3.4.5  1.2.,.  ..7 

doit  être  renversée  en  supposant  x^Ay-^By'-^Cy5-^-  etc. 

et  omettant  les  puissances  paires  de  y , ainsi  que  cela  va 

Stre  démontré  ; on  trouve  par  le  calcul  A = 1 , 

_ 1 i.3‘  . 

B = — r,  7 C ~ =• , etc. , d ou  on  Ure 

2.3  a. 4«5 

..  , 1-y*  , I-3.r>  , «-3.5^  1.3. 3. 7 y*  , 

+ X3 +r43+r4X^+ïï4X8.9+-,'‘ 

L I * 

IV.  En  général  soit  x=zay -^-by* «y3  + etc.,  on  aura 

x bx *■  2S’ — oc  , 5 aie  — a'd — 5i3  , 

. jj-| x*  4-.. .. 


a a*  a1  o? 

Soit  aussi  x = ay  4-  by'  4-  ^ + fy!  + etÇ-  » on  a 

x bx'  3 b' — oc  8oic — a'd—i2b' 

**+ -= *7+  — 


^ a «4  . a-  - 

572.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  donne  lieu 
à deux  difficultés  ; la  première  consiste  à prévoir  la  forme 
de  la  série  cherchée  •,  la  seconde  tient  à ce  que  la  loi  des 
coefficicns  ne  peut  se  déduire  que  par  induction.  Mais  on 
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évite  la  première  en  représentant  aussi  les  evposans  par  des 
lettres  a,  / 8,  y. . . qu’on  détermine  par  la  condition  que 
chaque  terme , après  le  calcul , en  trouve  d’autres  de 
même  exposant , avec  lesquels  il  puisse  être  ordonne. 
Soit  ' ^ = J x’  -j-  $ x1  -|-  i •**+•••  • 


on  supposera  x Cy>-\-, . . en  ne  mettant 

pas  de  terme  sans  y , parce  que  x •=.  o doit  donner  y ■=.  o : 
a ê y. . . sont  des  exposons  croissans  et  indéterminés.  On 
cherchera  x’,  **...  et  substituant,  on  remarquera  que 
i*.  Les  exposons  de  x dans  la  valeur  de_y  étant  en  pro- 
gression par  différence , a /3  y . . . doivent  jouir  de  la  meme 
propriété,  puisqu'on  formant  x',  x1'.  • . les  dcveloppcinens 
satisferont  encore  à cette  condition. 

2°.  Il  suffira  de  déterminer  « et  g , puis  on  en  con- 
clura y.... 

3“.  Le  terme  dti  2e'.  membre  où  y a le  plus  petit 


exposant  est  j A’y'*-,  il  doit  s’ordonner  avec  le  i,r.  mem- 
bre^1 ; donc  aa  = i et  a A,'  — i , d'où  2, 

4”.  Les  termes  dont  après  ceux-ci  les  exposans  sonf 
moindres  , étant  ABy**1  et  A A' y'*,  en  s’ordonnant  con- 
duisent à a -f-  /8  xx  3«  , d’où  /S  = | : ainsi  la  raison  de  1». 
progression  est  j,  et  on  doiL  supposer 

xt=Ayi+Byi+  Cyi+.. 

+ l35. 

Par  la  même  raison,  on  voit  que  dans  l’exemple  IU 
on  ne  doit  introduire  que  des  puissances  impaires,  et  que 

_ I I ! I i 

pour  yx=x~’  — A x’  — -J  x’  — 77  •*’  — - 7^7  x •••  1 on  *1°^. 
supposer  x = Ay~7  4*  4*  G?'-6*.-  Le  ralcul  donne 


..ou  trouve  enfin. 

~r  y'-\ 
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5j3.  SI  on  «voit  y =:  a -f-  bx  -J-  • 3 (audroit , 

pour  plus  de  commodité  dans  le  calcul , passer  a dans 
Je  premier  membre  et  diviser  par  b ; car  en  supposant 

J ^ = z , on  auroit  z — x- f-  — — x’  -J- . . . il  faudroit 

ensuite  développer  simplement  x en  fonction  de  *.  Au 
reste , V.  n*.  670. 

4.  Siries  Exponentielles  et  Logarithmiques. 


574.  Cherchons  à développer  en  série  les  fonction» 
Transcendantes  , et  prenons  d’abord  Y Exponentielle  4e,. 
Pour  cela , faisons  a—\+y,  puis  employons  la  formule  du 

x — 1 „ , 

binôme;  nousaurons  (i4-^)-r=t-f-*y+x-  — ~ — J +•  • ■ 

11  est  aisé  de  voir  que,  i“.  le  terme  sans  x est  t. 

2“.  x n’a  que  des  exposans  entiers  et  positifs. 

3*.  Enfin  en  désignant  par  k le  coefficient  de  x',  on  B 
cette  série  dont  la  nature  même  du  calcul  rend  la  loi 
manifeste 


Supposons  donc  a’  = 1 -f-  kx  -}-  Ax*  -j-  Bx*  -J- . . • il 
s’agit  de  déterminer^.  B...  Remarquons  que  les  coefficiens 
kAB ne  varient  point  avec  x,  de  sorte  qu’en  chan- 
geant x en  t , on  a encore  a*  s=  i-f-  kz -f -Az'  -\-Bz3  . . 

«n  supposant  que  z surpasse  x de  1 , ou  * = x -J-  *• 
Retranchant  nos  developpemens,  on  a a‘ — a*—a*4 — <rr. 


/»U 

*<'(*‘-^1)  :=!(*  — jf)  + A(z'  — x')  4- JS  («»  — x5). 

Cette  équation  a ses  deux  membres  divisibles  par  i ou 
z — xt  puisque  (=:o,  ou  xax,  les  rend  nuis.  On 
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met  ce  facteur  en  évidence  en  substituant  pour  a'  sa  valeur 
i -j-  Ai  -j-  ■/#’  4-  ....  et  on  trouve  en  divisant  par  i 

ar(k-\-Ai- j-. . .)—k  -\-A (r-j-x)-f-  B (z’-i-zx- J-x’)  -j-. 

La  loi  résulte  encore  du  calcul  même  , puisqu’on  n’a  (99) 

' Zn—~ 

<jue  des  termes  4e  la  forme — =zn~~l-}-xzn  *-$"••• 

■Comme  tout  ceci  a lieu  , quel  que  soit  z , faisons  x=x 
«u  i=  o , noie  aurons 

kax  = A ( 1 -f-  kx  -(-  Axm  -J-  Bxl  -f-  • . • ) 

= A -f-  a/fx  -j-  3 Bx*  + 4 C*3  + • • • 


■Comparant  terme  & terme  , on  trouve  A = 

A3  A* 


B = C 

a. 3 


. . . enfin  on  obtient 


, , 7 ,****,  AV  , Aixi 

o'=i-j-Ax-| — -f  ç-  + + 


a. 3 


2.3-4 


série  cherchée , et  dont  la  loi  est  toujours  évidente  jus- 
qu’à ftnfini. 

575.  L’équation  (1)  fait  connoître  A lorsque  a ou  y est 
donné  : pour  résoudre  le  problème  inverse  , faisons  x—i 
dans  (a) , nous  aurons 


“=*+*+ 


+ 


A3  A4 

aTl  + 1734  + 


(3) 


En  sorte  que  chaque  valeur  de  a répond  à une  valeur 
connue  de  A , et  réciproquement.  C’est  ainsi  que  A = i 
donne  pour  la  valeur  correspondante  de  o, 

*—  » + i*-f  ï + 5 +...  = 2,71828  18284  59... 

11  est  vrai  qu’il  faut  que  nos  séries  soient  convergentes 
pour  résoudre  ce  double  problème  : il  convient  donc 


tS4 
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d’obtenir  une  autre  relation  entre  a et  k,  qui  soit  utile 
dans  tous  les  ras.  Pour  cela  , faisons  h = i dans  la 
série  (2) , a n’y  sera  plus  arbitraire  et  prendra  la  valeur 
e que  nous  venons  de  déterminer,  et  il  viendra 


x’  X5  x*  , 


Or  i et  * entrent  de  la  même  manière  dans  (ay,  de 
sorte  que  si  on  change  ici  x en , k , on  devra  tomber 
sur  la  série  (3)  : donc  on  trouve  entre  e,  a et  À celte 
relation  a — e *. 

À » 

Dans  les  calculs  où  les  logarithmes  sont  appliqués-à  l'al- 
gèbre, on  a coutume  de  préférer  la  base  «=2,718...  ; on 
les  nomme  alors  Népériens , du  nom  de  l’inventeur  des 
logarithmes  dont  on  consacre  ainsi  la  mémoire.  On  leur 
applique  aussi  la  dénomination  impropre  de  Naturels  et 
A' Hyperboliques  (Voy.  n°.  74®»  H )•  Nous- désignerons  doré- 
navant ce  système  par  le  signe  log  , pour  le  distinguer.. 
Ainsi , le  signe  Log  z désignera  un  système  dont  la 
base  est  arbitraire;  Lz  supposera  la  base  10,  ou  Içs 
logarithmes  de  Briggs  employés  dans  les  tables  ; enfin 
pour  logr  la  base  est  « = 2,7182818... 

576.  De  l’équation  a = e* , on  tire,  en  prenant  les 
logarithmes  de  part  et  d’autre  dans  un  système  quelconque, 

Log  a — h Loge.  ."  . . (4); 

, , Log  a \ 1 

donc,  i®.4  , k — - — 2 — = log  a = ; , 

’ Log  e ® Log  e 

. * . I î * 

suivant  que  la  hase  est  quelconque,  est  e ou  ». 


3°.  £1;  mettant  pour  k sa  valeur  log  a dam  (a' , il  vient- 
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log  a -f- 


ar’log^a  xMog3^ 


4“-  Si  dans  (4) , on  substitue  pour  k sa  valeur  (t) , 
et  lÆj  Pour  ai  on  obtient 


L°g(i+y)=Loge  {y  — 1-+  (C); 

3 O 4 

et  s’il  s’agit  de  logarithmes  népériens  , comme  loge  = i 9 
log  (l  +y)=y~:L-  + +...  (D). 

Les  séries  A et  B servent  à trouver  le  nombre  a*  ou  eT  qui 
répond  à un  logarithme  donné  quelconque  ou  népérien  : 
les  suites  C et  T)  résolvent  le  problème  inverse;  mais  il 
faut  que  ces  développemens  soient  convergens  (563). 
S77.  .En  comparant  les  formule*  C et  1) , on  trouve 


L°g(«  + y)~ Loge  xlos(«  +y)  • 

donc  dans  toüt  système,  le'  logarithme  d’un  nombre  est 
le  produit  de  son  logarithme  népérien  par  le  module  ; 
c’est  ainsi  qu’on  nomme  (t52)  le  facteur  Log  e,  qui 
est  constant  pour  toqs  les  logarithmes  d’un  même  sys- 
tème. Réciproquement  on  change  les  logarithmes  népériens 
en  ceux  d’un  autre  système  en  les  divisant  par  le  module. 

5y8.  Si  nous  voulons  employer  la  formule  C au  calcul 
des  tables  de  logarithmes,  il  faudra  la  rendre  convergente', 
et  déterminer  le  module  Log  e.  Pour  cela  , changeons 
y en  — y dans  C,  il  viendra  h série  négative  . . . . 

Log  ( 1 —y)  -=  — Log  e Çy  + Z-  + Ç.  .\  retran- 
chant de  C , on  a Log  ( t -f -y)  — Log  ( i — . y ) ; ou 
I-9g 


« 


I 
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Pour  faire  servir  cette  série  à la  détermination  du  loga- 
rithme d'un 'nombre  quelconque  positif  jY,  il  faudra  mettré 
N—i  . , , i + y . • 

i 


; donc  .y  sera 


pour  y sa  valeur  tirée  de  flf- 

< i rt  notre  série  est  déjà  convergente.  Mais  comme  elle, 
l’est  d’autant  moirt*  que  N est  plus  grand , on  évitç 

cet  inconvénient  en  faisant  — • 


r- 


a c 


= , d’où. 

i — y z — i 


— . Mettpns  - — — pour  Log  e et  celte  va- 


. . - - — — u . 

leur  de  y , le  premier  membre  deviendra  Log  ^ J , 

ou  Log  z — Log  (z  — | ) , p.-à-d.  la  différence  4 entre 
les  logarithmes  de  deux  nombres  consécutifs  e et* — I ; ainsi 

(£)• 


logO 


1^— 

« -r-  1 


3(a»-i)*  5(xc—j)s 


On  peut  maintenant  calculer  tous  les  logarithmes  népé- 
riens , puisque  log  a devient  log  e ou  1.  Soit  d’abord 
? = a,  comme  log  1 =o,  (i5o,  1“.),  n devient 


d’où log  a = 0,69314718 

de  même  r =s  3 donne  pour  4 une  valeur 

qui  ajoutée  à log  2,  conduit!....  log  3 = 1,09861339 

èn  doublant  log  a,  il  vient log  4 = 1,386394^6 

s = 5 conduit  de  même  à log  5 ~ 1,6094^791 

et  ainsi  de  suite.  On  remarquera  qu’i  mesure  que  z croît, 
la  série  devient  plus  convergente  : lorsque  z surpasse  100  , 
le,  premier  terme  suffit  pour  donner  le  logarithme  avec 
7 décimales. 

Venons- en  aux  logarithmes  tabulaires;  il  suffira  de  caU 
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çulcr  logo,  ce  qui  n’a  plus  de  difficulté,  puisque  le* 
logarithmes  népériens  sont  tous  connus.  l*ar  exemple  , 
si  la  base  du  système  est  5 , le  module  Log  e est.  . . 

- = . 1 » = o.Bal  334u.  Dans  les  tables  ordinaires  , 
log  a log  5 J 

la  base  est  io  , et  le  module  est  ; — î — ; en  ajoutant  log  % 

log  10 

• .v 

à log  5,  on  a pour  module  — - ■ ■ - ■ valeur  qui  rend 

a,3oa5o5og 

encore  la  série  ci-dessus  plus  convergente.  Nous  aurons 
donc  pour  la  base  io,  M étant  le  module  ou£«, 

M = 0,4342944819  et  X 71/=  1,63778  43< i3  oo536. 

*• 

5.  Si  ri*  s Circulaire.  * 

579.  Proposons-nous  de  développer  sin  x et  cos  x en 
séries , le  rayon  étant  3=  1 , o et  t sont  les  valeurs  du 
terme  constant  dans  chacup  de  ces  développemens , qui 
ont  par  conséquent  la  forme 

sin  x ss.  Ax “ -J-  2?^*  -f-  . . . cos  x = 1 -f-  Mxm  -f- . . . 

divisons  le  1 par  x , nous  aurons 

smjr  ___  ^x«_,  Bxh~' ....  Or , on  sait  que  plus  x 
décroît,  plus  cet  arc  approche  de  son  sinus  (248)  , en 
sorte  que  1 est  la  limite  de  ; la  valeur  de  ce  rap- 
port doit  donc  être  de  la  forme  1 — * , « décroissant 
indéfiniment  avec  x ; la  méthode  des  limites  prouve  que 
Ax -f-  etc. , ne  peut  être  r=  1 — * , à moins  qu’on 
n’ait,  i*.  a = 1 , en  sorte  qu’il  n’y  ait  aucun  exposant  né- 
gatif pour  x ; a*.  A = 1 j 3®.  enfin  en  mettant  pour 


Algèbre. 


i5S 

sin  x et  cos  x leurs  valeurs  x -f-  . . . et  i -f-  Mxm  -f-. . 
dans  sin’  x 4-  f os’  x = 1 , on  trouvera  m = 2. 

Concluons  de  là  que 

sin  x = x Bxh  -f-  Cxc  -f- . . . 
cos  x — 1 -f-  Mx7  -j-  IVx" 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  exposans  et  les 
coefGciens.  Observons  qu’en  changeant  x en  x -f-  A 
dans  P sin  x -(-  (>  cos  x , et  effectuant  le  développe- 
ment de  deux  manières,  les  résultats  doivent  être  iden- 
tiques, en  sorte  que  les  coefliciens  des  mêmes  puis- 
sances de  h doivent  l’être  aussi.  C’est  ce  double  calcul 
que  nous  allons  exécuter  en  nous  bornant  à la  première 
puissance  de  h. 

ta  quantité  P sin  x -|-  Q cos  x = 

P(x  -f  Bxb  +Cx'  +...)  4.  Q (1  + Mx'  -f-  2Vx"  + ...) 

Changeons  x en  x -j-  à , et  ne  prenons  que  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  h\,x  donnera  i ; x 1 deviendra 
(x  + h Y , et  donnera  àx4-1  ; pour  Xe , on  aura  ex?—' ',  etc. 
Donc  ce  coefficient  est 

P(i  -(-  àPx4- ' 4-  cCxf—,-f-. Q (zMx-^-nNx"— ‘+--)- 
D’un  autre  côté  , reprenons  P sin  x -f-  Q cos  x , et 
mettons  x -j-  A pour  x,  nous  aurons 

P (sin  x cos  h -f-  sin  h cosx)  -(-  Q (cos  x cos  A — sin  xsin  h). 

Puis  , remplaçons  sin  h et  cos  h par  leurs  valeurs  déve- 
loppées h Bhb  4-  , 14-  Mh7  4-  ...  ; mais  comme 

nous  nlavons  besoin  que  du  coefficient  de  h'  , il  est  visible 
qu’il  suffit  de  mettre  h pour  sin  h et  o pour  cos  h , ce  qui 
donne  pour  ce  coefficient  Pcos  x — Q sin  x.  Substituons 
maintenant  pour  cos  x et  sin  x leurs  valeurs,  nous  aurons 

P (1  4-  Mx * 4-  2V*"  -(-•••)  — Q 0e  + Bx'b  + Cx*. . . ). 
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L’identité  entre  nos  deux  coefticiens  de  /»' , devant  avoir 
lieu  quels  que  soient  P et  Ç g on  a 

i + cQxf~'  + . . . = ! + 3/x1  + fVx"  +... 

2 Mx  +nNx"-'-{-pPx>—1  +...  = — X — Bxb  — Cxc  — ... 

Ces  séries  offrent  une  loi  facile  à saisir  , et  qui  résulte 
du  calcul  même.  En  comparant  d’abord  les  exposans,  ou 
trouve 

b — 1=2)  n — i =b,  c — i — n , p — l —C , . . . 


d’où  b — 3 , nx=^.,c  = 5,...  h série  du  sinus  ne  con- 
tient donc  que  des  puissances  impaires , celles  du  cosinus 
sont  paires  (*).  Les  coefticiens  comparés  donnent 

a.M=—  i,  3B  — M,/tN=—B,SC=IS,... 
donc  M=  - i,  B = - ^=^4^=73^»- 

enfin  il  vient  les  séries  * ^ 


x3  x*  xi 

sin  x x — ^ "f*  2.3. 5 ~ 2.34.5.6.7 


COS  X ■ 


X a 

1 — — + 


X1’ 


2.3.4  2. 3. 4*5. 6 


+••••  (^) 
+..  ..  (cy 


dont  la  loi  est  connue  à l’indéfini , parce  qu’elle  est  visible 
d’après  le  calcul  ci-dessus. 


( 


4*)  S»  0,1  eût  supposé  que  les  exposans  a , b , . . . sont  tous  entiers 
«t  positifs  , comme  eu  changeant  x en  — x le  sinus  doit  conserver  U 
meme  valeur  avec  un  signe  different , il  en  aurait  résulté  que  le  déve- 
loppement de  siux  ne  contient  que  des  puissances  impaires  : de  même 
on  verra  que  cos  x uVn  contient  que  des  paires  ; ainsi 
sin  x = x •+■  Bx3  -4-  Cx%  -4-  . . . cos  x = 1 ■+•  Mx a -4-  jVx*  -f-  . . . 
La  démonstration  ci-dessus  serait  alors  devenue  l$aucoup  plu*  simple  ; 
mais  nous  Tarons  jugée  plus  rigoureuse  de  cette  manière. 


U — 


ogle 


1 
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58o.  Il  résulte  de  ces  séries  diverses  formules  très-impor- 
tantes, et  que  nous  allons  en  déduire. 

i”.  En  les  comparant  à l’équation  A,  on  voit  que  leur 
somme  produit  la  série  de  e',  aux  signes  près  de  deux 
en  deux  rangs.  Or,  si  on  change  * en  ± * y — i dans 
le  développement  de  e* , cette  anomalie  des  signes  devra 
disparaître , puisque  les  puissances  de  y'  — i , sont  pério- 
diquement y — i,  — i — y/ — i et  + t;  il  est  donc 
évident  qu’on  aura 

e = cos  x ± y — >•  dn  x. . . (fl). 

2*.  En  ajoutant  et  soustrayant  les  deux  équations  com- 
prises dans  la  formule  (//),  on  obtient 


e*V-'  4-  . e'V—  — . 

cos  x — , stn  x = ; ••••(■*) 

a ay — t 

expressions  du  sinus  et  du  cosinus  d’un  arc  x,  qu’on  ne 
doit  regarcfer  que  comme  un  résultat  analytique , dans 
lequel  les  imaginaires  ne  sont  qu’apparentes,  et  d’où  elles 
doivent  disparaître  par  le  caleuï  même.  On  en  tire 

n®Æ  y — i(rrv'—,4 ■er~xÿ~'')  y — t)  ’ 

3*.  En  changeant  x en  «x  , l’équation  [H)  devient 

±nxs- « . . 

e — cos  nx  ± \ — i.  stn  nx  ; 

or  le  t".  membre  est  la  puissance  n de  celui  de  la  même 
équation  (H);  donc  on  a , quel  que  soit  n, 

cos  nx  ±.  y — i.sinnx!=  (cosx^ty  — i.  sin  x)"...  (JC). 

4°.  En  employant  les  logarithmes , on  tire  de  l’équa- 
tion (H)  '*> 

» t 
ziz  x y — i = log  (cos  x ± y — i.  stn  x)  ; 
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s!  on  retranche  l’une  de  l’autre  , les  deux  équations  com- 
prises dans  celle-ci , on  a . 

, *'t /cosx-f-x/— i.sinjtfN  , /i -i.langx\ 

■~XW 1 = lng(  ; : )—  lOCTf  Z— ), 

\cosj; — y-t.sui-e/  i — y-i.tangx/ 

à cause  de  sin  x = cos  x.  tang  x.  Or , le  développement 
de  cette  fonction  a été  obtenu  précédemment,  puisqu’on 

«t  donné  (678)  celui  de  log  ^ — -t— ^ » il  s’ensuit  qu’en 
supprimant  le  facteur  2 y/ — 1,  on  a 


tang1:»:  4a  ng*x  tang".*: 

5 7 


■ etc. . 


(M) 


expression  de  l’arc  développé  en  fonction  delà  tangente. 
Appliquons  maintenant  ces  formules. 

58 1.  Soit  a uj^arc  du  cercle,  dont  le  rayon  — 1 , 
et  dont  5 soit  la  tangente  : la  formule  L , n”.  85g , 
donne  pour  celle  du  double  de  cet  arc,  tang  2 a = ~ , 
puis  tang  4 <*  = 77-j.  Soit  B cet  arc,  ou  tang  B = : 

il  surpasse  l’arc  de  5o“  dont  la  tangente  est  1 , et  on  a 
pour  la  différence  de  ces  arcs 


, „ r , tang  B — 1 

tang  ( B — 5p"  ) = — : 

1 -}-  tang  B 


: ■rhj  — tang  A. 


On  peut  donc  regarder  l’arc  de  5o"  ou  A •*  , comme  la 
différence  de  deux  arcs  B et  A dont  les  tangentes  sont 
TV?  el  7T5"  011  Il,ct  ,our  *'  tour  ï et  jÈt  pour  tang  x , 

en  quadruplant  le  Ier.  résultat,  on  aura  les  longueurs 
des  arcs  B = \a  et  A , et  par  suite  leur  différence 
ou  A t.  Donc,  il  vient  pour  le  rapport  approché  a du 
diamètre  à !a  circonférence 

4 !— + 

28g  3. 2 5.201J’ 
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Celle  série  très-convergente , a élé  donnée  par  Machin  y 
géomètre  anglais  : elle  conduit  d’une  manière  fort  simple 
à la  valeur  de  »,  n0.  320. 


58a.  Les  formules  F et.  G servent  à la  formation  des 
tables  desinus,  cosinus...;  car  x désigne  alors  la  lon- 
gueur d’un  arc , qui  est  une  partie  commensurable  du 
quadrans.  Soit  donc  q le  rapport  de  ces  arcs , ou  celui 
du  nombre  de  degrés  de  l’un  à , on  a x = cq  , 

c désignant  la  longueur  du  quadrans  , ou 

c = 1,57079  63267...  » donc  « 

<* 


sin  x — cq  • 


F q' 


1.2.3 


, C0SX  = 1- 


e’  q * 


1 .2.3-4 


•etc. 


Ces  séries  sont  convergentes  puisque  q est  < 1 ; ainsi 
pour  avoir  le  sinus  du  j du  quadrans  ,“on  fera  9=5, 
pour  celui  de  5° , on  fera  q = ^ ou  ÿy,  etc. 

583.  Dans  la  formation  des  tables,  on  ne  comprend 
pas  les  sinus,  cosinus,...  mais  leurs  logarithmes;  or, 
on  peut  obtenir  directement  ces  logarithmes,  par  le 
procédé  suivant. 

Les  arcs  sont  disposés  dans  les  'tables  suivant  une 
progression  par  différence , dont  S désignera  la  raison  ; 
un  arc  quelconque  x est  donc  un  nombre  n de  fois 
l’arc  d'où  x = n /■;  la  série  (F)  devient  donc 

(71*  \ 

1 — + etc.  ). 

4 

c-  J r •«  n 

5i  donc  on  fait  y = — — J.  etc. 

J 2.3  2. 3. 4-5  ‘ 

on  a sin  (71^)  = 71^(1 — j); 

donc  L sin  (n^)  = L (n  t') -m  (y  jy*  -j-  etc.) 
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m désignant  le  module  Le,  (p.  157;  ; en  remettant  pourj- 
sa  valeur-,  on  trouve 

T ■ , T , >,*  /m  l*\  m 

Xsm  (n})  = L{ni')  — ( r ) n* — rni-etc. 

\a.3/  2s.3’.5 

En  raisonnant  de  même  .pour  cos  x , on  a 


Représentons  par  A,  B,...  A’ , B1 , C,  ...  les  cocfli- 

cicns  de  ijl,...  ces  séries  deviennent 
* 

L sin  {.n  S)  = L n S' — (An,(-\-  Bn 4...) 

I cos  («^)  i=  — ÇA'n'  4-  B’ n’<  4-  C'n6...  ).  . 


Les  çocffic.iens  A,  B,  . . . A',  B' ...  sont  constans  et  failles 
à calculer  d’avance.  Dans  les  Tables  de  Borda  i~  = io^, 
ainsi  S~  est  la  100  000'.  partie  du  quadrans,  et  comme  (320) 
on  connoît  Lu,  on  trouve  Lfz~  5,19611  9677,  en  ne 
poussant  le  calcul  que  jusqu’à  9 décimales.  De  plus,  le  mo- 
dule m et  son  logarithme  sont  connus  (p.  i5y)  ; on  a donc 
le  tableau  suivant  : 


Pour  les  sinus. 

Li  = 5,19611  9877 
LA  = 11,25187  a8i5 
LB  = 22,16699  *3i4 


Pour  les  cosinus. 

T‘A'  — 1 1,72899  4089 
LB'  ==  21,34308  2570 
LC  = 31,16129  1069 


Comme  ici  le  rayon  est  = 1 , et  que  pour  éviter  les 
logarithmes  négatifs,  on  suppose. dans  les  tables  LR  — 10, 
il  faudra  ajouter  10  au  logarithme  trouvé. 

Cherchons  , par  exemple  , le  log.  sin.  5°,  comme 
5®.  = 5ooox  u>'' , on  a n = 5ooo  ; d’où 
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zLn  = _7, 39794  0008 

LA  = 11,25187  a8i5 

4,64;'j8i  28a3  quiestlelog.de  o,ooo44  64g* 
4 Ln  = «4,79588  0016 
LB  = 22,16699  t3i4 


8,96287  i33o  quiestlelog.de  0,00000  0092 
Somme = o, 00044  6583 

Complément  de  cette  somme. . =5:1,99955  34* 7 

L 3 augmente  de.  =5,19611  9877 

Ln = 3,61)897  ^oo4 

Donc  L situ  5° 8“, 89464  3298 


On  trouveroit  de  meme  L cos«5°.  = 9,99868  9147  : on 
en  concluroit  ensuite  , par  la  soustraction,  les  logarithmes 
de  la  tangente  et  de  la  cotangcnte. 

On  11e  peut  étendre  l’usage  de  cette  table  à tous  les 
arcs,  parce  que  , n étant  de  plus  en  plus  grand  , les  séries 
deviennent  peu  convergentes  : en  se  bornant  ainsi  aux  trois 
1".  termes  et  à 9 décimales,  on  peut  calculer  les  sinus 
et  cosinus  jusqu’à  l’arc  de  i5°.  De  plus,  la  formule 

2 sin  x cos  x = sin  2X  donne 

L sin  2 x = L 2 + L sin  x -J-  L cos  x — 10  ; elle  sert  à 
déterminer  tous  les  sinus  de  rang  pair  : quant  aux  autres  T 
on  emploie  la  formule  suivante. 

En  divisant  par  sin  x la  valeur  de  sin  (x  -f-  3"),  on 
• (t  cosx 

obtient  cos  3 -J*  sin  3.  ou  cos  3 ( 1 -j»  cot  x-  tang  3 ) , 

sin  x 

donc  on  a 


/sinfx r , , ( . cot’xlang’^  ) 

L ( ~ — - )=;£cosJ-J-m^cotxtang«r 2— ...> . 

\ suix  y \ 2 ) 

Or  le  i".  membre  est  L siçi  (x  -J-  — L sin  x,  ou  la 

différence  A entre  deux  logarithmes  consecutifs  : de  sorte 
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spe  si  on  introduit  le  rayon  R , au  lieu  de  l’unité  (3;jo,3“.)f 
on  trouve 

\ 

r . / m tang  /m  tane’d'N 

A=zLcos  ^-J-  ^ ^-2 — Jcot  x — ^ — Jcot’.r  -f-ctc. 

Cette  série  est  due  à M.  Delambrc  , ( Voyez  la  préface 

des  Tables  de  Borda).  Elle  est  de  la  forme 

A — A -f-  R cot  x — C col’  x -J-  etc.  , A , />,...  étant 
des  constantes  qu’on  pcut^jlculer  d'avance.  Ainsi,  lorsque 
^=10^,  LR  z=  io,$e  ier.  terme  AonLcosf'—o, 
lorsqu’on  ne  veut  que  y décimales  et  le  suivant  suffit  : 
on  a . * 

A = A cot  x,  formule  où  LA  = 16,83290  4188, 
en  changeant  i en  — <f,  on  auroît  sin  ( x — î')'. 

On  sait  que  sin  5o”  = et  tang.  5o”=:cot.  5o“r =R  : 

1 \/2  . 

ainsi  on  pourra  trouver  les  logarithmes  des  sinus  de  5o“  io* 
et  49°  99'  90*  ; et,  comme  ces  arcs,  que  notis  désigne- 
rons par  « et  fi  , sont  complémens  l’un  de  i’autre  , on  a 
sin  « r=  cos  fi  : on  en  déduit  lrt  tangentes  et  cotangenles 
de  a et  fi.  Voici  le  calcul. 

LA  = itï, 83290  4188 
L cot  5o°  = 10 

LA  = 6,83290  4*88  d’où  A = 0,00000  6806 

L sin  5o“  ==  9,84948  S002 
On  a,  en  ajoutant,  cos  /S  — 9,84949  1808 

et  eri  retranchant,  />  sin  fi—L  cos  a = 9,84947  8196 
Doncensoustrayant  ( L tang  a = L cot  fi  — 10,00001  36i2 
ces  résultats,  011  a ( L cot  a—L  tang  g — 9,99998'  6388 

On  calculera  de  même  les  sinus,  cosinus,  etc.  des  arcs 
complémentaires  5o°  20"  et  49”  99'  80"  , et  ainsi  de  suite, 
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en  allant  jusqu’à  85°  d’une  part,  et  15“  de  l’autre.  On 
peut  aussi  vérifier  les  résultats  d’espace  en  espace  par  les 
procédés  connus  (p.  34o,  t.  1),  ou  en  prenant  une  autre 
vâleur  de  i qui  fasse  retomber  sur  les  mêmes  arcs. 

584»  Si  on  suppose  dans  l’équation  (//)  que  x = kr , 
k étant  entier  et  quelconque  , comme  sin  x = o et 
cos  r=  + i , ou  — 1,  suivant  que  k est  pair  ou  impair, 
on  trouve 

’ . . dzki  yj  — 1 ^ 

e y ^ ou= — 1 ; 

d’où  z^zk  -x  \/ — 1 — log  1',  ou  — log — t ; multipliant 

par  le  module  m , et  ajoutant  L a , on  a 

L a -±_  km  t — 1 

pour  la  valeur  du  logarithme  de  a , ou  de  — a , h étant 
un  nombre  quelconque  pair  pour  La  , et  impair  pour 
L — a ; donc  tout  nombre  a,  dans  le  même  système , une 
infinité  de  logarithmes , qui  sont  tous  imaginaires  s'il  est 
négatif , et  s'il  est  positif,  un  seul  est  réel  (*). 

585.  En  développant  le  2'.  membre  de  l’équation  (A), 
et  réunissant  les  termes  où  ÿin  x est  élevé  à des  puissances 

impaires,  on  obtient  un«résultat  de- la  forme 

cos  nx~\~\J — 1.  sin  nxP-\-Q\/ — 1 ; or,  les  termes 
réels  ne  pouvant  détruire  les  imaginaires  (4q4)*  cfl,e 
équation  se  décompose  en  deux  autres,  cos  nx  — P , 


(*)  De  /.  (a)*  = L ( — a )>  on  tire  a La  — il.  ( — a);  il  ne  faudrait 
point  en  conclure,  comme  le prétendoit  d'Alembert,  que  tout  nombre 
positif  a le  même  logarithme  que  s'il  étoit  négatif.  Car  il  suit  «le  notre 
formule  que  le  logarithme  de  a est  / a + krn-x  y''—  I,et  La^rlmn ✓ — I, 
k et  / étant  pairs  : en  ajoutant,  «m  trouve  donc  a T. a 4 -(Â-+-f)mjry<'— -i 

pour  le  double  du  logarithme  de  a.  On  auroit  de  même 

a La  ^ (k  ' + /'  ) m*  V — i = a L — a , A'  et  /'  étant  impairs  : il  est 
aisé  de  voit*  que  cette  dernière  expression  est  comprise  dans  l'autre  , 
tand ta  que  la  réciproque  na  pas  lieu. 


✓ 
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n'n-i)  n(n~i)!n-x)(n-3)  , , 

c=c" — —--7- c"-5  J>—  etc. 

2 2.3.4 

. n'n-i)(n-s)  , , n'.n-i)...(n-L) 

c—nc"~'s il " 4;c— Vetc. 

2.3  2.34.5 


j étant  le  sinus  et  c le  c< 

sin  2X=2Jc 
sin  3x= =3jc*—  s3 
sin  4*=4Jc3 — 4cs3 
sin  5x=5se4— ^lor’c’-f-s3 
etc. 

«* 

on  en  déduiroit  aisément 
sx,  3x,  ....  nx. 


lus  de  l’arc  x ; ainsi 

* 

COS  2 X—C' S* 

COS  3X2TIC3 3«’ 

cos  4*=<^ — Gc’s’-f-î^ 

COS  Sx=CS 1 OC3i’  3cs'> 

etc. 

s tangentes  et  cotangentes  de 


586.  Proposons,-pous  au  contraire  de  développer  sin  x 
et  cos  x suivant  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  2X , 3x  , 
4e', ....  Pour  cela  soit 


cos  x+  y'  — ^1.  sinx==y,  cos  x — yj — 1.  sin  x=z , 
d’où  2 cos  x—y-^-z , 2 y' — 1 sin  x=y*—  z : 

en  élevant  à la  puissance  m , et  remarquant  que  yzzzz  t , 
on  trouve  < « 

a"1  cos  mx=ym -f- myr“~t -(- m — -y’"- ''...4- Py*~™ 

(2\/-i)"sin1”x=yn — 1-ym—t>...±Py"'~',,‘t 

mais  l’éqnation  (À  ) doftne y1  =cos  kx  + y/—i.  sin  kx  ; 
on  peut  donc  mettre  pour  y m,  y-»,  ....  leurs  valeurs. 
Mais  on  remarque  que  dans  la  première  les  imaginaires 
doivent  se  détruire  , ce  qui  reéiçnt  à faire  y*  r^cos  kx  ; il 
en  seroit  de  même  de  la  seconde  si  l’exposant  m étoit 
tel  que  (^/ — i)-*  fut  réel  ; c’est,  au  reste,  un  fait  dont 
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on  peut  s'assurer  directement  par  le  calcuï.  Ainsi  on  a 


2"cos'"  x = cos  mx  -f-  m cos  (m  — 2 ) x 
m — 1 

-f-  m. — cos  m — 4)  x. . . .+/’cos(m — an)  x 


( 2 y1  — 1 )“  sin™  x = cos  mx  — m cos  ( m — 2 ) x 

-f -m.  — — cos  (m  — 4-  *•  • • rfc  Pcos(m  — an)  x 

2 * ’ 

et  si  (^/ — 1)'“  n’est  pas  réel,  il  faut,  au  contraire,  pour 
^<]ue  les  termes  réels  disparoissent,  faire yk  — \/ — i.sin  kx  : 
donc 

4 (2t/_,)™  . * . 

sin"1  x = sin  mx  — m sin  (m  — 3)  x 


-f-  m : — — sin  (m  — x ...  ± P sin  (m  — 2 n)x 


Jusqu'ici  m est  quelconque;  les  coediciens  sont  ceux  du 
Lin  >me , P en  est  le  terme  général. 

Mais  lorsque  m est  un  nombre  entier,  les  séries  se  ter- 
minent ; et  tous  les  termes  pour  lesquels  2 n est>  m,  ayant 
des  arcs  négatifs , il  s’ensuit  que  ces  termes  sont  positifs 
jusqu’au  milieu  du  développement,  et  que  tous  les  suivans 
sont  négatifs;  il  faut  alors  se  rappeler  que  cos — a=cos  a 
et  sin  — a.  — — sin  e.  On  voit  de  plus  que  les  termes 
egalement  éloignés  des  extrêmes  sont  égaux  ; car  celui  de 
rang  (n  -|-  ■)  à partir  de  la  fin'î  ajant  m — n termes  avant 
lui,  le  terme  général  devient  P cos — (m  — an),  ou 
P sin — (m — 2/j)  ; on  sait  d’ailleurs  que  le  coefficient  P 
ne  change  pas  (4$i,  4”0-  Ainsi,  les- termes  de  rang  (n  +1) 
à partir  des  deux  extrémités  , sont  les  mêmes,  puisque  le 
sinus  a stayl  change  de  signe,  et  que  les  signes  alternent 
dans  la  dernière  sj-ric.  Ainsi , en  ajoutant  les  termes  égaux  , 
et  divisant  par  2 1 ou  a 


Di< 
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m- 1 

2m— ' cosm*=cos  mx  -J-  m cos(m-a)j:-f-  m — - — cos(m-4j*4*** 

-t-  a""— 1 sin"'x=cosm* — m cos(m-2)*-}-  m- — - — cos(/n-4)x-J-. 

± 2m~l  sin"*:=  sinm* — m sin  (m-2)x-f-  m sin  (m-4)  x-f-- 

2 

séries  qui  ne  Rivent  s’étendre  que  jusqu'à  ce  qu’on  ren- 
contre un  arc  négatif. 

Dans  la  î™..,  si  m est  pair,  comme  il  y avoit  m 1 
termes  dans  notre  développement  ci-dessus , celui  du 
milieu  n’a  pu  être  doublé  ; ainsi  on  ne  devra  prendre  que 
la  moitié  du  dernier  terme  , lequel  est  sans  cosinus. 

La  2'.  ou  la  3e.  ont  lieu  suivant  que  m est  pair  ou  impair; 
et,  comme  les  puissances  de  y — 1 sont  périodiquement 
V— 1 , — 1 , — V— J et  -f-  1 , on  doit  prendre  le 
signe  -f-  lorsque  m est  de  la  forme  l^k  ou  l^k  + 1 ; le 
signe  — s’emploie  lorsque  m est  2k  ou  aA-f-’i.  Dans  la 
seconde , on  ne  devra  prendre  que  la  moitié  du-  dernier 
terme , qui  est  dégagé  de  cosinus  par  la  même  raison 
que  précédemment. 

Ou  peut  donc  former  les  tableaux  suivans  : 

2 cos1  *=cos  2 a;-}-  1 » 

4 ços3*=cos  3‘*4-3  cos  *; 

8 cos^  *=cos  4 ar-+-4  cos  2*4-3;  . 

16  cos5 *=:cos  5*4-5  cos  3*4-io  cos*; 
etc. 

a sin*  *=  — cos  2 * -(-  1 ; 

4 sin3  *= — sin  3*4*3  sin*; 

8 sin’>  *=  cos  4* — 4 co*  2*4-3  ; 

16  sin5  *=  sin  5æ— 5 sin  3*4*  10  s'n  x i 

• etc. 
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TRIGONOM  ÉTRIE  SPHÉRIQUE. 
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I.  Notions  fondamentale s% 

• 

587.  Trois  plans  AOC  AOB  DOC  qui  passent  par  le 
centre  de  la  sphère  , la  coupent  suivant  des  grands  cercles 
qui  forment  un  triangle  sphérique  ABC;  on  a aussi  la  pyra- 
mide AOBC.  L’angle  A du  triangle  est  celui  que  forment 
deux  tangentes  aux  arcs  AB  AC,  ou  l'angle  dièdre  (371) 
BAOC.  L’arc  ou  <t6ti  AB  mesure  l’angle  plan  AOB. 

Les  problèmes  de  la  résolution  des  triangles  sphériques 
reviennent  à leurs  analogues  pour  la  pyramide  AOBG  , 
puisque  les  angles  dièdres  de  la  pyramide  sont  les  angles 
du  triangle  , et  les  angles  plans  en  sont  les  côtés.  Nous 
désignerons  les  côtés  par  a,b,c , et  les  angles  opposés  par 
A,  B,  C. 

Il  s'agit  de  trouver  trois  des  six  angles  ABC  abc  , 
étant  donnés  trois  d'entre  eux. 

11  peut  arriver  qu’un  triangle  sphérique  ait  des  quadrans 
pour  les  trois  côtés  ; c’est  ce  qu’on  voit  aisément  en 
coupant  par  un  plan  l’un  des  angles  trièdres  qui  forment 
un  parallélipipède  rectangle. 
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La  somme  des  côtés  d’un  triangle  sphérique  est  moindre 
que  quatre  droits  (280),  ou  a-f-b  -f-  c < 4 D. 

588.  Coupons  le  tétraèdre  O par  des  plans  perpcn-  8. 
diculaires  aux  trois  arêtes  ; ils  détermineront  un  autre 
tétraèdre  O'  : leurs  faces  seront  perpendiculaires  deux  à 
deux.  Or,  dans  le  quadrilatère  AOBA' , l’angle  plan  O 
est  supplément  de  AA' B,  qui  mesure  l’angle  dièdre 
AA'O’B  : il  en  seroit  de  même  des  autres  angles  en  O, 
ainsi  que  des  angles  plans  en  O'  relativement  aux  angles 
dièdres  du  tétraèdre  proposé.  Donc  l’un  de  ces  tétraèdres 
a chacun  de  ses  angles  plans  supplément  d'un  angle  dièdre 
dans  l'autre;  c’est  pour  cela  qu’on  le  nomme  Tétraèdre 
supplémentaire. 

Il  est  aisé  de  voir  d’après  cela  que  , i".  les  six  problèmes 
de  la  trigonométrie  sphérique  sont  réduits  à trois  , puisque 
si  on  donne , par  exemple  , les  trois  angles  ABC , et 
qu'ou  cherche  les  côtés  a b et  c,  on  résoudra  le  triangle 
qui  a pour  côtés  les  supplémens  a'  b'  c'  de  A B C ; et , 
lorsqu’on  aura  trouvé  les.  angles  A’ B' C de  ce  triangle, 
leurs  supplémens  seront  les  côtés  cherchés  abc. 

20.  Chaquerapgle  dièdre  étant  moindre  que  deux  droits, 
la  somme  des  angles  iT un  triangle  sphérique  est  moindre 
que  six  droits  ; mais  elle  est  plus  grande  que  deux  droits , car 
la  somme  a'-\-b'-\-c'  des  côtés  du  triangle  supplémen- 
taire est  moindre  que  quatre  droits,  ou  <4  D;  prenant 
les  supplémens  , on  aura 

CD — (a'-J-ô'  -f-c')  > xD,  ou  A-\-B-\-  C > 2.D 

58y.  D’un  point  quelconque  A de  l’arête  AO  , me-  y 
nons  AU  perpendiculaire  sur  le  plan  BOC  du  tétraèdre 
O;  puis  DH  UC  perpendiculaires  sur  OU  OC\  enfin 
AH  AC,  qui  le  seront  aussi  à ces  lignes  (266,  20.). 

On  voit  que  les  angles  ACD  AI1D  mesurent  les  angles 


ija.  Analyse  des  trois  dimensions. 
q.  dièdres  désignés  par  C et  B : de  même  les  angles  plans 
en  O sont  AOB  c , AOC  = b , BOC  — a.  Cela  posé, 
on  tire  des  triangles  ACO  ACD  rectangles,  l’un  en  C, 
l’autre  en  D , 

AC=.AO  sin  AOCxxAO  sin  4, 

ADxxAC  sin  ACD=AO  sin  C sin  b. 

De  même  , les  triangles  AOH  AD1Ï  rectangles  en  H et  D, 
donnent 

Ali = AO  sin  AOB=AO  sin  c , 

AD— AU  sin  AIIDx=ylO  sin  B sin  c. 

Egalant  ces  valeurs  de. AD , on  a sin  B sin  c=sin  C sin  b. 
Donc  en  général 

sin  B sin  C * , . 

r=— — • ••  (O 

sin  b sin  c 

les  sinus  des  angles  d'un  triangle  sphérique  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  côtés  opposés. 
g.  5go.  Menons  CE  perpendiculaire  sur  OB , et  DF  sur 
CE-,  l’angle  DCF  sera  = EOC  — a , (îçp,  7“-)-  lps 
triangles  rectangles  AOC  ACD  et  FCD  donnent 

AC=AO  sin  b,  DCzz.AC  cos  C—AO  sin  b cos  C; 
enfin  FD  = DC  sin  a — AO  sin  a sin  b cos  C. 

D’un  autre  côté  OII—  OE  -J-  FD  , 
ou  AO  cos  c=zOC  cos  a-}-  FD—AO  cos  a cos  4-f-  FD. 
Donc  (*)  cos  c=cos  a cos  -(—  sin  a sin  b cos  C ...(2). 
Celte  équation  appliquée  au  triangle  supplémentaire  , 


(*)  II  secoil  aine  de  promer  que  les  équations  I et  3 sont  une 
conséquence  de  cette  proposition  : en  sorte  qu'elle  doit  être  regardée 
comme  le  fondement  unique  <le  toute  Ig  Trigonqmclrie  sphérique* 
ÿ.  Jour,  il*  l’Ee.  polyt.  n°.  C,  p.  381. 
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devient,  en  y mettant  pour  les  côtes  abc , 200° — A , 
aoo0  — B....  et  pour  les  angles  ABC,  200°  — a , .... 

— cos  C — cos  A cos  B — sin  A sin  B cos  c....  (3)  ; 

chacun*  de  ces  relations  en  fournit  trois , en  échangeant 
las  lettres  qui  désignent  les  faces  et  les  angles.  On  a , 
par  exemple  , 

cos  ô = cos  a cos  c-|-sin  a sin  c cos  B. 

5g  1.  On  en  lire  une  autre  relation  importante;  car, 

mettons  dans  (a)  pour  cos  b sa  valeur  que  donne  cette 

dernière,  et  ensuite  1 — sin1  a pour  cos’o,  il  vient,  en 

ôtant  le  facteur  commun  sin  a , 

cos  c sin  a = sin  c cos  a cos  jB^j-sin  b cos  C\ 

, . . sin  B sin  c 

or,  les  équations  11,  donnent  sin  b — : — — î comme 

1 sin  C 

cos  c ..  . ... 

cot  c=z  — ; — , il  vient,  en  divisant  par  sin  c, 
sin  c 

cot  c sin  0= rcos  a cos  U-}- sin  B col  C' (4) 

Les  équations  1,2,  3 et  4 servent  à résoudre  tous  les 
triangles  sphériques  ; mais  comme  elles  ont  besoin  de 
quelques  modifications  pour  y appliquer  le  calcul  loga- 
rithmique , il  convient  de  développer  les  divers  cas  qu’on 
peut  rencontrer. 

3.  Triangles  sphériques  rectangles. 

5ga.  Si  l’angle  C est  droit , c.-à-d.  , si  les  faces  a et  b 
du  tétraèdre  sont  perpendiculaires , nos  quatre  formulés 
deviennent 

(5)  ...  sin  ô = sin  c sin  B cos  c=cos  a cos  b ...  (6) 
(7)  ...  cos  c= cot  A cot  B cot  c=cot  a cos  B ...  (8) 
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Si , au  contraire  , B est  droit , 3 et  4 donnent 

* ¥ 

• cos  C=sin  A cos  c ...  (g)  cot*C=cot  c sin  a ...  (to) 

Ces  équations , qui  se  prêtent  aisément  au  calcul  loga- 
rithmique, servent  à résoudre  tous  les  triangles  reotangles  : 
c’est  pour  cela  qu’on  y ramène  les  triangles  obliquanglc* , 
en  les  décomposant  en  rectangles  par  des  arcs  perpen- 
diculaires, ainsi  que  nous  le  verrons. 

5g3.  Comme  les  inconnues  sont  des  arcs  dont  on  ne 
détermine  le  nombre  de  degrés  qu’à  l’aide  du  sinus  , co- 
sinus .... , les  solutions  sont  doubles.  Pour  distinguer  celle 
qui  convient  au  cas  qu’on  traite  , on  recourra  aux  ex- 
pressions des  autres  lignes  trigonométriquss  , et  on  aura 
égard  à leurs  signes. 

On  lève  encore  la  difficulté  en  remarquant  que  les 
côtés  les  plus  grands  sont  opposés  aux  angles  les  plus 
grands,  et  réciproquement.  Cela  se  démontre  comme  pour 
les  triangles  rectilignes.  11  sera  de  même  aisé  de  voir  que 
les  triangles  sphériques  sont  égaux  , lorsqu’ils  ont  trois 
côtés  ou  trois  angles  , ou  deux  côtés  et  un  angle  com- 
pris , ou  enfin  deux  angles  et  un  côté  adjacens  respec- 
tivement égaux.  On  verra  par  là  qu’il  ne  reste  de  solution 
double  que  quand  on  donne  un  côté  et  un  angle  op- 
posé. 

3.  Des  Triangles  obliquangles. 


5g4-  CAS  1.  Etant  données  trois  de  ces  choses,  deux  côtés 
c , b , et  les  angles  opposés  C,  B , trouver  la  quatrième  * 
Ce  problème  en  comprend  deux,  suivant  que  l’inconnue 
est  un  angle  ou  un  côté  : l’équation  (i)  donne 


sin  C— 


sin  c x sin  B 


sin  b 


sw  c- 


sin  C X sin  b 
sin  li 
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5y5.  CAS  II.  Trouver  l’un  de  ces  quatre  arcs  , trois 
tôles  a , b , c , et  l’angle  C , étant  donnés  les  trois  autres  ? 
Ce  problème  en  renferme  trois. 

I*.  Trouver  C ? L’équation  (2)  donne 

cos  c — cos  a cos  b 

. cos  C = — : — - 

sin  a sin  b 

qu’il  faut  rendre  propre  au  calcul  des  logarithmes.  Or, 
on  -a  i-J-cos  Cet  1 — cos  C qui  (358,  1)  équivalent  à 


. , _ cosc-cosfo-f-ô) 

a cos*  i C- : — — ' , 

5>n  a sin  b 


2 sin’  £ 


cos  (a -b)-  cosc 


sin  a sin  b 


d’où 

donc 


tafrg*  J C = 


cos  (a — b~) — cos  c 


u„g!C=j/{g^ 


COS  c — cos  («+*) 
ra-\-c  —b)  x sin  ± [b  -\-c-a) 


— ai'k 


(n-f-ô-f-c)  x sinj  (o-f-i-c) 

d’après  la 'note  du  n°.  36o. 

a*.  Trouver  le  côté  c opposé  à l’angle  donné  C ? soit 
déterminé  un  angle  , tel  que  (*)  . 

tang  <p  — cos  C tang  b (ta) 

mettons  pour  cos  C sa  valeur  dans  2 , il  viendra 

cos  e=cos  a cos  ô-f-sin  a cos  b tang  if 

/icos  a cos  o-4- sin  a sin  0 \ 

= cos  b ( J 

\ cos  0 / 


(*)  Remarquons  que  cette  dernière  équation  revient  à 

X cos  C ■= — on  cot  « cos  C — cot  b . qui  éqnivaut  à 

tang,  langé  T 711 

la  8*.  On  Toit  donc  que  b est  l'hypotliénuse  et  s un  côté  d’un  triangle 

rectangle.  Cette  transformation  revient  donc  à U division  du  triangle 

proposé  en  deux  par  nu  arc  perpendiculaire  au  côté  a , et  mené  par 

b sommet  A. 
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i7G 

OU 


cosc 


cos  b x cos  (a  — $ ) 
cos  9 


(.3) 


3°.  Trouver  le  côté  a non  opposé  à l’angle  donné?  Cette 
dernière  équation  donne  a — p ; et,  comme  la  valeur  de  p 
se  lire  de  (12)  , on  en  conclut  a. 

5q6.  Cas  III.  On  donne  trois  Je  ces  quatre  choses  , 
deux  côtés  a et  c,  et  deux  angles  II  et  C (dont  . un 
opposé  et  l'autre  adjacent)  , trouver  la  quatrième.  Ce  pro- 
blème en  renferme  quatre. 

1".  Trouver  C ? on  déterminera  un  arc  p,  par  cette  con- 
dition (*) 

cot  c — cot  p cos  B 04) 

et  mettant  cette  valeur  dans  (4)  , il  vient 


ou 


cot  C — (cot  ip  sin  a — cos  a 

_ cotJBxsin(a — p) 

cot  Ct=  ; . 

sm  p 


) cot  B 

* 

...  (t5) 


20.  Trouver  a?  On  connoitra  a — p par  cette  for- 
mule , cl  p par  la  précédente.  On  en  tirera  a. 

3*.  Trouver  c?  On  fera  (**) 

cot  C = cos  a tang  p , . . . . ( 16) 

et  l'équation  (4)  deviendra 


(*)  Cela  revient  à la. division  du  triangle  en  deux  par  un  arc 
perpendiculaire  abaissé  du  sommet  ui  sur  le  côté  a j Tare  subsidiaire  f 
est  Ir  segment  adjacent  à l'angle  B.  V.  formule  (8). 

( **  ) U en  est  de  niêffce  ici  : car  cette  relation  revient  à 

cos  <a=cot  Ccotf  , qui  équivaut  à (5).  L'arc  perpendiculaire  est  abaissé 
de  l’angle  B sur  le  côté  opposé  b\  4-  est  l'angle  du  plan  de  cct  arc  avec. 
rhvpoüicnuse  c. 
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coloX  cos(J? — a)  , . ' 

C0lc= : i - (17) 

cos  9 

49.  Trouver  B?  Cette  dernière  formule  donne  B — 9j 
et  comme  on  a 9 par  celle  iG,  on  en  tire  B. 

597.  Cas  IV.  Trouver  l'une  de  ces  quatre  choses , les 
trois  angles  A B C et  le  cité  c , les  trois  autres  étant 
connues.  11  y a trois  problèmes. 

j".  Trouver  le  côte  c?  Concevons  que  la  formule  (ti) 
soit  appliquée  à la  résolution  du  tétraèdre  supplémentaire, 
en  changeant  a b c et  C en  a'  b'  & et  C.  Ensuite  , 
pour  revenir  au  triangle  proposé  , il  faudra  substituer 
pour  a'  b'  c'  et  C les  valeurs  ni)  — A , al)  — B,  al)  — C, 
al)  — c : il  viendra 


col  j 


r 


cosi(A+C—W)ceo<i(B+C—A.) 
-cos i(A-j-B-f-C)  x cos  J ' 


a".  Déterminer  l'angle  C opposé  au  côté  donné  ? On 
appliquera  de  même  les  équations  12  et  i3  au  triangle 
supplémentaire;  faisant  ensuite  9'  = ioo*  — 9 , on  trouve 

. n - cos  B x tin  (A — 9)  . 

cot  œr=cos  r tang //,  cos  C= : . 

sm  9 

. 3°.  Trouver  l'angle  A?  Ces  dernières  relations  don- 
neront 9 et  A — 9. 

5r>8.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à faire  des  applications 
nombreuses  de  ces  formules,  qui  ne  peuvent  offrir  d’em- 
barras : il  faut  seulement  les  rendre  homogènes , en  ré- 
tablissant les  puissances  du  rayon  (328).  Nous  nous 
contenterons  des  deux  exemples  snivans. 

1.  Etant  données  les  longitudes  et  latitudes  de  deux 
villes , trouver  leur  distance  i’  Soient  C le  pôle  , et  A B 
les  deux  villes  : on  aura  les  distances  AC,  BC  au  pôle, 
en  retranchant  les  latitudes  de  xoo°-;  la  différence  de 
», 


12 
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leurs  longitudes  ou  l’angle  C est  donné  , et  il  s’agira  dé 
trouver  l’arc  c par  le  théorème  595,2*.  Pour  Paris  et 
Toulon  , par  exemple , on  a 

b = 45°,  7321,  a = 5i“,go,  C=4®»°648* 

X cos  C — g,  gggii4>  Lcosb  = 9,8767800 

X tang  b = g,  9416735  Lcos(a — <p)  = g ,9979146 

X tang  ç = 0,  9406876  C*.  X cos  q>  = 10  ,1228780 

d où  v — 45%6663  X cos  c __  ,,  ,9075226 

a— 9 = 6°,2d37 

Un  degré  du  méridien  vaut  100  kilomètres  (53)  ; ainsi 
la  distance  de  Paris  à Toulon  est  679  kilom.  (environ  175 
lieues  de  2000  toises). 

11.  Réduire  un  angle  à l’horison  ? D’un  point  é pris 
hors  d’un  plan  horisontal  DMN , on  a mesuré  les  angles 
c a b que  deux  droites  SM,  SN  forment  entre  elles, 
et  avec  la  verticale  SD  ; il  s’agit  d’en  déduire  l’angle 
MDN  qui  est  la  projection  horisonlale  de  MSN , c.-à-d. 
l’angle  dièdre  MDSN=.C  que  forment  les  faces  a b , (271)  : 
la  formule  (1 1)  donne  la  valeur  de  cet  angle. 


CHAPITRE  II. 

Des  surfaces  f.t  des  courbes  a double  courbure. 


1.  Système  coordonné  ; Principes  généraux. 

5gg.  Pour  fixer  la  position  d’un  point  M dans  l’espace, 
on  conçoit  trois  axes  Ax , Ay , Az  (que  nous  supposerons 
rectangulaires  pour  plus  de  simplicité),  et  les  plans  zAx  , 
cAy , xAy  qui  passent  par  ces  ligues  : puis  on  donne 
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la  distance  PM,  ou  z—c,  de  ce  point  à sa  projection  P 11 
sur  l’un  de  ces  plans,  ainsi  que  cette  projection;  et  par 
conséquent  les  coordonnées  AN  AS  du  point  P,  ou 
xz=za,  y = b.  En  achevant  le  parallélipipède  QN  (284)» 
on  verra  que  les  données  a,  b etc  ne  sont  autre  chose 
que  les  distancés  MQ , MR,  MP  à ces  trois  plans. 

En  considérant  qu’outre  l’angle  triédre  zAxy  , les  trois 
plans  coordonnés  en  forment  sept  autres , on  verra  bientôt 
que  la  position  absolue  du  point  M dans  l’espace  11’ est 
fixée  par  les  longueurs  de  a bc,  qu’autant  qu’on  introduira 
les  notions  Sur  les  signes  (333).  Ainsi  au-dessous  du  plan 
x Ay,  conçu  dans  son  étendue  indéfinie,  leszsont  négatifs, 
si  le  point  est  à gauche  du  plan  zAy,  vers  x',  x est 
négatif  ; y l’est  en  arrière  du  plan  zAx.  , , 

Imaginons  une  équation  entre  les  trois  coordonnées  {J 
x , y , z , telle  que  f(  x , y,  z)  = o ; elle  sera  indéter- 
minée. Prenons  pour  deux  de  ces  variables  des  valeurs 
quelconques  x=z  a=  AN , y=b  — PN  ; notre  équation 
donnera  pour  z au  moins  une  racine  z = c.  Si  c est 
réel,  on  élevera  en  P la  perpendiculaire  PM  = c au 
plan  yAx , et  le  point  M de  l’espace  sera  ainsi  déter- 
miné. Changeant  de  valeurs  pour  les  arbitraires  x et  y , 
ou  aura  autant  de  points  il/;  et  les  unissant  par  la  pensée, 
en  établissant  entre  eux  la  continuité , on  formera  une 
surface,  telle  qu’un  cône,  un  cylindre,  une  Sphère. . , 
f(x,yrz)=  o sera  V équation  de  la  surface , parce 
qu’elle  en  distingue  les  divers  points  de  tous  ceux  de 
l’espace.  Si  z a plusieurs  racines  réelles,  la  surface  aura 
plusieurs  nappes,  et  si  z est  imaginaire,  la  perpendi- 
culaire indéfinie  élevée  en  P au  plan  xy  ne  rencontrera 
pas  la  surface.  ' 

Si  après  avoir  prb  une  valeur  fixe  do  y,  telle  que 
jr  = è = AS , on  fait  varier  x,  l’ordonnée  QS  = z se 
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I I.  mouvra  suivant  SP  parallèle  au  plan  k,  et  les  variations 
correspondantes  qu'elle  éprouvera  seront  déterminées  par 
_/(.r,  A,  r)-=  o,  qui"  est  par  conséquent  l’équation  de 
l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  SM.  On  verra 
de  même  qu'en  faisant  x — a ou  z ==  c , on  a les 
intersections  de  la  surface  par  des  plans  MN  ou  QR 
parallèles  aux  yz  ou  aux  xy. 

600.  Bientôt  nous  nous  occuperons  de  la  recherche  de 
l'équation  de  toute  surface  dont  la  génération  est  connue  j 
mais  il  en  est  dont  l’équation  s’obtient  sur-le-champ. 
C’est  ainsi  que  * = 0 èst  visiblement  celle  du  plan  xy  , 
zx=c  celle  d’un  plan  qui  lui  est  parallèle  , et  en  est 
distant  de  la  quantité  c ; x =0  , xz=  a sont  les  équations 
du  planer  , et  de  celui  qui  lui  est  parallèle  et  en  est  distant 
de  a , etc. 

11.  601.  Le  triangle  rectangle  AMP  donne  z'l-\-AP'x=AM'f 
et  comme  on  lire  de  APN , AP*  ~x'  -{-y* , on  a 

x’  -f-  y'  4*  z'  — K'  * 

en  faisant  AM  = R.  Donc,  i°.  la  distance  d’un  point 
à l’origine  est  la  racine  des  carrés  des  trois  coordonnées 
de  ce  point,  a0.  Si  x,y  et  z sont  variables,  cette  équation 
caractérisera  tous  les  points  de  l’espace  dont  la  distancé 
h l’origine  est  la  même  et  ±=R  : c’est  donc  Y équation  de 
la  sphère  qui  a R pour  rayon  et  le  centre  h l’origine.  * 

12.  Soient  deux  points,  l’un  Afx,^,  z),  l’autre  M{x',y‘ , 

n et  m leurs  projections  sur  le  plan  xy , mn  est  celle  de  là 
ligne  MN—R.  Or  (3y3)  on  a mn (x — x')’  -(-  (y — ■ y ')*. 
De  plus , MP  parallèle  à mn  forme  le  triangle  MAP 
rectangle  en  P,  d’où  MAT*  = mn7  -j-  PAT*  ; et  comme' 
PiV  = An  — Mm  — z — z',  on  a 

(x-x')>  + (r-y)*+  dz-z'y  = R% 
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R est  la  distance  entre  les  points  (xyi r)  , (x'j'x')  (*)  ; ia^ 
et  si  on  regarde  x,  y,  x comme  des  variables , cette 
équation  est  celle  d'une  sphère  de  rayon  R , et  dont  le 
centre  est  situé  au  point  (x 'y'z'j. 

b'oa.  Concevons  une  surface  cylindrique  droite  à base 
quelconque  (a86)  donnée  sur  le  plan  x y par  son  équation 
f{x,y)  — a.  En  attribuant  à x cl  y des  valeurs  qui 
satisfassent  à celte  équation  , le  point  du  plan  xy  que 
ce*  coordonnées  déterminent , est  un  point  de  la  courbe 
qui  sert  de  base  au  cylindre  ; la  perpendiculaire  indétinic 
élevée  en  ce  point  est  une  génératrice  de  ce  corps  ; ainsi 
quelque  valeur  qu’on  attribue  à z , l’extrémité  de  cette 
perpendiculaire  sera  sur  la  surface  du  cylindre , dont 
en  déterminera  les  divers  points  en  prenant  pour  z et  x 
toutes  les  valeurs  possible*  , et  pour  y celles  que.  donne 
l’équation  J (x^y)  =.  o.  Donc  l'èquation  de  la  surface  d'un 
cylindre  droit  est  celle  de  sa  base , ou  f (x , y)  z=  o. 

Si  la  génératrice  du  cylindre  droit  est  perpendiculaire 
au  plan  des  xz  , l’équation  de  cette  surface  est  celle 
de  la  base  tracée  sur  ce  plan,  etc. 

JLc  même  raisonnement  prouve  que  l’équation  d'un 
plan  perpendiculaire  à l’un  des  plans  coordonnés  est  celle 
de  sa  Trace  sur  celui-ci , c.-à-d. , de  la  ligne  d’inter- 
section de  ces  deux  plans.  Soit  donc  ABz=za,  a-=z  tang  Clif  i3. 


(*)  Comme  mB  , nC  parallèles  à Ay  donneur  BC  ss  x — x'  = 12. 

la  projection  de  J/ A'  sur  l’asn  des  x,  ou  toit  que  la  longueur  it une 
ligne  dans  l'espace  est  la  tacine  canèc  de  (a  somme  des  carres  de 
scs  projections  sur  les  trois  arcs. 

PM 

On  a aussi  MN ~ - j une  ligne  daos  l’espace  est  le  quo- 

CO#  il  iWr 

lient  de  &a  projection  sur  un  plan  quelconque , dituce  par  le  cosiniu 
de  l’angle  qu'elle  lait  avec  ce  plan.  Ce»  lli.Wmcs  s'étendait  aussi 
aux  aires  plane#  située#  dam  l’espace.  A",  u”.  (xyj. 
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i3.  x — ac-{-  a qui  est  l’équation  de  la  ligne  BC , est  aussi  celle 
do  plan  FBC  perpendiculaire  à zAx  et  mené  suivant  BC. 

6o3.  Soient  M=o,  2V=  o , les  équations  de  deux  sur- 
fâtes quelconques  ; chacune  distingue  en  partirulier  ceux 
des  points  de  l’espace  qui  appartiennent  à ces  surfaces; 
ainsi  leur  existence  simultanée  appartient  à la  ligne 
suivant  laquelle  ces  surfaces  se  coupent.  Donc  un  point 
a trois  équations  ; une  sur/ace  n’en  a qu'une  seule;  une 
courbe  en  a deux- , qui  sont  celles  des  surfaces  qui  par 
leur  intersection  déterminent  cette  ligne.  Comme  1 y a 
une  infinité  de  surfaces  qui  passent  par  une  ligne  don- 
née , on  sent  qu’une  même  courbe  a une  infinité  d’équa- 
tions. 

Si  on  élimine  z entre  Jl/=o,  N — o,  on  trouvera 
une  équation  P = o en  x et  y ; ce  sera  celle  d’un  cylindre 
droit , qui  coupe  aussi  nos  deux  surfaces  suivant  la  courbe 
dont  il  s’agit,  et  l’équation  de  la  projection  (272)  de 
cette  courbe  sur  le  plan  xy.  De  même  , en  éliminant^, 
on  aura  l’équation  Q = o de  la  projection  sur  le  plan  xz 
ou  du  cylindre  projetant.  En  substituant  ces  cylindres 
aux  surfaces  données,  /*=  o,  Q—  o,  seront  les  équa- 
tions de  notre  courbe  : donc  on  peut  prendre  pour  équa- 
tions d'une  courbe  , celles  de  ses  projections  sur  deux  plans 
coordonnés. 

<k>4-  Appliquons  ces  principes  à la  ligne  droite.  Nous 
prendrons  pour  ses  équations  celles  de  deux  plans  quel- 
conques qui  la  contiennent  ; mais  il  sera  convenable  de 
préférer  ceux  qui  fournissent  des  résultats  plus  simples. 
L’axe  des  z a pour  équations  x = o,  y—o,  qui  sont 
celles  des  plans  yz  et  xz.  De  même  .r  = «,_y  = /?,  sont 
les  équations  d’une  droite  parallèle  aux  z , et  dont  le 
pied  sur  le  plan  xy  a pour  coordonnées  x=«,  y — 0. 
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On  raisonnera  de  même  pour  les  autres  axes  ; x = a, 
z = o sont  les  équations  de  celui  des  y , etc.. . 

Soit  une  droite  quelconque  EF;  conduisant  un  planFZJC  l3. 
perpendiculaire  à xz , BC  en  aéra  la  projection  sur  ce 
plan  (273)  : de  même  HG  sera  celle  sur  le  plan  yzmr 
les  équations  de  ces  projections , ou  des  plans  projeta  us» 
seront  celles  de  la  droite  EF,  ou 

x~  az  - f-  «r,  y — bz  0. 

Il  sera  aisé  de  voir  que  a et  0 sont  Tes  coordonnées  AB  AG 
du  point  E où  la  droite  rencontre  le  plan  xy  ; et  que  a 
et  b sont  les  tangentes  des  angles  que  BC  HG  font  avec 
Taxe  Az.  En  éliminant  z,  on  obtient  l'équation^  de  la- 
projection  sur  le  plan  xy  , 

ay  -=bx  -f-  a 0 — b m. 

6o5.  Si  la  droite  passe  par  un  point  donné  {x'y( z,1  y 
les  projections  de  ce  point  sont  situées  sur  celles  d»  la 
droite,  donc  les  éqitaliops  sonL  alors  (36<j) 

x:  — x‘  ~a  {z  — A),  y—ÿxzb^z  — »'). 

On  trouvera  aisément  les  valeurs  de  a et  b lorsque  1* 
droite  doit  passer  par  nn  second  point , ( ’x^y1'  z " ). 

Quand  la  droite  passe  par  l'origine  , ses  équations,  «ont 

x — az , y — bz.  . 1 ■ 

11  est  aisé  de  voir  que  deux  droites  parallèles  ont  leunr 
projections  parallèles  sur  le  même  plan(a68)  :donc  les  équa- 
tions de  ces  lignes  doivent  aveir  pour  z les  mêmes  coeffî— 
cicm  a et  b , et  différer  seulement  par  les  valeurs  des 
constantes  a et  0. 

2.  Equation» du  Pian,  du  Cylindre,  du  Cône,  etc.. 

GoG.  Quelles  que  soient  les  conditions  qui  déterminent 
U nature  d’une  surface t elles  se  réduisent  toujours,  en 
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dernière  analyse  , à donner  la  lui  de  sa  génération  , qui 
consiste  en  ce  qu’une  courbe  Génératrice , variable  ou 
' constante  de  forme,  glisse  le  long  d’one  ou  plusieurs 
lignes  données  qu’on  nomme.  Directrices.  L'équation 
de  la  surface  engendrée  ‘s'obtient  en  raisonnant  ici  « 
comme  au  n®.  460;  nous  allons  en  donner  divers  exernpleâ 
en  commençant  par  le  plan. 

Un  pian  est  engendré  par  une  droite  qui  glisse  sur  deux 
autres  qui  se  croisent  ; les  traces  LC  LD  sur  les  plans 
y s se  rencontrent  en  L , et  ont  pour  équations,  savoir  f 

BC. ..  . y =~ j® , z = Ax  -f-  C 

LD..  ; . je  — !0’,  z 3=  Ly  . » (i)é 

t!  !•:  j 

En  faisant  AD  = C.  Or,  si  la  trace  LC  glisse  paral- 
lèlement le  long  de  BD,  elle  engendrera  le  même  plan  t 
c’est  ce  qu’il  s’agit  d’expflmér;  en  analyse. 

Soit  EF  une  parallèle  quelconque  à ÊC  dans  l’espace  ; 
le  plan  projetant  EH1F  sera  parallèle  à zx , Ut  le  sera  il 
Ax.  hi  projection  de  JLf^suf  le  plan  3#  le  sera  à LC , 
cp  sorte  que  les  éqyations  de  EF’  seront 

y — a zxzAx^g....  (2). 

Supposons  que  celte  ligne  coupe  la  directrice  DB  ; pour 
avoir  le  lieu  de  l’intersection , éliminons  a-  y et  z entre 
’les'quatfe  équations  1 et  2,  il  viendra  l’équation  de  con- 
dition 

g = B a -f-  C.  . . . (3)  , 

J-li.  .•■  ■■-  ..  . 

qui  exprimera  que  les  lignes  BD  EF  se  coupent.  Si  donc 
ou  donne  à a.  et  g des  valeurs  qui  y satisfassent,  on  sera 
sûr.  que  les  équations  (2)  seront  celles  de  la  génératrice 
dans  une  de  ses  positions.  Concevons  donc  qu’on  mette 
dans  (2)  pour,®  sa  valeur  Bi  -J-C,  ces  équations  seront  celles 
VTuttc  génératrice  quelconque  , dont  la  position  dépendra 
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de  la  valeur  qti’ou  attribuera  à l'arbitraire  ».  On  en  con- 
clut que  si  on  élimine  » entre  elles  , c.-à-d.  , i et  /J 
entre  les  trois  équations  2 et  3,  l’cquation  résultante 

z = Ax  -f-  By  -f-  C 

sera  celle  du  plan  , puisque  x y et  z représentent  les  coor- 
données des  divers  points  d’une  génératrice  quelconque. 

C est  le  z à l'origine,  ou  AB  ; A et  B sont  les  tan- 
gentes des  angles  que  font  avec  les  axes  des  x et  y les 
traces  BC  BD  du  plan  sur  ceux  des  xz  et  des  yzi 

Si  on  fait  varier  C seul , le  plan  se  meut  parallèlement, 
parce  que  ses  traces  demeurent  parallèles  (268). 

Donc  , i°.  toute  équation  du  premier  degré  est  celle 
d’un  plan,  puisqu’on  peut  la  ramener  à cette  forme, 

(Fcy.  n*.  368).  ' ! ~ 

20.  Deux  équations  quelconques  du  i*'.  degré  sont  celles 
u une  ligne  droite. 

3*.  Lorsque  l’équation  d’un  plan  est  donnée  , on  obtient 
Celles  des  traces  sur  les  plans  des  je  z , yz  et  Xy,  en  faisant 
y==o,xx=o,  z = 0’,  qui  sont  les  équations  de  ces 
plans.  Ainsi,  Ax  -(-  By  -f-  C = o est  l’éqaatlon  de  la 
trace  du  plan  ci-dessus  sut  celui  des  xy. 

4”.  On  auroit  pu  prendre  une  droite  quelconque  dans 
l’espace  pour  génératricè-i-et  la  faire  glisser  sur  les  traces; 
ce  calcul  plus  compliqué,  auquel  on  pourra  s’exercer, 
couduiroit  au  même  résultat.  ■ • > 

607.  Le  même  raisonnement  sert  à trouver  l’équatioii 
du  Cylindre.  Soient 

M =.-0  iV=so  . , ......  (1). . 

Les  équations  d’une  courbe  quelconque  donnée  dans 
1 espace  , et  sur  laquelle  doit  glisser  la  droite  génératrice 
en  restant  parallèle  à cllc-mémc  (286). 
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x=az  y =bz + (2) 

seront  les  équations  d’une  parallèle  à la  génératrice  , a et  B 
. étant  donnés  ; a et  (3  dépendent  de  la  position  de  celle 
droite.  Or,  pour  qu’elle  coupe  la  directrice,  il  faut  que 
ces  quatre  équations  puissent  co-exister  ; c.-à-d.  que  a 
et /S  doivent  être  tels,  que  l’équation  Æ — Fa,  qui  résulte 
de  l’élimination  de  xy  et  rentre  elles,  soit  satisfaite.  Sf 
on  met  dans  (2),  F * pour  /S,  ces  deux  équations  seront 
donc  celles  d’une  génératrice  quelconque,  dont  la  posi- 
tion dépendra  de  la  valeur  de  a ; et  si  on  élimine  ensuite 
« entre  elles,  on  aura  une  relation  entre  xy  et  z , qui 
aura  lieu  pour  une  génératrice  quelconque  ; ce  sera  par 
conséquent  l’équation  cherchée. 

Concluons  de  là  que  pour  trouver  l’équation  d’une 
surface  cylindrique  , H faut  éliminer  x y et  z entre  1 et 
2;  puis,  dans  l’équation  de  condition  jS  — Fa  qui  en 
résulte  , mettre  x — az  pour  » et  y — bz  pour  $ : l’équa- 
tion du  cylindre  est  donc  de  la  forme_y  — bz  — F (x  — az)* 
la  forme  (*)  de  la  fonction  F dépendant  de  la  nature 
de  la  directrice.  ( Vuy . n“.  69G). 

Si  par  exemple  la  hase  est  un,  cercle  de  rayon  r,  tracé 
dans  le  plan  xy , le  centre  étant  à l’origine;  les  rcla- 


, (*)  Les  signes  Fx,  fx  , ,x , servent  à désigner  des  fonction» 

différentes  de  x ; ils  indiquent  des  formules  dans  lesquelles  la  même 
quantité  x entre  , mais  combinée  de  diverses  manières  avec  les  don- 
nées. An  contraire  f x , fi  sont  la  même  fonction  de  deux  quantité* 
différentes  x et  z : en  sorte  que  si  on  changcoil  s en  x dans  celle-ci-, 

on  reproduiroit  identiquement  l'autre.  n)  J ^ j Jj,  _ 

U 

désignent  que  si  on  fàisoit  *4-  a = x , et  • 


b -+■  loge 


fonctions  de  a tendraient  identiques  et  = fx* 
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lions  (1)  seront  x ’ -( -y'  — r',  z = o;  éliminant  x,y 
et  z , on  aura  + fi3  = r’  pour  l’équation  de  condi- 
tion (*),  d'où 

(x  — az)r  + (y  — bz)'  = r* 
pour  l’équation  cherchée.  Si  la  génératrice  est  parallèle 
au  plan  xz,  a est  nul,  et  on  a 

x*  y'  — 2 byz  -f-  i'r1  = r'. 

608.  Soient  M = o , N = 0.  . . . (1) 


les  équations  de  la  directrice  quelconque  d’une  surface 
Conique  '288J.  Les  coordonnées  du  sommet  étant  abc, 
toute  droite  qui  passe  par  ce  point  , a pour  équations 

(6o5) 

x — a = » (z  — c),  y — b = fi  (z  — c). 


Si  cette  droite  rencontre  la  courbe , elle  sera  une  géné» 

ratrice  : éliminons  donc  x y et  z entre  ces  quatre  équations, 

et  dans  la  relation  résultante  entre  < et  fi,  fi  = F*, 

• x — a y — b ... 

remettons  et  pour  ces  quantités,  nous  au- 

z c z — c 

rons  l’équation  du  cône  ; la  forme  de  cette  équation 


donc  ‘ 


ç±  = f(x— LüY 

— c \z  — c J 


Si,  par  exemple,  la  base  est  un  cercle,  comme  ci-dessus, 
les  équations  (1)  deviennent  x*  -f-  y'  = r’ , z = o ; et 
l’équation  entre  a et  fi  est  (a  — a c ’)*  -f-  (b  — fie)’  = r’ , 

• r x — a y — b ,, , 

puis  mettant  enfin  et  pour  a et  fi  , l équation 


(*)  Cette  équation  est  visible  d'elle-m?me  , puisque  a et  $ sont  le» 
coordonnée»  du  pied  de  la  génératrice.  Même  remarque  pour  le  cône. 

Ou  pourvoit  trouver  de  même  l'équation  du  plan,  en  le  considérant 
somme  un  cylindre  dont  U base  est -une  droite. 


t88  Analyse  des  trois  dimensions. 
du  c6ne  à base  circulaire , est 

î a'z—c)—c[x—a)  { *-f- 1 b'z—c)  — c(y—6 ) }'  — r'(z—c)\ 

Pour  le  cône  droit  à base  circulaire , a et  b sont  nuis , 
et  on  trouve  x*  y*  = m’  (r  — c)*, 
en  nommant  m la  tangente  de  1’angle  forme  par  l’axe  cl 
la  génératrice  , ou  me  — r. 

Si  le  cercle  de  la  base  n’étoit  pas  tracé  dans  le  plan  xyy 
il  faudroit  remplacer  les  équations  (i)  par  s = Ax  et 
•F3  -f-jr*  -{•  *=  r1,  qui  sont  les  équations  de  la  base,  qu’en 
suppose  perpendiculaire  aux  xz  ; A est  la  tangente  do 
l’angle  qu’elle  fait  avec  le  plan  .r y. 
i5.  609.  On  peut  concevoir  toute  surfate  de  Révolution  , 

comme  engendrée  (291)  par  le  mouvement  d’un  cercle 
BÜC  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à un  axe  Az , le 
centre  I étant  sur  cet  axe,  et  dont  le  rayon  IC  est  tel  que 
ce  cercle  coupe  toujours  une  courbe  quelconque  donnée 
CAB.  Nous  ne  traiterons  d’abord  que  le  cas  où  l'axe 
est  pris  pour  ceiui  des  z.  Tout  cercle  RDC  dont  le  plan 
est  parallèle  aux  x y , a pour  équations  celles  de  son 
plan  et  de  sou  cylindre  projetant ,,  ou. 

r = « et  r*  4-  y'  = fif.  • • . (0  î 

en  faisant  Al  = *,  elle  rayon  IC  = fi.  Les  équations  de 
Fa  directrice  donnée  CAB  étant 

r»  , ï 

3/  9 , JV  = o.  . . . (a) , 

pour  que  ces  courbes  se  rencontrent , il  faut  qu’en 
éliminant  xy  et  z entre  ces  quatre  équations , la  relaliotl 
fixzzFa,  à laquelle  on  parviendra,  soit  satisfaite.  Si  on 
met  Fa  pour  fi  dans  (1)  , ces  équations  seront  alors  celles 
du  cercle  générateur  dans  une  de  ses  positions  dépendante 
de  a ; et  si  on  élimine  ensuite  fi  , on  aura  l’équation 
demandée,  qui  aura  la  ferme  zzaz  F (p?  -f-J'O*  , 
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I.  Soit  d’abord  pris  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan 
ect  et  dont  le  centre  soit  à l’origine  ; les  relations  (a)  seront 
alors  y = o , x'  -f-  z'  = r’  ; l'équation  de  condition  sera 

_f_  fi'  — r'  , ce  qui  est  d’ailleurs  évident  par  soi- 
même  ; donc,  remettant  x'  -f-  y'  pour  fi'  et  * pour  z , 
on  a x'  -f-  y'  -f-  z'  = r'  pour  l’équation  de  la  sphère. 

II.  Traçons  dans  le  plan  xz  une  parabole  située  comme  i5 
on  le  voit  figure  i5  ; scs  équations  seronty=o,  :=  zpz  ; 

fi'  = 2 p*  sera  l’équation  de  condition  , et 


*’  +y  — ipz 

sera  celle  du  Paraboloïde  de  révolution. 

111.  On  trouvera  de  même  pour  l'Ellipsoïde  et  l'Hyper- 
boloïde  de  révolution , dont  le  premier  axe  A se  confond 
avec  celui  des  z, 

A • -hyO  ± A' B', 


le  signe  supérieur  a lieu  pour  l’ellipsoïde. 

IV.  Supposons  qii’une  droite  quelconque  tourne  autour 
de  l’axe  des  r;  cherchons  la  nature  de  la  surface  qu’elle 
engendre.  Les  équations  de  la  directrice  sont 

x — az  A y — bz  -}-  B 
d’où  (a*  -f-  A)'  -J-  ( b » -f-  By  — fi 1 


pour  équation  de  condition.  Celle  de  la  surface  est  donc 
x'  -f. y * = (a’  -J"  b'  ) *’  + 2 (Ao  -f-  Bb)z  -f-  A ' -(-  B'. 
En  faisant  x — o,  on  trouve  (43g)  que  l’intersection  par  le 
plan  yc  est  une  hyperbole  ; ainsi  la  surface  engendrée  est 
un  hyperboloïdc  de  révolutioÆ. 


Cependant  si  la  droite  génératrice  coupe  l’axe  des  Zf 
ses  deux  équations  doivent  être  satisfaites  en  faisant  x=  o , 
y — o et  x=f,  d’où  A = — ac  , B = — bc  : donc  on  a 


r 


* 
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(«*  + **)  (*  — cy  = x’-\-f 

qui  appartient  à un  cône  droit  (608). 

Pour  trouver  l'équation  d’une  surface  de  révolution 
dont  l’aie  a une  situation  quelconque,  il  faut  ou  recourir 
à une  transformation  de  coordonnées  ( 622  ) , ou  traiter 
directement  le  problème  d'une  manière  analogue  à la 
précédente.  ( Voy.  n°.  61 5). 

3.  Problèmes  sur  le  Plan  et  la  Ligne  droite. 

1 

610.  Remarquons,  comme  au  n*.  3j5,  qu’on  peut  se 
proposer  deux  genres  de  problèmes  sur  les  surfaces.  Tantôt 
il  s’agit  de  déterminer  les  points  qui  jouissent  de  cer- 
taines propriétés  ; tantôt  de  donner  à la  surface  une 
position  ou  des  dimensions  , telles  qu'elle  remplisse  des 
conditions  demandées.  Dans  le  1".  cas  x y z sont  les 
inconnues  ; dans  le  2e.  il  faut  déterminer  quelques  cons- 
tantes de  l’équation  d’une  manière  convenable.  Les  con- 
ditions données  doivent  dans  tous  les  cas  conduire  à 
autant  d’équations  que  d’inconnues,  sans  quoi  le  pro- 
blème seroit  indéterminé  ou  absurde.  Nous  allons  appli- 
quer ces  considérations  générales  au  plan. 

Trouver  les  projections  de  V intersection  de  deux  plans 
donnés  par  leurs  équations. 

z — Ax  -f-  By  -f-  C z — A'x  -f-  B' y -f-  O , 
en  éliminant  z,  on  a la  projection  sur  le  plan  xy  , 

( A—A')x+  (B%-B')y+C  — C' — o 
de  même  ( A ' — A)  z -f-  (AB' — A'B)y-\-AC' — A'C=o 
(B'—B')z  + (AB  — AB')x-\-BC — B'  C=o 

• K 

pour  les  projections  sur  les  pians  des  yz  et  des  x z. 
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61 1.  Faire  passer  un  plan  par  un,  deux  ou  trois 
points  donnés.  L’équation  de  ce  plan  étant 

* = Ax  -J - By  C , 

pour  qu’il  passe  par  le  point  (x'y'z'),  il  faut  que 

e 1 — Ax'  4-  By'  + C;  et  retranchant , on  a 

z — e'  z=  A (»  — *)  + B (y—y~) 

pour  l’équation  du  plan  qui  passe  par  le  point  (xyr'). 
Le  problème  resteroit  indéterminé  , si  les  constantes  A 
et  B n’éloient  pas  données , à moins  qu’elles  ne  fussent 
liées  par  deux  Conditions  dont  il  faudrait  les  déduire. 
Si  par  exemple  le  plan  doit  être  parallèle  à un  autre  $ 
z = A'x  -|-  B’y  -+•  C' , on  aura  A = A B = B' . 

On  peut  demander  aussi  que  le  plan  passe  par  un 
a'.  point  (xy*11) , et  on  aurait  **  = Ax1'  4-  By11  -f-  C; 
ce  qui  laisserait  une  constante  arbitraire,  et  permettrait 
de  faire  passer  le  plan  par  un  3r.  point. 

6 ta.  Trouver  les  conditions  pour  qu'une  droite  et  un 
plan  coïncident , ou  soient  parallèles.  Soient  les  équations 
du  plan  et  de  la  droite 

z = Ax  4-  By  4-  C 
x — az  4-  »,  y=bz-j-fi, 

en  substituant  az  -\-  » et  bs  4-  fi  pour  x et  y dans  la  tr*. , 
on  a z ( i/s  + Bi  — t)4*^*  + B fi  4 - C = o.  Si  la 
droite  et  le  plan  n’avoient  qu’un  point  de  commun , 
on  en  trouverait  ainsi  les  coordonnées  ; mais  pour  qu’elle 
y soit  entièrement  située , il  faut  satisfaire  à cette  équa- 
tion quel  que  soit  r;  d’où  (5u7) 

Aa  4-  Bb  = 1 , A a 4~  4*  ^ o j 

ce  sont  les  équations  de  condition  cherchées. 
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Si  la  droite  «si  simplement  parallèle  au  plan , il  faut 
qu'en  les  transportant  parallèlement  jusqu’à  l’origine,  la 
droite  et  le  plan  coïncident  ; ainsi  ces  équations  doivent 
être  satisfaites  en  y supposant  a fi  et  C nuis  : d’où 

Aa  + Bb  — 1=0. 

6i3.  Trouver  le  point  d'intersection  de  deux  droites. 
Soient  leurs  équations  données 

ir* x = as  + <»i  J ==  -j-  fi 

a'.*...  x = a’z  -j-  y — b'g^fi' 

l’our  le  point  cherché,  x f et  e satisfont"  à ce:P équations  : 
éliminant , on  trouve  l’équalidn  de  condition 

(*  — «')  (ô_ô')  = (,«_>)  («  — a')- 

Si  elle  n’est  pas  satisfaite*  les  lignes  ne  sf  coupent  pas;  et 
si  elle  l’est , le  point  d’intersection  a pour  coordonnées 

a— «'  p — .jg'  a'»— aol  b' fi  — b fi' 

r “ — T~rb  ,X—  a'  — a ' b'  — b ■ 

Gi4-  Exprimer  qu’une  droite  est  perpendiculaire  à un 
plan.  Le  plan  projetant  la  droite  sur  les  xy  est  à la  fois 
perpendiculaire  au  plan  donné , et  à celui  des  xy  : il 
coupc  donc  ces  plans  suivant  des  lignes  perpendiculaires 
à leur  commune  section  (aGG):  or,  l’une  de  ces  lignes 
èst  la  projection  de  la  droite  donnée , l’autre  est  la  tract 
du  plan  sur  celui  des  xy  ; donc  ces  lignes  sont  perpen- 
diculaires , ou  plutôt,  lorsqu'une  ligne  est  perpendiculaire 
sur  un  plan , les  traces  de  ce  plan  et  les  projections  de 
la  ligne  sont  à angle  droit.  D’après  cela  soient 
z = Ax  -f-  By  -(-  C 
xxzae+a,  yxzbz-\-fi, 
les  équations  du  plan  et  de  la  droite  | celles  des  trace* 
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du  plan  sur  les  xz  et  yz  sont 

zx=4x+C,  z = By+C, 


la  relation  connue  (Syo)  donne 

st-\-a= o,  Ii-\-b=:o , 

ce  sont  les  équations  de  condition  demandées , qui  ser- 
viront  à déterminer  deux  des  constantes  du  plan  ou  de 
la  droite,  de  manière  que  celle-ci  soij  perpendiculaire 
au  plan.  Les  autres  constantes  devront  être  données, 
ou  assujéties  à d’autres  conditions. 

Si , par  exemple  , on  veut  mener  un  plan  perpendi- 
culaire à la  droite  donnée , l’équation  de  ce  plan  sera 

z -f-  ax  -J-  by  = C. 

61 5.  Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  sur  le  plan 
x y sont  * et  0 ; la  sphère  dont  le  centre  est  en  ce  point  a 
pour  équation  (601),  * 

(æ  — «)’  -f-  {y  — fi)'  + z'  — r*. 

Ces  deux  dernières  équations  appartiennent  donc  à un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la  droite  donnée  ; le 
rayon  de  ce  cercle  et  sa  situation  absolue  dépendent  de 
t et  de  C. 

Soient  Mz=  o , N — o les  équations  d’une  courbe  ; 
pour  qu’elle  coupe  notre  cercle  , il  faut  que  Ces  quatre 
équations  puissent  coexister  : en  éliminant  x y et  z,  on  a 
l'équation  de  condition  r = F (C)  , et  remettant 

c -f  ax  -f-  by  pour  C , et  v/  {(•*—  •)’  -H  (j—fi)'  + 

pour  r,  on  aura  l’équation  de  la  surface  engendrée  par 


ig4  Analyse  des  trots  dimensions. 
la  révolution  de  la  courbe  donnée  autour  de  l’axe  quel- 
conque. 

616.  Si  au  contraire  le  plan  est  donné  , et  si  on  veut 
que  la  droite  lui  soit  perpendiculaire  et  passe  par  un  point 
donné  (x' y'  z'),  on  aura  pour  les  équations  de  la  droite 

= o,  y— y +B(z  — z')  = o. 
On  en  déduira  la  distance  du  point  au  plan  ; car  en 
mettant  l’équation  du  plan  sous  la  forme 

z — *■'  — A {X  — x'  ) + B (jr  — y')  -}-  L, 
et  faisant  L 2=  C — z’  A x'  B y' , 

puis  éliminant  les  coordonnées  x y z du  pied  de  la  per- 
pendiculaire , il  vient 

L —AL  , —BL 

*-*=■;+*+*' =;+>+*’ 
donc  {601)  la  distance  i'  entre  les  extrémités  de  cette 
perpendiculaire  est 

v/(,  + //*  + A’1) 

617.  Trouver  la  distance  d'un  point  à une  droite.  Le» 
équations  de  la  droite  étant  toujours 

i = oz-f  >,  y — bz  + I! , 

le  plan  perpendiculaire,  mené  par  le  point  donné  ( x' y’ z ') 
a pour  équation 

a (x  — x')  + b (y— y ) + z — z'  = o, 

un  calcul  semblable  au  précédent  donnera  pour  le  point 
de  rencontre 

oM  , bM  M 

x~  *~x+a,+4*, 

en  faisant. . . JI/  = a (x'  — «1  + 4 ( y — /3)  + z' , 
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b distance  P entre  les  points  (xyi),  (x ' yJ  z '),  tout  calcul 
fait,  est  donnée  par 

o-'— *)*  + ■*'’- — £1,. 

I + O’  -f  b‘ 

t<i8.  Trouver  I angle  A que  forment  deux  droites. 
Menons  par  l’origine  des  parallèles  à ces  lignes  ; l’angle 
que  ces  deux  parallèles  font  entre  elles  est  ce  qu’on  ap- 
pelle 1 angle  des  droites  , qu’elles  se  coupent  ou  non. 

Soient  donc  les  équations  de  ces  parallèles 

i . . .x~  az , y = bz  ....  2. . ,x  = a' z , y — b' z , 

il  faut  trouver  A en  fonction  de  a b a'  et  b'.  Concevons 
une  sphère  dont  le  centre  seroit  à l’origine  et  qui  auroit 
1 unité  pour  rayon  : o«  aura  les  coordonnées  des  points  où 
elle  coupe  nos  droites,  en  éliminant  xy  et  z entre  leurs 

équations  respectives  et  celle  de  la  sphère  qui  est 

x’  H-J’'’  + z'  = i.  On  trouve 

j , l ^ a b 

* \/(« +«'+*’)  ’ X — /(* -+-<*’-+- *") ,Jr  ^ v''(I  + fl,+*’) 

..yt—  r/—  l' 

-b'*f  f[i+a''+b'’)7  y(l+a,‘+b'') 

la  distance  D de  ces  points  oat  donnée  pgr 

D’  = (x  — x')*  -(-  etc. , = 2 — 2 ( xx'  -j- yy'  -j-  zz'  ) , 

à cause  de  + + *'•  ==  i,  x'+y'+z*=xi.  Mais  D 

est  visiblement  le  double  du  sinus  de  $ A , d'où  fÜogj, 

D'  ==  4 s*n’  ï -'1  ~ a (t — co s A).  Donc  en  égalant  ces 
valeurs  de  D‘ , on  a cos  Az=.xx>  + yÿ  -J-  zz',  ou 

cos  A= 1 + qq'  + bb'  j-_ 

t/(i  + <*’  + b*j  -f  a,'+b,>y 

Pour  en  déduire  les  angles  X,  Y,  Z qu’utte  droite 
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fait  avec  les  axes  des  x , y et  r,  il  faut  donner  à la  2*. 
ligne  tonr-à-tour  la  situation  de  chacun  de  ces  axes , puis 
mettre  ici  les  valeurs  de  a,'  et  b'  correspondantes.  Par 
exemple  , celles  que  ces  quantités  doivent  prendre  pour 
que  x — a'z,jr  = b'z  deviennent  y==.  o,  r=.o,  qui 
sont  les  équations  de  l’axe  des  x , sont  b’  — o et  a'  = oo  . 
Si  on  introduit  ces  valeurs  dans  noire  formule  (*) , oti 


Ara  4-  Rxb  4-  . . . . . 

r)  Soit  la  fraction  ■ , _ ■ — u , ■ -«  qu'on  peut  écrire  ainsi 

w A/x»»4-iYx»i4-  ...  7 ^ 

JT a (j4  4r  Bxh — * -4- . . . . 

4»"iVx  ■—  , -4-  ' •>  cn  que  « et  m «ont  les  moindres 

ex  posa  ni  de  x dans  les  deux  termes.  Il  se  présente  trois  cas.  i°.  Si 

y/  + Bx  — n 4-  . . . . > 

m = a , la  fraction  derient  -rrr — xr r •*  plus  x décroît  el 

’ M -4-  iVir**— 4-  ....  r 

. A 

plus  la  fraction  approche  de  qui  est  k limite  répondant  a x = o. 

A 4-  Rx'~n  4- . . . , 

a».  « m>a  , on  * ^ Kt,— — ~ ’ dom  I'infini  CTt  ’“*■ 

blement  la  limite  , ce  qui  revient  à dire  que  la  fraction  croît  „sans  » 
bornes.  3°.  Enfin  si  la  limite  est  xéro.  Cette  manière  de 

prendre  la  limite  est  ce  qu'on  nomme  faite  x infiniment  petit . 

Si  le»  exposans  a et  m sont  au  contraire  les  plus  élevés  dans  les  deux 

termes , on  les  mettra  sous  la  fdrme  x»  (^A  ri — 4*.,.,^ 

x,n  (jW  4- — - — Or  plus  x croît,  et  plus  les  termes 

B N 

“xa—b  ’ 7 "x  'm-n  v • • •pprocoent  de  xéro , qui  répond  à x infini  j en 

sorte  que  si  a = m , la  limite  est  ; •«  la  fraction  devient 

an — > ( A 4-, . . .) 

■ ■ 1 qui  devient  infinie  avec  x : enfin  si  la 

limite  est  xéro.  On  appelle  cette  opération  faire  x infiniment  grand. 

U «st  facile  de  voir  que  ce  raisonnement  ne  porte  que  sur  le  Ier. 
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exprimera  que  la  2e.  droite  se  couche  sur  l’axe  des  a», 

et  un  aura  cos  X= . 

v/(i  + + *’)  * 

En  faisant  de  meme  a’  = o , i'  = x>,  les  équations 
te  = a' s , y — b’ z de  la  2'.  droite  deviennent  a:  = o , 
z = o , qui  sont  celles  de  l’axe  des  y : on  trouve  donc 
cos  F.  Enfin  a1  = o,  b'  = o , donnent  cos  Z.  Donc  les 
cosinus  des  angles  qu’une  droite  fait  avec  les  axes  sont 


cos  X— 


vA  i+a*+^')’  y/0+*'+h’coaZ- 


Vl*  +«’+*’! 

Ces  valeurs  sont  aussi  celles  des  sinus  des  angles  N 


que  la  droite  fait  avec  les  plans  des yz , xz  et  xy , puisque 
ces  angles  sont  visiblement  les  complémens  de  X,  F et 
3°.  Ajoutons  les  carrés  de  ces  cosinus,  il  vient 
cos1  X -f-  cos1  Y -f-  cos1  Z = 1. 


Cette  relation  exprime  qu’on  peut  mener  une  droite  dan* 
l’espace  de  manière  à former  avec  les  axes  des  x et  desjy 
des  angles  donnés  X et  F;  mais  que  Z est  déterminé. 
C’est  ce  qui  d’ailleurs  est  visible. 


terme  du  numérateur  cl  du  dénominateur,  en  sorte  qu’on  aurait  pu 
d'abord  réduire  la  fraction  à — — - U en  seroit  de  même  de  tout» 


autre  fonction  , ce  qu’on  ùémontreroit  par  un  raisonnement  analogue. 
Concluons  donc  que  pour  dite  1 infini  dans  une  fonction , il  jaut 
n'jr  conserver  que  les  ternies  où  cette  lettre  porte  les  exposons  les 
plus  élevés:  au  contraire , pour  faire  x infiniment  petit , il  faut 
supprimer  [ous  les  termes , excepte'  ceux  qui  ont  les  puissances 


moindres  de  x.  C’est  ainsi 


réduit  à 


3 

V *' 
y xi 


que  quand  z — x 


fl  + V (je*  -+-  bxs  -4-  c) 
’ m + y (ar>  -I-  /») 


- *ve* 
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4°.  Si  on  met  les  valeurs  de  cos  X,  etc.,  dans  cos  A\ 
et  de  même  si  pour  la  2'.  droite  on  met  cos  X'  pour 


a' 

V (,  + *"+*") 


$ etc. , on  aura 


cos  A = cos  X cos  X'  -f-  cos  y co*  Y'  -f-  cos  Z cas  Z'  ; 

l’angle  des  deux  droites  est  exprimé  en  fonction  des  angles 
que  chacune  d'elles  fait  avec  les  trois  axes. 

5°.  Si  les  deux  lignes  sont  perpendiculaires,  cosvf=o, 
et  on  a pour  l’équation  qui  exprime  cette  condition 


1 -f*  aa'  + W*  — o , 

ou  cos  X Cos  X'  -f-  cos  l'cos  Y'  -j-  cos  Z cos  Z'  = o. 


Ciq.  Trouver  r angle  t de  deux  plans.  Soient 

z = Ax  + By  -f-  C , z—  A’x  -}-  B’y  -f-  C , 

les  équations  données  : si  de  l’origine  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  ces  plans,  l’angle  de  ces  lignes  sera  égal  à 
celui  Jes’  plans.  Soient  donc  xz=z  ax , y = bz  les  équa- 
tions d’une  droite  menée  par  l’origine;  pour  qu’elle  soit 
perpendiculaire  au  1".  plan,  il  faut  qu’on  ait  (61 4), 
^-f-a  = o,  B -f-  b = o.  On  en  conclura  aisément  que 
les  équations  des  perpendiculaires  sont 

i.  x-\-Az=o,  y-\-Bz=o. . . 2.  x-\-A'z=o,  y-\-R'z=o. 

Donc  on  a pour  le  cosinus  de  l’angle  de  ces  droites, 
et  par  conséquent  pour  celui  des  plans 

1 4-  AA'  4-  BB' 

cos  e = ! 

V/(i  + A‘  + B')  */(«  + A'‘+B’>) 

i°.  Si  on  fait  prendre  au  2e.  plan  la  situation  de 
celui  des  x z , y — o sera  son  équation  ; il  faut  donc 
faire  A'  = C'  = 0 et  />'  = «,  pour  avoir  l’angle  T 
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qu’un  plan  fait  avec  celui  des  xz.  On  a de  meme  les 
angles  U et  F qu’il  fait  qvec  les  yz  et  xy.  Donc 

b tT  ' a v 1 

'y/’i+A>  + ÊF)*  cosl/-^ÿ+  + + 

d’où  cos1  T -f-  cos1  U -|-  cos1  V s=.  1 , 

et  cos#  = cos  T cos  T 4-  cos  U cos  V + cos  V cos  F', 

pour  le  cosinus  de  l’angle  de  deux  plans  en  fonction 
de  ceux  qu’ils  forment  respectivement  avec  les  plans 
coordonnés. 

a°.  Si  les  plans  sont  à angle  droit 

t + AA'  + BB'  = o, 

ou  cos  T COS  V -f-  COS  U cos  U 1 -f-  cos  V COS  F*  = O. 

620.  Trouver  l’angle  4 d’une  droite  et  d’un  plan.  Soient 

* z = Ax  -f - By  C et  x=  az  - f-  a , y zxbz  - f-  /S  , 

leurs  équations.  L’angle  chercbé  est  celui  que  la  droite 
fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  (272)  : si  on  abaisse 
d’un  point  de  la  droite  une  perpendiculaire  sur  ce  plan  , 
l’angle  de  ces  deux  lignes  sera  donc  complément  de  4 : 
il  s’agit  d’exécuter  cette  opération  analytiquement.  De 
l’origine  menons  une  droite  quelconque  ; ses  équations 
seront  x = a'z  , y — b' s ; pour  qu’elle  soit  perpendi- 
culaire au  plan,  il  faut  (6t4)  qu’on  ait  «'= — A,  l>'~ — B. 
L’angle  qu’elle  forme  avec  la  ligne  donnée  a pour  cosinus 
la  valeur  du  n".  618  ; donc 

1 — Aa  — Bb 

” ~ vc  + a‘  + + -&*)’ 

• 

Il  sera  aisé  d’en  conclure  que  les  angles  que  la  droite- 
fctit  avec  les  plaus  coordonnés  dcs.xe,  yz  et.  xy-  ont  pour 


ao»  Analyse  df.s  trois  dimensions. 
sinus  respectifs 

b a * t 

V/(,  + a'  + A0>  v/(i  + «’+*1)’  V(‘ + «’  + *’)  : 

cc  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  (618,  i*.). 

4-  Transformation  des  Coordonnées. 

Gai.  Pour  transporter  l’origine  au  point  («  £ y ) , sans 
changer  la  direction  des  axes  , qu’on  suppose  d'ailleurs 
quelconque  , par  un  raisonnement  semblable  à celui  du 
n“.  382,  on  verra  qu’il  faut  fyire 

x = x'  + “ 1 y —ÿ  + Æ » *=*'  + y. 

Les  axes  primitifs  x , r sont  parallèles  aux  nouveaux 
x',y',  z'  ; on  doit  d’ailleurs  attribuer  aux  coordonnées 
a t fi,  y de  la  nouvelle  origine  les  signes  qui  dépendent 
de  sa  position  (5gg).  Si  elle  est  située  sur  le  plan  xyy 
y =0  ; si  elle  est  sur  l’axe  des  z , » et  fi  sont  nuis , etc. 

Gaz.  Pour  changer  la  direction  des  axes  qu’on  suppose 
rectangulaires  , en  conservant  la  même  origine  , imagi- 
nons trois  nouveaux  axes  Ax' , Ay\  Az1 , et  un  point 
quelconque  (compris  dans  l’angle  trièdre  qu’ils  forment)  ; 
puis  menons  les  coordonnées  x',y\s’  de  ce  point,  et 
projetons-les  sur  l’axe  des  x ; l’abscisse  x sera , comme 
n°.  383,  la  somme  de  ces  projections.  Désignons  par  (xx') 
l’angle  x' Ax  formé  par  les  axes  des  x et  x',  par  {y' y) 
l’angle  y'Ay,  etc.,  nous  aurons 

x = x'cos  (x'x)  -f- j'cos  {y'x ) -f-  -c'cos  (*'x) 

projetant  aussi  les  coordonnées  x',  y'  et  z'  sur 
l’axe  des  y et  sur  celui  des  &,  nous  trouverons 

y = x'  cos  (x'j)  4-  y' cos  {j'y)  + z'cos  {z' y) 
z = x'cos  (x' z)  -j-j'cos  (y'z)  4-  «'cos  {z'z) 
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Telles  sont  les  relations  qui  servent  à changer  la  direc-  *6. 
tion  des  axes.  On  remarquera  que,  i“.  comme  (x'x) 

(x'y)  (x'r)  sont  les  angles  que  forme  la  droite  Ax' 
avec  les  axes  rectangulaires  des  x y z , on  a (6i8,3".  ) 

cos’(x'x)  -}-cos’  (x'y)  -f-cos’  (x'r)=  t 
de  même  cos’^y,x)-f-cos’(j',ij'J-f<cos’(jf,z>==1 
cos*(z'x)+cos,(  z'y)-\-cos*(z'x)=zi 

a*.  Les  angles  que  les  nouveaux  axes  forment  enlre 
eux  donnent  (6i8,4°.) 

cos(*y)=cosrx/*}cos(/*)+cos(x'^)cos(y^)+COs(x'r)cos(/r; 
cos(x'z/)t=cos(x,x)cos(r'x)  -f-cosfx'^cosfr'j-)  -4-cos(x'z)cosf:: '-) 

cos(y'r')=cos  j'x)cos(z'x)+cos(j,'/)cos(z'j)-j-cos(-yyz)cos(r/ z) 

si  les  nouvelles  coordonnées  sont  rectangles,  les  seconds 
membres  de  ces  trois  équations  sont  = o ; ce  sont  le* 
relations  qui  expriment  cett^  condition. 

623.  On  peut  déterminer  la  position  des  nouveaux  tG. 
axes , sans  donner  les  angles  qu’ils  forment  entre  eux 
et  avec  les  x y z : en  voici  un  exemple  tiré  de  la  Méca- 
nique céleste,  tom.  Ier.,  pag.  -j3.  Le*  lignes  A z Az'  Ax'  AyC 
sont  dans  l’espace  et  vues  en  perspective  ; BC  Ax  et 
Ay  sont  dans  le  plan  xy  : les  coordonnées  x'y'z'  sont 
supposées  rectangles  , ainsi  que  x y et  ri 

Le  plan  des  axes  Ax'  Ay'  fait  avec  celui  des  xy  l’angle 

I ; BC  est  l'intersection  de  ces  plans , fixée  par  l’angle 
qu’elle  fait  avçc  Ax  : de  plus,  la  position  de  l’axe  Ax' 
l’est  par  l’angle  x'ACxx  9 qu’il  fait  avec  la  trace  BC. 

II  s’agit  d’exprimer  les  angles  (x'x)  (x^-)...  èii  fonc- 
tion C,  4 et  <P  v q»i  déterminent  visiblement  la  situation 
des  nouveaux  axes.  Pour  cela  , remarquons  que  les  droites 
Ax  Axf  AC  forment  un  angle  trièdre  dont  on  connoît 
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deux  angles  plans  et  4 , ainsi  que  l'angle  dièdre  com- 
pris t.  Appliquons  içi  la  formule  'a)  de  la  Trigonométrie* 
sphérique  ( 5go  ) ; faisons  c = (x'x),  C = ( , u =5=  4 
et  A = (p  : nous  aurons 


cos  (x'x)  =COS  4 COS  4 + si®  4 s’n  C0S  L 

Il  est  clair  que  pour  l’angle  x.4y’  , il  suffit  de  changer 
ici  <p  en  ioo°  <p  : de  même,  on  mettra  ioo°  -f-  4 
pour  4 , et  on  auTayAx’  ; enfin  , en  faisant  cette  double 
substitution,  on  aura yAy',  ce  qui  donnera 


cos  (y'x)  — — cos  4 sin  q>  — sin  4 cos  <P  cos  * 
cos  ( x'y ) = — sin  4 cos  q>  -f-  cos  4 sin  <p  cos  9 
cos(y'y  ) = sin  4 sin  <p  -f-  cos<p  cos  4 cos  9. 


Considérons  l’angle  trièdre  z'ACx  ; l’axe  Az'  fait  avec 


AC  un  angle  droit  (266),  et  avec  le  plan  xAy  1 angle 
roo®  — I , en  supposant  ce  plan  situé  au-dessus  de  celui 
des  x'y’ . Faisons  donc  dans  la  formule  3 , n“.  5go , 
c — (a'x) , C = ioo“  9 , a = ioo®,  4=4»  nous 
aurons 

cos  (z'x)  s=  sin  4 si®  9 • 

d’où cos  ( z'y  ) = cos  4 sin  J , 


en  augmentant  4 de  1 ofi*.  Enfin,  1 angle  zAC  ctant 
aussi  droit,  et  l’angle  dièdre  zACx'  = ioo°  + 0,  la- 
pyraroide  zACx'  donne 


cos  (x'r)  = — sin  ç sin  9 
1 , 

d’où cos  [y  z J = — cos  ip  siu  9 

enfin cos  (z'z)  = cos  f, 


on  a ainsi  les  valeurs  des  ne»f  coefficiens  des  équations  A. 

Les  conditions  1”.  et  a®,  n*.  622,  sont  remplies  d elles- 
mêmes  par  ces  valeurs  , ainsi  qti’on  pent  s eu  assurer. 
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5.  Des  Intersections  plants. 

6a4>  Lorsque  l'intersection  de  deux  surfaces  est  une 
courbe  plane,  il  est  plus  commode,  pour  en  connoitre 
les  propriétés  , de  la  rapporter  à des  coordonnées  prises 
dans  ce  plan  y'  Ax'  : il  sera  déterminé  par  l’angle  4 qu’il  J7‘ 
forme  avec  le  plan  xy  , et  par  l’angle  9 que  fait  avec  Ax 
^intersection  Ax'  de  ces  plans;  nous  prendrons  cette 
ligne  Ax'  pour  axe  des  x'  : la  perpendiculaire  Ay  , 
menée  sur  Ax'  dans  le  plan  coupant  sera  l’axe  des  y. 

Comme  il  s’agit  d’avoir  en  x'y  l’équation  de  la  courba 
d’intersection  des  surfaces  , il  est  clair  qu’a  près  avoir 
fait  la  transformation  de  coordonnées  ÇA)  , pour  rap- 
porter l’une  de  ces  surfaces  aux  axes  x'y' A , il  suftira 
de  faire  ensuite  z'  s=  o , et  on  aura  son  intersection  avec 
le  plan  x' Ay' . Il  est  préférable , dans  un  cas  aussi 
simple  de  faire  z'  zzz  o dans  les  équations  Ç.4) , et  dç 

chercher  directement  les  cosinus  de  Çx'x),  Çy'x) 

Dans  l’angle  trièdre  ystx’x,  on  connoit  les  angles  plans 
o — <p,  b — roo®  , et  l’angle  dièdre  compris  6=1:  donc 
l’équation  (a)  du  n“.  5go  devient 

cos  ( y'x ) = sin  f>  cos  J , d’où  cos  (y'y)  — — cos  9 cos  4, 

en  changeant  9 en  roo°  — 9,  et  4 en  aoo®  — 4.  De  plu* 

x'x  =9  , cos  ( x'y  ) = sin  9 , x'z  = 100®. 

Enfin  le  plan  y' Ax' , qu’or^  suppose  élevé  au-dessus  de 
celui  x>-,  fait  avec  l’axe  Az  l’angle  [y‘z)  =z  ioo°  — 4. 
Ainsi  les  équations  ÇA)  donnent 

x — x'  cos  9 -| -y  sin  9 cos  i 
y = x1  sin  9 r'  cos  9 cos  0 
z sx y sin  4.  . 
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Ga5.  Prenons  le  cône  oblique  pour  exemple  : en  pla- 
çant le  sommet  A à l’origine , et  le  cercle  de  la  base 
ICI ) parallèle  au  plan  xy , le  centre  C ayant  pour  coor- 
données a b g ; enfin  le  rayon  CI  = r ; l’équation  de 
cette  surface  est  { 608) 

( az  — y + ( bz  — gy  )»  = 


Pour  obtenir  toutes  les  sections  de  ce  cône  par  un  plan, 
transportons  l'origine  en  un  point  ( «,  /S,  y ) du  plan  xz, 
puis  prenons  le  plan  coupant , tel  que  sa  trace  sur  le 
plan  xy  soit  l’axe  même  des  y'.  11  résulte  de  celte  dis-1- 
position  que  , i°.  en  faisant  varier  a b g r...  notre  calcul 
donnera  toutes  les  sections  coniques  possibles  ; 2*.  if 
faudra  dans  nos  équations  B faire  ^=100°,  d’où 

I 

x = a + cy  , y=  x'  , z = v + s/, 
c étant  le  cosinus  et  s le  sinus  de  <.  On  trouvera  pour 
l'équation  de  l’intprscction,  et  faisant  o’  -f-  4*  — r*  = k , 

*(r+^r//+l?,(a:,’+(“+9y.)*)=2^(Y+■îy')(a“+i;c'+<,9',); 


ainsi  il  sera  facile  de  discuter  cette  équation  ( 453)  ; et 
de  rcconnoitre  que  les  intersections  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cilrte  droit. 

Si  on  veut  obtenir  un  cercle,  il  faut  que  les  coefïiciens 
f44^)  *1®  x M et^’  soient  égaux  , et  que  celui  de  x'y'  soit 
nul  ; d’où  < • 


sbg  =0  (k  — g')s*  — 2 âges 
s — o satisfait  à ces  deux  équations;  ainsi  tous  les  plans 
parallèles  à la  base  donnent  des  cercles  ; mais  ils  ne 
jouissent  pas  seuls  de  celle  propriété.  En  effet , on  a 

— — ^ l7fi>  , ce  qui  exige  que  la  première  équation  donne 

D’une  part  b s=  o 


b = o : donc  taug  6 : 


uag 


a*  — r1  — g 1 
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indique  que  le  plan  xr,  auquel  le  plan  coupant  est  per-  j8, 
pendiculaire , l'est  lui-méme  à la  base  du  cône , qu’il 
coupe  suivant  le  triangle  AID  : de  l’autre 


CG.=  a , AG  = g , IG  = a — r , GD  = a -}-  r, 


tang  D — 


AG  _ g 
GD  a -J-  r ’ 


en  faisant  l’angle  AIG  = B.  Menons  IL  qui  fasse  l’angle 
AIL  — IDA  = D\  soit  l’angle  ILx  = L , nous  aurons 


' > 


tang  L = tang  (2?  + D)  = = --À- 

b 6 ' i-tangfitangll  a * — r’ — 

L - 

ainsi,  L—t,  ce  qui  signifie  que  le  plan  perpendicu- 
laire au  triangle  IAD  mené  suivant  IL  et  tous  ceux 
qui  lui  sont  parallèles  coupent  le  cône  suivant  des  cercle*. 
C’est  ce  qu’on  nomme  des  Sections  sous— contraires. 

L l _ , ( ,,  -*;•!•>  A.tAA.  . 'ir*t  <0.*-,  ' ï iVà 

Le  cylindre  droit  qui  a pour  axe  celui  des  z,  et  jR 

pour  rayon  de  sa  base  , a pour  équation  (602) 

*’  -f-j’  = R‘  : les  équations  B donnent  pour  celle  de 
l’intersection  par  un  plan  quelconque  c‘  c=  R’  ; 

cette  section  est  donc  une  ellipse  : elle  devient  un  cercle 
lorsque  c—  1 ; alors  le  plan  est  perpendiculaire  à l'axe. 
Comme  l’équation  est  indépendante  de  p , on  voit  que 
tous  les  plans  qui  font  le  même  angle  avec  l’axe  du 
«ylindre , donnent  la  uiern*  courba. 

V té 

. .;oii3C>d  iurl  • • . • 

f ' .".'.•••ci ;>  j • . î-. 

y-f*.  \ 

• '.ni..  .•  7.  •.  y)  1 • 


iîra  "07 
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LIVRE  SEPTIEME. 


CALCUL  DIFFERENTIEL. 


CHAPITRE  PREMIER. 


Règles  générales  de  la  différentiation. 


i.  Principe  fondamental. 

62G.  Le  calcul  différentiel  est  la  branche  d’analys* 
dans  laquelle  on  a pour  but  de  comparer  les  divers  états 
d une  fonction  , lorsqu'on  fait  varier  les  quantités  qui 
la  composent , et  de  connoîlre  les  propriétés  qui  en  ré- 
sultent. Soit  y — 3?  ; changeons  x en  x -|-  A , y de- 
viendra Y (x  -f-  A)3 1 et  l’accroissement  qu’aura  éprouvé 
la  fonction  sera  Y —y  — 3Ax*  + 3 xA’  + A3 , d’où  on 
Y— y 

llrC  ~ — h — " = 3**  *+■  3xA  -j-  h\  On  remarque  ici  que 

"Y  y 

la  valeur  de  — - — - est  composée  de  deux  parties , P une 

3x’  indépendante  de  h,  l'autre  3 hx  -f-  h’  qui  s'épanouit 
lorsque  h = o. 

Celte  propriété  a lieu  pour  toute  fonction  de  x,  et 
c’est  ce  que  nous  nous  proposons  ici  de  démontrer. 
Soit  y — Jx  , après  avoir  denné  à x une  valeur  , pre- 
nons-en  une  seconde  x -f-  A ; la  fonction  variée  sera 
Y =/(x  -j-  A ) j cherchons  ce  qui  distingue  de  toute 
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Y y 

antre  fonction  de  * et  h , l’expression  — , qui  est 

h 1 

le  rapport  de  l'accroissement  de  la  Jonction  à celui  de 
la  variable  (*). 

Supposons  que  la  fonction  y ne  devienne  ni  infinie , 
ni  brusquement  interrompue  dans  l'intervalle  compris 
depnis  x = a,  jusqu’à  x = a -f-  b\  prenons  pour  h 
une  valeur  déterminée  quelconque,  et  soit  b = nh , n 

Y v 

étant  arbitraire.  La  fonction  — ~ — ne  contiendra  que 

la  • seule  variable  x , et  ne  deviendra  ni  infinie , ni 
interrompue  dans  le  même  intervalle,  puisque  y et  Y ne 
le  seront  pas.  Faisons  x successivement  égal  à 

a a -|-  xh  a 3A. . a -J-(n-i)A,  b 

Soient 

A Ax  A%  U 


les  valeurs  correspondantes  de  y ; celles  de  Y ôu  /(x-fA) 
seront  visiblement 


A, 

D’où  il  suit  que 


A,  ^ Ai 
Y-y 


As.... 


£ 


deviendra 


A,  — A A , — A,  Ai — A-,  £ — A„—, 

h ’ h ’ h h ■ 

ajoutons  ces  n fractions  : le  1".  terme  de  chacune  dé- 

(*)  Ampère  est  le  premier  qui  ait  fait  sentir  la  nécessité  de  pre- 
mier le  calcul  différentiel  de  cette  manière.  ( Jour,  de  l’Ec.  polvt. 
M , p.  i48.)  La  démonstration  ci-dessus  est  celle  qu'il  a donnée  dans  la 
Cours  qu'il  a lait  à cette  École  en  1808  , et  qu'il  a bien  voulu  ma 
communiquer , avee  les  modifications  que  Binet  aîné  y s introduites. 
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truira  le  2'.  de  la  suivante  , et  la  somme  sera 

n 

(JJ  ^ V 

— - — J , à cause  Je  b = nh.  La  quantité 

P . ^ est  le  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction 
b 

à celui  de  la  variable  x , lorsqu’on  la  suppose  = 0 et 
= a -f-  b ; elle  est  indépendante  de  A ; et  comme  elle  est 
la  n partie  de  la  somme  de  nos  n fractions  , elle  doit 
être  comprise  entre  celles-ci  , puisque  les  unes  doivent 

, , B — A 

etre  > , et  les  autres  < — , pour  que  leur  somme 

b. 

soit  n fois  celte  dernière  quantité. 

11  suit  de  là  que , h a et  b demeurant  cottstans  , si' 
on  fait  varier  x depuis  a jusqu’à  a -j-  b , en  passant 

K—  r 

par  toutes  les  valeurs  intermédiaires , - — devra  , en 
vertu  de  1^  loi  de  continuité  qu’on  suppose  exister  dans 
la  fonction  y , prendre  toutes  les  valeurs  depuis  — ~f~ 

. ,,  B — , . 

jusqu  a - , cela  se  voit  par  un  raisonnement 

analogue  à celui  du  n*.  4$5.  11  y a donc  une  valeur  de 

. , Y-y  B- A 

x qrn  rend  • - = - •• 

Prenons  une  autre  quantité  c < b,  et  commensurable 

b n , , . , Y— y 

avec  b , ou  — — — A sera  la  m'.  partie  de  c et  — ~— 
cm  A 

pourra  devenir  aussi  = — — , par  une  valeur  de  x 

entre  a et  a -j-  c,  C étant  la  valeur  dej-  qui  répond  à 
x — a c. 
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Les  diverses  valeurs  de  — depuis  x = a jusqu’à 

* = a -f-  b s’écartent  les  unes  des  autres  dans  de  cer- 
taines limites  qui  dépendent  de  la  grandeur  de  b ; mais 
on  a pu  prendre  d’abord  h assez  petit,  et  par  con- 
séquent l'arbitraire  n assez  grande,  pour  que  h reste  le 
même  pendant  que  b et  n décroîtront  : en  sorte  que 

la  1”.  fraction  — — sera  encore  la  même  ; mais  la  der- 


nière sera  comprise  dans  l’étendue  des  valeurs  précé- 

Y—y 

dentes  de  — — : on  pourra  donc  rendre  cette  étendue 

h 

. jjr  . . B — A C — A 

indehmment  petite  sans  que  — - — , cessent 

d’y  être  compris,  b et  c diminuant  sans  cesse,  quoique 
conservant  le  même  rapport  arbitraire. 

Pour  mieux  faire  concevoir  ce  raisonnement , essayons 
de  le  peindre  aux  yeux.  Construisons  la  courbe  CECI 
Y y 

qui  a pour  ordonnée  z — — -j-—  ; h ayant  une  valeur  dé- 

• , Y— y r . 

terminée  , — - — est  une  fonction  dç  x qui  n’est  ni  in- 
finie ni  interrompue  depuis  x = AK  = a , jusqu’à, 
x = AK'  = a -f-  b.  KN  et  K' N'  seront  les  valeurs  de 
nos  fractions  extrêmes  précédentes  ; GF  la  plus  grande 
et  IK  la  plus  petite  ordonnée  entre  lesquelles.  ..... 
B — A C — A ......  ,.  . 

— - — et  sont  compris.  Mais  si  6 et  c décrois- 

sent, h restant  le  même,  la  courbe  et  la  i”.  ordonnée  Pt  K 
ne  changeront  pas  ; seulement  la  dernière  K' N’  se  trans- 
portera plus  près  de  NK  , tel  qu'en  PM.  Si  donc  h 

.-i8Ek>.!  C — A 

a etc  pris  tres-petit  —, , seront  intermediaires 

1 b c 

a.  14 
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entre  deux  ordonnées  A 'K  el  Gt  aussi  voisines  qu’on  voudra. 

On  voit  donc  qu’on  peut  regarder  chacune  de  res 
quantités  comme  la  somme  de  deux  autres,  l’une  qui 
décroît  indéfiniment  avec  b et  c , l’autre  qui  en  est  in- 
dépendante. Soit  p celle  dernière  , qui  est  fonction 

de  a seul  , on  a — — = p -f-  a » «*■  devenant  indéfi- 

» 

ni  ment  petit  avec  b.  Il  ne  peut  d’ailleurs  y avoir  une 
autre  fonction  q de  a qui  remplisse  la  même  condition 

. H— J 

que  p\  car  si  on  pouvoit  avoir  aussi  - — =:  q /3, 

on  auroit  p -f-  a ==  q -J-  /3  , d’où  p — q , a = $ (167). 
Concluons  de  là  que  , si  aucune  valeur  depuis  x jusqu'à 

Y 

x + A ne  rend  Jx  infinie  , le  rapport — — sera  com- 

‘ h 

posé  d'une  fonction  <c  de  x et  h , qui  dérroit  indéfini- 
ment avec  h , el  d’une  fonction  de  x seul , que  nous 
désignerons  par_y',  el  que  nous  nommerons  le  Coefficient 
dijjircntiel , ou  avec  Lagrange  la  Dérivée  de  fx.  Ainsi 


Y~)~  +*’  d’où  Y — y +fh  + uh, 

el  comme  y est  le  terme  vers  lequel  tend  sans  cesse 
Y — y 

~ — — , on  voit  que  la  dérivée  est  la  limite  du  rapport 

h 

de  l’accroissement  de  la  Jonction  à celui  de  la  variable. 


627.  Puisque  nous  pouvons  prendre  h assez  petit  et 
n assez  grand  pour  que  nos  fractions  soient  aussi  voisines 
qu’on  voudra  , et  qu’elles  sont  les  valeurs  de  y -f-  « , 
on  voit  que  « pourra  être  rendu  aussi  petit  qu’on  vou- 
dra. Chacune  de  ces  fractions  aura  donc  k-  même  signe 
que  y , qui  sera  celui  de  leur  somme , et  par  consé— 
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ÿ y 

quent  de  — Dune  si  y = fx  ne  devient  pas  infini  de 

x=r  a il  x = a -(-  b,  et  si  y'  consente  le  même  signe , ce  sera 
celui  du  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de 
la  variable. 

(jad.  La  manière  dont  la  dérivée  y'  est  composée  en 
x dépend  de  la  proposée  y dont  elle  porte  l’empreinte. 
11  faut  dans  chaque  cas  particulier  savoir  trouver  cette 
dérivée  et  la  règle  qu’il  faut  observer  pour  cela  suit  de 
sa  définition.  On  changera  x en  x -f-  li  dans  la  fonction 
proposée  fx  , puis  on  exécutera  les  calculs  nécessaires  pour 
mettre  en  évidence  le  terme  affecté  de  h'  dans  la  Jonc- 
tion variée  Y = f(x-|-h);  la  dérivée  cherchée  y'  sera 
le  coefficient  de  ce  terme.  En  effet  , 1'  étant  mis  sous 
la  forme  y -j-  Ah  -J-  a h , où  a est  supposé  indéfini— 

Y — y 

ment  petit  avec  h,  on  aura  — j—d.  — A.  -J-  « , d’où 

A exe  y'.  "« 

C'est  ainsi  qu’on  trouvera  i,  2*,  3 je*  , 4x5-  • • pour 
dérivées  de  x,  x‘ , x3  , x'1...  Mais  comme  ce  procédé 
seroit  très-pénible  , il  convient  d’avoir  des  règles  qui  dis- 
pensent d’y  recourir  : nous  allons  nous  occuper  de  la 
recherche  de  ces  règles. 

2.  Différentiation  des  Fonctions  algébriques. 

621).  Soit  y A -f-  Bu  — Cl...  A B C...  étant  des 
constantes , u t...  des  fonctions  de  x.  Pour  obtenir  la  dé- 
rivée , appliquons  la  règle  générale.  Kit  mettant  x h 
pour*,  A ne  changera  pas,  Bu  deviendra  B (u-f-i/A  -f-  « h), 
Ct  sera  changé  en  C (/  -f.  t'h  -J-  £/i)  ; ainsi,  on  aura 

r=(A+B«—Ct...)+tBub—Ct>...)h+Bah+  Ct s h 
d’vù  y’—  Bu‘  — Ct'... 


2,2  Calcul  différentiel. 

Ainsi  la  déride  d une  fonction  qui  a plusieurs  termes  est 
la  somme  de  celle  de  chaque  terme  , auquel  on  conserve 
son  signe  et  son  coefficient.  Les  termes  constans  ont  zéro 
pour  dérivée.  . 

Ainsi  y = a.'  — x’  donne  y — — 2 x. 
y~  * + 4-r>  — 5x  — 3 x3  donne  y = 8x  — 5 — g je*. 

630.  Soit  y = ut,  u et  t étant  toujours  des  fonctions 
de  x.  Mettons  x -f-  h pour  x , il  viendra 

Yz={u  -f-i/h  + *A)(/  + t'h  + fi  h) 

= ut  4-  ( u'  t -f-  ut'  ; h -}- 

Donc  y'  = u't  -f-  ut'. 

De  même,  soit  y t=  utv,  en  faisant  te  = z , on  a 
y = uz  ; z étant  une  fonction  de  x.  On  trouve , d’après 
ce  qu’on  vient  de  voir, 

y = zu’  -f-  uz'  et  r'  cr//  -f  vt'. 

Donc  y = tvu'  -f-  luv'  -f-  uvf . 

Ainsi  la  dérivée  du  produit  de  plusieurs  Jonctions  de  x 
est  la  somme  de  celtes  qu'on  obtient  en  regardant  tour- 
à-tour  chacune  d'elles  comme  seule  variable.  Il  scroit 
en  effet  facile  d’étendre  noire  démonstration  à 4>5. . . . 
facteurs.  Au  reste,  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  (649,1°.). 

y = (a  -j-  x)  (a — x)a  pour  dérivée  (a  — x)  — (a-f-  x), 
puisque  -{-  1 et  — 1 sont  les  dérivées  des  factears  : ainsi 
y = — ax  , comme  on  l’a  vu  ci-dessus. 

y t=  (a  -f-  Ax ) x3  donne  y’  — Ax3  Ax  ) T 

parce  que  A et  3*’  sont  les  dérivées  de  a -f-  Ax  et  x3. 

631.  z et  u étant  des  fonctions  identiques  de  .r,  leurs 
dérivées  z’  et  u'  le  seront  aussi  ; car , puisque  l’équa- 
tion z — u subsiste  quel  que  soit  x,  changeons  x en  x -f*  A, 
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nous  aurons  z -f-  z'h  -f-  a.h  — u -f-  u'h  -f-  ph  , d’où 
*'  -f-  « = u'  -}-  /3  cl  z'  = u‘  (167).  U est  clair  que  les 
dérivées  de  z'  et  u'  seront  aussi  identiques  , ce  qu’on 
exprime  par  z11  = u'1  : et  ainsi  de  suite. 


63a.  D’apres  cela,  soit  y = —,  on  en  tire  yt  — u, 

et  prenant  les  dérivées,  yt'  -\-y‘tz=u'  , puisque  yt.,  et  u 
sont  des  fonctions  identiques  de  .r  ; on  en  tire 


»'  — *'y 


u't  — ut' 


en  remettant  — pour  y.  Concluons  de  là  que  la  dérivée 

d'une  fraction  est  égale  à celle  du  numérateur;  moins 
le  produit  de  celle  du  dénominateur  par  la  fraction  même  , 
le  tout  divisé  par  le  dénominateur  : 

Ou  au  dénominateur  multiplié  par  la  dérivée  du  nu- 
mérateur , moins  le  numérateur  multiplié  par  la  dérivée 
du  dénominateur , le  tout  divisé  par  le  carré  du  déno- 
minateur. 


On  pourrait  aussi  tirer  celte  règle  de  ce  que.  . . . 
y u -f-  u'h  -|-  * h _ 


t -f-  t'h  -f-  jih 


} car  les  deux  1"*.  termes  du  quo- 


, u tu — ut  , 

tient  sont 1 h. 

t r 


Si  le  numérateur  u est  constant , alors  il  suffit  de 
faire,  u'  = o dans  notre  résultat , et  on  trouve 

ni'  t ^ 

y'  = — : ainsi  la  dérivée  d'une  fraction  dont  le  numé- 


rateur est  constant , est  , en  signe  contraire , le  produit 
de  la  dérivée  du  dénominateur  ar  la  fraction  proposée 
dont  on  a carré  le  dénominateur. 
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Soit  r — 


x * 


■X 

3 


■ ; on  a y'  = 


(a— x)x 

'(.  —x/ 


Y = — — donne  y*  rr=  — - . Enfin  r = - — - donne 


y = 


f3 — 21.fi  — fo-fj  J**)  f — a) 


3 2i 

(3  — .t)  bx  4-  a a 


(3 2i)’ 


633.  Supposons  qu’en  représentant  par  z un  assem- 
blage de  termes  en  i,  la  fonction  y = Jx  devienne 
plus  simple  et  composée  en  z seul , en  sorte  que  z = Fx 
change  la  fonction  proposée  en  y ~(fz\  voyons  com- 
ment on  peut  obtenir  la  dérivée  de  Jx  , en  employant 
' seulement  Fx  et  <fz.  Mais  nous  avons  plusieurs  quan- 
tités variables , et  notre  notation  ne  suffit  plus  à notre 
objet,  puisque^  ne  distiugueroit  pas  la  dérivée  dey  = Jx, 
de  celle  de  y — yz.  La  dérivée  de  .y  s'écrit  aussi  dy  ; et 
comme  celle  de  x est  — 1 , nous  désignerons  celle  de 

y ~Jx  par  -p  j le  diviseur  dx  qui  est  — 1,  indiquera  que 

dans  le  calcul  la  variable  principale  est  x.  De  même  , s’il 
s’agit  de  y=  <pz,  et  qu’on  veuille  regarder  z comme 

(jy  t % . 

variable  principale  sans  avoir  égard  à r,  -j—  désignera 

la  dérivée,  parce  que  d z = 1.  On  appelle  alors  dy  la 
différentielle  de  y , expression  synonyme  de  dérivée  , et 
qui  n’en  diffère  que  par  la  notation  qu’elle  exige. 

Supposons  donc  qu’on  change  z en  z -j-  k , 

Y = ys  deviendra  Y=zy  4-  -~k-\-zk\ 

ur 


mais  la  nature  de  la  question  exige  que  cet  accroisse- 
ment k 11e  soit  pas  arbitraire , et  qu’il  résulte  de  celui 
que  * a reçu.  En  mettant  x h pour  ar 
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dr 

z = Fx  deviendra  Z — z - J-  h -j-  fihj 

i\  Z , 

en  sorte  que  k = Z — z = j~  h -(-  fi  h.  Substituons 
pour  k cette  valeur,  nous  aurons 


r-,r+£.£.  + £.*  + ... 

d^  dj  dz< 
dx  d z dx  ’ 


Donc 


le  second  membre  (*)  est  le  produit  des  dérivées  de  <pz 
et  Fx  prises  l’une  relativement  à z , l'autre  à x.  Donc 
la  dérivée  d’une  fonction  de  z , lorsque  z est  elle-meme 
une  Jonction  de  z,  est  le  produit  des  dérivées  de  ces  deux 
fonctions. 

Soity  = (a  bx)' , en  faisant  z =.o  -f-  bx  , d’où  z?  = b, 
i dy 

on  a y sr  z*  , donc  — = 2Z  et 

J d z 

h _ 


a bx 
(i— x)> 


j-  = ar  x b = 2b  (a  + bx).  De  même  y = 

(IX 

a pour  dérivée  (63a) 

(i  — x)\b—  (a+bx)  {fi  — xV}' 

C«-*)4 

Or,  pour  avoir  la  dérivée  de  ( i — x)*,  on  fera  t — x = r, 
et  on  aura  z’ , d’où  a z.z'  = j (i  — x)*  }'  = — 2(1  — x,  : 


(*)  Il  faut  remarquer  que  dins  Tune  de  ces  fractions  ds  est  = X, 
et  désigne  en  outre  que  la  dérivée  de  y est  prise  par  rapport  à t 
seul  : dans  Pautre  qui  représente  la  dt'rnée  de  z par  rapport  à x , c'est 
dx  qui  est  Puuilc.  On  ne  peut  donc  supprimer  dz  sous  prétexte  que 
celte  diiféreniieiie  scroit  multiplicateur  et  diviseur. 
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Soit  Y = 


Calcul  différentiel. 

X X * 

a 1 — ; 


; on  a y = 


(a—*)* 


(i  —x? 

y — — — donne  y'  — — . Enfin  y = donne 

J X * ^ ^ 3 — 2X 


y 


_ '3 — 2.x  bx  — 'a  -f-  ^ bx’)  ! — a) 
(3—  2*j* 


(3 — x)  bx  2.  a 

C 3 — *)* 


633.  Supposons  qu’en  représentant  par  « un  assem- 
blage de  termes  en  a,  la  fonction  y = Jx  devienne 
plus  simple  et  composée  en  z seul , en  sorte  que  z = Fx 
change  la  fonction  proposée  en  j = çz;  voyons  com- 
ment on  peut  obtenir  la  dérivée  de  Jx  , en  employant 
■ seulement  Fx  et  <pz.  Mais  nous  avons  plusieurs  quan- 
tités variables , et  notre  notation  ne  suffit  plus  à notre 
objet,  puisque  y'  ne  distirigueroit  pas  la  dérivée  Ae.  y ■=J'x, 
do  celle  de  yzzzqz.  La  dérivée  de_y  s’écrit  aussi  dy  ; et 
comme  celle  de  x est  = i , nous  désignerons  celle  de 


y ~.  fx  par  , le  diviseur  dx  qui  est  — i,  indiquera  que 

dans  le  cahul  la  variable  principale  est  x.  De  meme  , s’il 
s’agit  de  y = <pr,  et  qu'on  veuille  regarder  z comme 

dy 

variable  principale  sans  avoir  égard  il  r,  désignera 


la  dérivée,  parce  que  dz  = i.  On  appelle  alors  dy  la 
différentielle  de  y , expression  synonyme  de  dérivée  , et 
qui  n'en  diffère  que  par  la  notation  qu’elle  exige. 
Supposons  donc  qu’on  change  z en  z + h. 


y = <pz  deviendra  Y ■=  y -j- 


dz 


A -f ~ *k\ 


mais  la  nature  de  la  question  exige  que  cet  accroisse- 
ment h ne  soit  pas  arbitraire,  et  qu’il  résulte  de  celui 
que  * a reçu.  En  mettant  x h pour  x 
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z = Fx  deviendra  Z — z 4-  h fih\ 

dx 


en  sorte  que  k = Z — z = - h -|-  fi  h.  Substituons 
pour  k cette  valeur,  nous  aurons 

d y dr  . dv  . 

r = * + Tz'lih+  dïfih  + - •• 

dj  d y dr 

dx  dr  dx  ’ 


Donc 


le  second  membre  (*)  est  le  produit  des  dérivées  de  i pr 
et  Fx  prises  l'une  relativement  à z,  l'autre  à x.  Donc 
la  dérivée  d’une  fonction  de  z , lorsque  z est  elle-même 
une  fonction  de  x , est  le  produit  des  dérivées  de  ces  deux 
fonctions. 

Snit^  = (a  -f-  4*)’»  en  faisant  z z=za  + bx  , d'où  zf  — b, 

i dy 

on  a y = z* , donc  — ar  et 

dr 

d y a - f-  bx 

7—  = 2Z  x £ = ai  (a  -f-  ix).  De  même  y = — 

dx  v r y y (, — 

a pour  dérivée  (632) 

, (i  — x)\b — (a  + èx)f(i — x)*}' 

f = çjr# 

Or,  pour  avoir  la  dérivée  de  ( i — x)’,  on  fera  r — x=z, 
et  on  aura  r’ , d’où  2 z.r'  = j (i  — x)*  J ' = — 2 (i  — x,  : 


X "t  v .•!  "•  •' 

(*)  Il  fout  remarquer  que  clins  Tune  de  ces  fractions  ds  est  =r  I, 
et  désigne  en  outre  que  la  déri-ée  de  y est  prise  par  rapport  à * 
seul  : dans  l'autre  qui  représente  la  dt  noce  de  z par  rapport  à r,  c'ust 
dx  qui  est  Putiilc.  On  ne  peut  donc  supprimer  dLz  sous  proteste  que 
cotte  différentielle  servit  multiplicateur  et  diviseur. 
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ir+jo-f-J  , 

donc  y'  = — j— — — j — En  general , lorsque  la  valeur 

qu’on  doit  égaler  à z n’est  pas  très-compliquée , on 
peut  faire  le  calcul  sans  l’introduction  de  cette  fonction. 
C’est  ainsi  qu’on  trouve  de  suite  que  , pour 

y — (a  — 2x  + =3(a — 2 x 4-  x3)*  (3x’  — a). 

634-  Lorsque  la  fonction  proposée  y = fx  , est  telle 
que  s = Fx , laisse  x dans  la  fonction  , il  faut  en- 
core égaler  à zz  un  autre  grouppe  de  termes  en  x , en  sorte 
que  u = 4 * i donne  y = <f  ( z,  zz).  Comme  cette 
dernière  équalion  est  bien  plus  simple  que  y = fx , 
nous  allons  de  même  chercher  la  dérivée  de  celle-ci 
par  le  secours  de  l’autre. 

11  s’agit  pour  cela  de  changer  x en  x -|-  h , ce  qui 
entraînera  pour  z et  u les  accroissemens 


k — 


dx 


d zz 

h ah,  i = — . A -f-  fih  ; 
dx 


puis  de  substituer  z -j-  k pour  z , et  u i pour  u,  dans 
la  fonction  composée  y = < p (*,  zz).  Or,  cette  partie  de 
notre  calcul  seroit  visiblement  la  même  , si  z et  zz  au 
lieu  d’être  des  fonctions  de  x , étoient  des  variables  in- 
dépendantes ; nous  pouvons  donc  les  regarder  comme  telles 
pour  un  moment  ; nous  changerons  d’abord  zz  en  u -)-  z , 
sans  changer*  ; puis  dans  le  résultat  nous  mettrons  * -j-  k 
pour  z , sans  faire  varier  u. 

Mais  en  mettant  zz  -f-  z pour  u,  <p  (z , u)  ne  doit 
être  regardé  que  comme  contenant  zz  et  des  constantes , 
au  nombre  desquelles  * est;  ainsi  y — (z  , zz)  de- 
viendra 

d y . 

y + -r-  ‘ + V- 

du 

11  faut  donc  changer  dans  cette  expression  * en  * -f*  k. 
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Prenons  d’abord  le  1 *r.  terme  y\  on  doit  y regarder  z 

comme  seule  variable,  en  sorte  que  y devient 

dy  dy 

y -I ï—  k 4-  i'k.  Le  a*,  terme  i est  aussi  une  fonc- 

J 1 àz  1 du 

tion  où  r seule  varie;  ainsi  en  changeant  z en  z k, 

dy 

le  premier  terme  sera  -j — 1.  On  voit  donc  qu’en  se  bor- 
nant aux  termes  dont  le  coefficient  ne  dépend  pas  de  i 
et  k , on  a 


mais  les  accroissemens  k et  1 ont  des  valeurs  connues  qui 
dépendent  de  celui  que  x a reçu.  En  substituant  il  vient 


d z d y du  \ 
dx  d u dx  / 


ih 


on  remarque  que  les  termes  où  » et  k ont  plus  d’une  di- 
mension en  produisent  qui  sont  étrangers  à la  dérivée 
qu’on  cherche,  et  contenus  dans  1 h.  Donc 


dy  _ dy 
dx  d z 


d z dy  d u 

dx  du  dx 


le  i,r.  terme  est  la  dérivée  par  rapport  à r seul,  et  le  ae.  est 
celle  relative  à u seul.  Donc.  , la  dérivée  d'une  fonction 
composée  de  différentes  fonctions  particulières  , sera  la 
somme  des  dérivées  relatives  à chacune  de  celles-ci  consi- 
dérées séparément  et  indépendamment  l’une  de  F autre.  On 

pourra  en  effet  raisonner  de  même  pour . 

y — <P  (z , u,  étant  des  fonctions  de  x. 

Les  règles  (G3o  et  63i)  sont  des  cas  particuliers  de  celle-ci. 


y = 


(l  X1)’  (3  2X)  X 

4 — 5 x 


t 


pour 


ai8  Calcul  différentiel. 

on  fera z = i — x\  u =( 3 — ax)  x,  t = 4 — 5r 
d’oîl  z'  — 2X,  0'=  3 — 4*?  /'=  — 5 , j = — ’t 


ia  dérivée  de  y relative  à z est  — ; celle  relative  à u est 

u'  r „ — 'z'  — «)/' 

i enfin  elle  est  — par  rapport  a t. 

2 zr' — u'  (z’ — h)  <' 

Donc  y'  = . Il  ne  reste  plus 

J t r 1 

qu’à  mettre  pour  z,  z'  et  u lcnrs  valeurs  : on  aura 


, 4 **  — 3 5 ( 1 — 3 x -(-  .r*) ifi  a:5 — t5  x<  — 7 

^ 4 — Sx  (4  — 5 x)’  (4  — Sxy 

635.  Cherchons  maintenant  la  dérivée  de  y = xm.  En 
changeant  x en  x -f-  h , nous  aurons  (x  -j-  A)™,  ou.  ... 
Y — xm  4- j'  h-\-ah,  ainsi  que  cela  a lieu  pour  toute 
fonction  (626);  il  s'agit  de  trouver  y*.  Divisons  tout  par 
xm , et  faisons  J = ;i,  il  viendra 

C 1 + zy  = 1 + I-L.  + _!L 
K ‘ J ^ x“-'  x"-‘ 


or  le  itr.  membre  est  indépendant  de  x,  puisque  i = z x 
laisse  z arbitraire  : il  faut  donc  que  , quel  que  soit  z , le 
2'.  membre  ne  contienne  pas  x ; d’où  il  suit  que  x 
n’entre  dansj''  que  comme  facteur  à la  puissance  m — 1 , 
ou 

y =Jm  . x--1 

en  désignant  par fm  , la  quantité  inconnue  et  dépendante 
de  m seul  qui  sert  de  coefficient.  Donc 

(x  -)-  A)"  = x~  -f-  hxm~  ' Jm  -f-  x A 
de  même  (x  -f-  A)"  = x"  + hx"~  ' f n 4-  £ A 

multipliant  ces  équations  on  trouvera  fm  -(-  jn  pour  cocf- 
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ficient  de  Or  le  produit  (x  -j-  h)’"  "*•  " s’ob- 

tient aussi  en  changeant  m en  m -f-  n ; donc  ce  coeffi- 
cient est  aussi  f (m  -f-  n),  et  comme  il  doit  y avoir 
identité  , on  a , quels  que  soient  m et  n 

/(m  + n)=/m  +Jn 

maison  considérant  J\m  n)  comme  la  fonction  variée 
d ej m,  lorsqu’on  change  m en  m -f-  n,  on  a 

J\m-\-n)= : fm  -f  n/'  m + y n , à'o\ifn-=nf'm-{-yn 

et  comme  Jn  est  indépendant  de  m , il  faut  que  f me  t y 
remplissent  la  meme  condition  ; donc  /'  m est  une  cons- 
tante numérique , ['  m — a y ne  contient  pas  m , et 

fn  = an  -j-  yn 

mais  m = n donne  / (2  n)  = 2 J n , J\3n)  =3  J n , ...  Si 
on  désigne  par  / ce  que  devient  y quand  on  change  n en 
k n , on  trouvera  donc 

f (kn)  ==  han  -j-  kïn  , kfn  — kan  -f-  kyn 

d’où  i'=y,  ce  qui  apprend  que  y ne  change  pas  lors- 
qu'on y met  kn  pour  n ; donc  y est  indépendant  de  n 
aussi  bien  que  de  m : ainsi  Jn  = («  -{-  y)  n = bn, 
b étant  un  nombre  inconnu.  D’où 

y’  — bm'x’*—'  et  [x  -f - h)m  = x"1  -f-  bmx’n~'  h -f-  ah 

faisons  m = i , nous  aurons  x hr=z  x -f - bh  d’où 

br=î.  Ainsi  la  dérivée  de  xm  est  mxm~l  (*),  quel  que  soit  m : 


(*)  Nous  aurions  pu  obtenir  cette  dérivée  en  développant  (x  -fA)'} 
mai»  le  calcul  différentiel  offrant  un  des  moyen*  les  plus  commodes 
d'effectuer  le  dé\c)opj>enient , il  convient  de  lui  laisser  cct  avantage. 

On  doit  en  dire  autant  «les  séries  de  ar,  log  x , sin  x,  cos  x 

que  nous  n'emploierons  cpj'aprÀ*  les  avoir  démontrées  de  nouveau. 


A 
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Donc  (633)  celle  de  z1"  est  mr-c'.  Ainsi  la  dérivée  d’une 
fonction  élevée  à une  puissance  se  trouve  en  multipliant  la 
dérivée  de  cette  fonction  par  son  exposant , et  par  cette 
Jonction  avec  une  puissance  moindre  d'une  unité. 


Soit 


y = ~ — ax~" 


1 , on  a y'  — — 

x™  J 


J — •+■  bx ’)  devient  y = x'z  en  faisant.  ,1 

z — a - j-  bx'  : la  règle  des  produits  donne 

y = 3 x'z  + x»  z'  cu/=  X’  (3a  -f  5 bx ’). 

636.  Les  dérivées  des  fonctions  radicales  se  tirent  de  là  j 

toit  y = fz=zn,  on  a /=  — z™  ~ ‘ z'  — f 

m m 

m sJ  zm  1 

Comme  les  radicaux  du  a'.  degré  se  rencontrent  plus 
souvent , il  est  bon  d'avoir  une  règle  qui  dispense  alors 
de  recourir  à la  puissance  j;  m = a donne  y = fz  et 
z'  . 

f’  — ~2  z • Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  affectée  d'un 

radical  carré  est  le  quotient  de  la  dérivée  de  cette  fonc- 
• tion , divisée  par  le  double  du  radical. 

637-  Ces  règles  suffisent  pour  trouver  la  dérivée  de 
toute  fonction  algébrique,  sans  avoir  recours  à la  substi- 
tution de  x-|-A;  et,  comme  il  convient  d’ètre  fort  exercé 
à la  pratique  de  ces  calculs,  nous  en  donnerons  quelques 
exemples. 

4 . ,5 

1 *■  y~\/  (a-f-ix»)5en  faisant  z~a-\-bx'  devient_j'=x* 

d’où 

y'-=.\zx z’z=.\  j/(a-f-èx’)  x sJ>x=:^bxf  (a-f-bx*). 

3 


2°.  y = f x3 , donne  y =|  x J = 


, 5 

5 fx1 


z- 
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3*.  y—a-\-b ^ x donne  y'  — — - — f-— . 

X 0.-J X X* 

4°-  De  y — (a-f-èx+ex’)m  on  tire 

y' —m  (fl-j-ix+fx')”,— ' x (i-f-arx). 

5”.  De  y=.  (ax3-|-i);‘  -(-  a \/{al  — x’)  x (x  — b),  ou 

. . _ , 2 a*- — A-T* -4-2 bx 

tire  y =6ax’  (ox3-|-i)-J . 

V («  — x-) 


6“.  y=  - 


•*+  V(al  + *’) 


donne 


r=- 


|/  (a‘-f-x\  ( ai’  , a’  — ax  ^ a'-\-x*) 

Si  on  eût  multiplié  haut  et  bas  la  fraction  proposée  par 
^(o’+x1  )-f-x , on  auroit  eu 


a * a*  y'  (û’  + a:') 

3.  Dérivées  des  Ordres  supérieurs  et  des  Equations. 


638.  Après  avoir  trouvé  la  dérivée  y*  d’une  fonction  y , 
en  peut  traiter  à «on  tour  y'  comme  celle-ci.  La  dérivée 
de  y*  se  nomme  du  second  ordre , et  se  marque  y"  , ou 
d’j  ; celle  de  y"  est  du  troisième  ordre  , et  se  désigne 
par  y"',  ou  d’jr,  et  ainsi  de  suite. 

I I 2 

Par  exemple,  yz=. — donne  y'  ~ - , yH  = — j. 


yW  : 


a.3...n 

xn+‘ 


De  même  y=^/ x donne  y' = 


, y'=. 


uï.yj  3 


a^z  x * a’,  y'  x‘  * 

y (-) («— 3) 

J • 3n.^/xinr-‘ 
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y—xm  donne _y'=i»x"l— y*—m  (m — i)  x’"-’,... 
y("i  = m [m — i ) !m  — 2;  ....  ( m — n-f- 1 ) xm~n. 

Lorsque  la  fonction  proposée  contient  plusieurs  fonc- 
tions variables,  alors  les  dérivées  des  ordres  supérieurs 
relatives  à chacune  , les  autres  étant  regardées  comme 
constantes,  se  désignent  comme  on  l'a  dit  (633).  Ainsi 
d’y 

dTdU 

de  y relativement  à z,  et  qu'on  preudra  ensuite  celle 
du  résultat  par  rapport  à u.  11  sera  d'ailleurs  démontre’ 
(663)  que  l’ordre  qu’on  suit  dans  ces  divers  calculs  peut 
être  quelconque,  sans  que  le  résultat  soit  pour  cela  dif- 
férent ; en  sorte  qu’on  pourroit  aussi  prendre  d'abord 
la  dérivée  de  y par  rapport  à u,  et  ensuite  deux  fois 
relativement  à s , ou  d’abord  par  rapport  à «,  puis  à 
u et  enfin  à z. 

63g.  Soit  une  équation  F (x,_y)=o  entre  deux  va- 
riables x et  y ; il  seroit  aisé  d’obtenir^-'  si  on  la  résolvoit 
par  rapport  à y,  fl  prenant  la  dérivée  de  y=J'x  ; mais  ce 
calcul  n’est  pas  toujours  praticable,  et  on  doit  chercher  à 
obtenir  y'  sans  y recourir.  Si  on  mettoit  fx  pour  y dans 
F (x,j)  = o,  cette  équation  devroit  former  une  fonc- 
tion z de  a:  identiquement  nulle.  On  auroit  donc  (63t) 

z' xz.  o , z"  — o,  On  prendra  donc  la  dérivée  de 

z=zF  (x,j)  = o,  comme  si  y représentoit  un  grouppe 
de  termes  en  a:,  c’est-à-dire  en  suivant  la  règle  (634) - 
On  aura 


indique  qu’on  prendra  la  dérivée  du  second  ordre 


d z d z dz.  dz 

__-L._y=0,  ou  — djc-f-^-dr: 
dx  <iy  J dx  d y J 


les  coefhciens  4^  , 4“  sont  des  fonctions  connues  de  x 
dx  djr 
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et  y , qu’on  nomme  Différentielles  partielles.  On  tirera 
aisément  de  la  y“ . 

Soit  y-t-x’=r*,  on  a z=x’  -f-y — r“  = o ; donc 
dz  dz  x 

£=  "»  dy=^'  etX+^>' 


=o  ,y  = 

y 


De  même  x’-f-y  — zrx—r*  donne  yy'-\-x — r~o  , 

d’où  y': 


y 


De  yt-{-  zaxy — ay3  — o,  on  tire 


(4r3+2flx’-3aj’)7,+  4axj=o  ety=  — 


—4 **y 


4 y* -\-uax'—  3 ayx 


64o.  11  est  vrai  que  ce  calcul  ne  donne  la  valeur  de 
y qu’en  x et  y , et  non  pas  en  fonction  de  x seul  , 
comme  on  l’auroit  en  résolvant  par  rapport  à y l’é- 
quation proposée  F (x,  y)  = o.  11  faudrait  donc  éliminer 
y entre  celle-ci  et  sa  dérivée.  Ce  calcul , qui  est  rare- 
ment utile  , a l'inconvénient  de  conduire  à une  équation 
où  y n’est  pas  du  premier  degré  : ainsi 


y'-\-xx  — r*  donne  y — — } 

substituant , il  vient  x’  (1  yy*)— =r*y*,  . , 


d’où 


ou  r 


, comme  si  on  eût  pris  la  dérivée 


v/  — ■*.-  J' 

de  j — ±;  f[r'  — x’). 

En  général , y s’élève  au  degré  meme  où  y entre 
dans  F (x,_y)  =0  ; car  si  y a n valeurs  dans  yz=fx  , 
comme  le  calcul  qui  donne  la  dérivée  y laisse  subsister 
les  radicaux  de  fx  (fi36)f  y'  doit  avoir  aussi  n valeurs. 

Si  doncy  n’entre  qu’au  premierjdrgré  dans  ^ --l---y  — o, 

cela  vient  de  ce  que  y y entre  et  comporte  ces  mêmes 
radicaux  : l’élimination  de  y doit  donc  les  reproduire. 
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641.  Dans  la  dérivée  de  F ( x,y)=o , y et  y*  sont 
des  fonctions  de  x , d'où  il  suit  qu’en  substituant  ces 
fonctions , la  dérivée  deviendroit  identiquement  nulle  ; 
on  peut  donc  de  nouveau  chercher  la  dérivée  de  celle-ci, 
qui  est  celle  du  2'.  ordre  de  F(x,y)  — o;  on  suivra 
d’ailleurs  toujours  la  règle  (634)-  Par  la  même  raison  , 
on  peut  chercher  la  dérivée  du  3'. , 4' ordre. 


dr  dz 
Reprenons  donc  — \--r~y  - 
1 dx  dy 


--o  , et,  remarquant  que 


d’r 


d?dx  dxily 


(638),  nous  aurons 


d’z 

dx’  dxdy 


d ’z  dz  ,,  d'z 

^ + d}^  +d^f  ° 


. . . dV 

équation  du  1",  degré  en  y*  , qui  donnera  y11  ou  -j — , 

en  fonction  de  x,  y et  y V Si  on  veut  éliminer  y',  on 
emploiera  la  dérivée  du  t*r.  ordre  , et  si  on  veut  que 
y " soit  exprimé  en  x seul , il  faudra  chasser  en  outre 
y à l’aide  de  F ( x,y ) = o ; mais  alors  le  degré  de  y11 
pourra  s’élover. 

11  en  est  de  meme  des  dérivées  des  ordres  supérieurs  : 


le  coefficient  de  y'  y 11  y1" est  toujours 


C’est  ainsi  que  x*-f-2 ax’j — ayl=o 

donne  (aox’ — 30/’)  y'  -J-  fac*  /+axy=o 

( 2ûx’ — 3 ay'  ) y"  + 1 2X*  -)-  4 ay  + Haxy' — 6ayy',z=o  , 
etc. 

642-  Lorsqu’on  prend  la  dérivée  de  F (x, y)  =0,  il 
y a en  général  une  constante  qui  disparoil  ; c’est  ainsi 
que  l’équation  x,-\-y'~r1  a sa  dérivée  x -f-  y y'  = o 
indépendante  de  r,  et  exprime  une  propriété  commune 
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à tous  les  cercles  dont  le  centre  est  à l'origine  ( 377  ). 
On  éliminerait  d’ailleurs  toute  constante  qu’on  voudrait 
entre  une  équation  et  sa  dérivée  : y=zax-\-b  donnej-'xra, 
qui  ne  contient  pas  b ; éliminons  a , b reparaîtra  , et 
nous  aurons  y~i çy'  + i. 

Une  deuxième  dérivation  chasse  une  nouvelle  cons- 
tante , et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu’on  peut,  en  pre- 
nant autant  de  dérivées  successives  qu'il  y a de  cons- 
tantes dans  une  équation  proposée , les  éliminer  toutes  : 
le  résultat  exprime  une  propriété  de  cette  équation,  qui 
subsiste  quelles  que  soient  les  constantes.  _y’=a — kx* 
donne  yy' — — kx,  puis  yy"-{-y''=  — k ; éliminons  k 

entre  ces  deux  dernières  équations , nous  aurons ; 

yy'=  (yy" -\-y'x)  x,  qui  est  dégagée  de  a et  de  k. 

La  constante  c , qu’on  chasse  par  l’élimination , dis- 
paraîtrait aussi  (629)  en  tirant  la  valeur  de  c de  l’é- 
quation proposée,  et  prenant  ensuite  la  dérivée  : comme 
les  résultats  de  ces  calculs  doivent  être  équivalens , et 
que  celui-ci  introduit  des  radicaux,  lorsque  c porte  des 
exposans  , il  s’ensuit  que  le  degré  de  y'  doit  s’élever 
dans  l’équation  finale  qui  résulte  de  l’élimination  de  e 
entre  la  proposée  et  sa  dérivée.  Ainsi 

y* — 2 cy-+-x*=c*  donne  (y — c)  y x=. o, 
mettant  y -f-  — - pour  c dans  la  première  , on  a 

(*’— 2.y')  f'  — l\xyy'— x’=o. 

643.  On  voit  donc  que  toute  dérivée  de  l’ordre  n de 
F {x,y)  = 0 ne  doit  contenir  y<">  qu’au  t".  degré;  et 
lorsqu’il  n’en  est  pas  ainsi , l’équation  ne  provient  pas 
d’une  dérivation  immédiate  , mais  de  l’élimination  d’une 

constante  ou  de  x,  ou  y entre  la  proposée  et  sa  dérivée. 

a.  i5 
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4-  Formule  de  Taylor. 


644-  Faisons  x-f-A=j  dans  l’équation  Yz=y~i~y'h  -f-  *h , 
elle  deviendra 

Ji=F+ P («—*) 

P désignant  la  fonction  de  t et  x qu’on  obtient  pour 
y'  -t-  » , quand  on  y a mis  i — x pour  h.  Cette  équa- 
tion contient  deux  quantités  indépendantes  1 et  x ; on 
peut  donc  en  prendre  les  dérivées  successives  par  rap- 
port à x seul  (63i).  Nous  aurons 
o —y"  P'  — x)—  F d’où  P = y'  -f-  P'  (*' — x) 
o =y1  +P*  fi— x)  — 2P'  P'  =\y»  +iP»  (/—x) 

o =y"'  4-  P'"  ,i— x)— 3P"  P » =|/'  + 5P"  /— x) 

o = y‘T  + P,T(i— x)— 4P'"  P"'=i_y'T-f-;tPI»(i— x) 


etc P'  P" sont  ici  les  dérivées  de  la  fonction 

de  x et  i représentée  par  P,  i étant  constant.  Si  on 
fait  les  substitutions  successives  de  P P P11 on  a 

J i —y  («—*)  + — ( « — * )’  + (« — * )3  -H  ... 

2 2,.  j 

et , remettant  x -f-  h pour  i , 

Y11  h * y*"'A 1 

/(x  + A)=y+y;.+'7—  +-^3+ (A) 


Cette  série  porte  le  nom  de  Taylor  qui  l’a  découverte  : 
elle  sert  à développer  suivant  les  puissances  de  l’accrois- 
sement h de  la  variable  x,  toute  fonction  de  x-|-A. 

Cette  démonstration  est  d’ Ampère. 

■ Le  terme  général  résulte  du  calcul  même  ; il  est 


T = 


y*hn 


(B) 


3.3.4...» 

Ce  développement  sera  celui  de  _/'  (x-^-A  ) } pourvu  que 
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/ 

les  valeurs  attribuées  à x et  h ne  rendent  pas  infinies 

dans  leur  intervalle  les  fonctions  y P y P1 Car 

alors  le  principe  dont  nous  sommes  partis  pourroit  ne 
plus  avoir  lieu  (626  ) : ce  sera  le  sujet  d’un  examen 
particulier.  Mais  comme  il  n’y  a (jue  des  valeurs  isolées 
de  x et  A qui  puissent  rendre  nos  fonctions  infinies  , 
il  est  visible  que  si  on  donne  à A une  valeur  quelconque , 
et  si  on  laisse  x indéterminé , la  série  de  Taylor  sera 
vraie  , puisqu'il  n’y  a que  des  valeurs  particulières  de  x 
qui  puissent  rendre  infinis  y P y P....  Voy.  n°.  667. 

645.  Appliquons  ceci  à des  exemples  : 


I.  Soitjr  = — 1 on  a (638)  aisément  y y".  . . y\m)  et 

1 1 A h'  A" 

x 4-  A * **  -r’  ’ ’ " x"+‘ 

En  multipliant  les  deux  membres  par  a , on  auroit  le 


■ , d’où  résulte  la  théorie  des 


développement  de  - ^ ; 

séries  récurrentes  à échelle  simple  (56i  ). 

II.  Soit  yxx^ x,  on  tirera  (C38),  y' y"-.,  et  on  aura 

J (t  t W.  | -*  1 h'  _A^_ 

2^  X 2.^\/jC?  2n^  X*nm~l  2/6.  .n 

III.  Pour  y — - ~ k‘  *’ 

J X X 


(x  + h)' — k*  x'  — h'  f k'\  k'h% 

T+h  H1  + ••• 


IV.  y s=  x"  donne  de  même  (638) 
(•*  + h,m  — x"'  mx’"~'h  + m.— — 


-.xm~,ht  + . . . 


4-m 


1 m — 2 m — n 4.  1 


.x"'-n  A”... 


3 


n 
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Voici  donc  une  démonstration  de  la  formule  de  Newton 
l’exposant  m étant  quelconque  négatif,  ou  fractionnaire  , 
ou  irrationnel,  etc. 

646.  H suit  de  la  loi  des  dérivées  successives  obtenues 
dans  le  n”.  644  1 que  'a  somme  S des  termes  qui  suivent  le 
( n * )*  * qui  est  le  terme  général  T , est 


S — 


PC*î  h 
4.3. . . .n 


, où  P=^‘ — 


Ainsi , pour  y = ^ x , on  a P = ^4- — - — qui  se  re’- 


duit  à P = 


1 

y/*  + \/x  ’ 


d’où  on  tire 


p 3_  ~ 1 , p//  _ V,'+3V/J  . 

V^V'+V  *)m  4*V*(V,+v' *)3  ’ ‘ ‘ ' 

Lorsqu’on  ne  pousse  le  développement  de  y'(x-t-A) 
que  jusqu’au  3e.  terme  A‘,»s=2  donne  pour  la  somme 
des  autres  termes 

s = {3vfj+v^(J'  + A)l  h\ 

E^TT^TV^+W1' 

. X ■*  — A*  k‘ 

De  meme  pour  y — = x > on  a 


„ j — k'l~‘  — x 4-  k'x~'  A*. 

p— : -2- = I 4-  —> 

I X IX 


d’où  prenant  les  dérivées  relativement  à x seul , 


A’  ™ _ 2jr 

ix*  ’ ix3  ’ 


5 = 


Â’A3 


(x  A)xJ 


en  arrêtant  la  série  au  3e.  terme. 
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5.  Des  Exponentielles  et  des  Logarithmes. 

647.  Cherchons  la  dérivée  d ey=za*.  La  règle  donnée 
( 628  ) conduit  à 


d’où. 


Y — o^-A  — a*.ah  = a*  -f  y' h -f  4A, 

. y'h  «h 

~ * + ~zr  + — •• 


ax  ax 

le  Ier.  membre  ne  dépend  que  de  h , ainsi  x ne  doit 

yr 

pas  entrer  dans  — , d’ou  y = ha*  ; h étant  une  cons- 
tante inconnue.  On  a donc 


y ~ ka* , y*  — k'a * , f"  = y{")  ~ h”a% 

et  la  formule  de  Taylor  devient 


a1  x=  1 Ax  -f- 


A’x’ 

2 


A’x* 

2.3* 


La  constante  A est  une  fonction  de  a , puisque  si  h étoit 
un  nombre , la  série  de  a*  resteroit  la  même  quel  que 
fût  a.  Il  est  aisé  d’en  tirer  , comme  u°.  5;5 , 

«*  — «,  d’où  A = = log  a, 

Log  e 6 r 

en  désignant  par  e la  valeur  2,71828...  de  a qui  ré^ 
pond  à A = s.  Nous  avons  employé  le  signe  log.  pour 
désigner  les  logarithmes  népériens , conformément  à la 
notation  établie  n°.  575  , que  nous  conserverons  toujours 
par  la  suite. 

On  retrouve  ainsi  les  série»  A et  fi  du  n°,  875,  et 
a / = aT  log  a.  La  dérivée  de  a'  est  o’.r'  log  ar 
( 633)  ; ainsi  la  dérivée  d'une  exponentielle  est  le  produit 
de  cette  mime  quantité  , par  le  logarithme  népérien  da 
la  base  et  par  la  dérivée  de  l'exposant. 


2.3o 
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y s=  e"’’  donne  y'  = e"“.  mz' 

y:=za,I+'.' je' = aA*+,.31oga 

. log  a 

Y = aS(>*+') y'—  ,,\A«+*) 

J J V (2X  4* 


648.  Prenons  maintenant  ^ = Log  x;  nous  aurons 
Y = Log  (x  -f-  A)  =.  Log±  + **  ! nia^  pn  ^a*~ 

sant/<  = xz,  le  ier. membre  = Logx-j-  Log  (t  + z):donc 

M 

L ( t + z)  —y'xs  + «zx,  et  y1  — —, 


M étant  une  constante  inconnue , parce 

être  indépendant  de  x.  Donc 

M ïM  . ...» 

r — > 7 — » j — 


X' 

h 


Log(x+A.)=Log*+M(A._  ~~h~ 


que  y'x  doit 

t , *.  * 

,3J U 

-p,  . . . 


Transposant  Log  .rj  et  faisant  h = jcx,  il  vient 

; 1 t 

(r*  z5  z"  \ 

— Y + y...  ± ~---/ 

M dépend  de  la  base  des  logarithmes  qu’on  considère , 
puisque  sans  cela  , le  nombre  1 -j-  z auroit  le  même 
logarithme  dans  tous  les  systèmes.  t)r  , la  base  est  telle 
que  M — 1 , quand  log  ( 1 -j-  x)  ==  z — { z’  -+-  3 z3...  ; 
d’où  Log  ( 1 -}-  z)  — M x log  (1  -f-  z)  : ainsi  { i5a)  , M 
est  le  Module  du  système  de  logarithmes  qui  est  em- 
ployé ici.  On  retrouve  donc  la  série  C , n*.  5yC , d’où 
résulte  la  composition  des  tables  de  logarithmes. 

JWz7 

La  dérivée  de  Log  z est  de  meme  (633)  : donc 

la  dérivée  du  logarithme  d'une  fonction  est  le  produit  du 
module  par  ta  dérivée  de  cette  fonction  , le  tout  divisé 
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par  la  fonction  (*).  S’il  est  question  de  logarithmes 
népériens  , cette  règle  devient  plus  simple , parce  que 
le  module  est  i (577). 

Voici  quelques  applications  de  la  règle  précédente  : 


/ u\  tu'  — ut' 

y = log  (T) donne  y = — Vt — 

ni**1  n 

y — i°g  (*") y—-^r-=— 

\ 

7 ~ l0g  V(*  4-**)  +X>) 

y - H C*  + y~  i/(r+x'j 

, */(  Vi+x'+x\  1 

y~vôT^) 

3 ~ IoV(«+*)— v'O— *) 3 *V  (»—*’) 

• 649-  On  facilite  souvent  le  calcul  des  dérivations  par 
l’usage  des  logarithmes  : en  voici  divers  exemples.  . 

i*.  Soit  y=utvz... , 

en  en  tire  log  j = log  u ■+•  log  f •+-  log  v -f  log  * , et 

Z_= ( | f-  — . . . ; multipliant  par  y f on 

y u t v z 

^ Noua  avons  préféré  trouver  directement  Ica  deux  réglés  de  la 
dél  itation  de*  exponentielles  et  des  logarithmes  \ mais  on  auroit  pu 
tirer  Tune  de  l'autre.  Ainsi  y = a1  donne  y^zal.z  log  a » <loù 

t = — - à cause  du  module  AI  s=  , 1 (*  5a)-  Réci- 

a . log  a y * log  « 

, My  x . 

proquement  z = log  y donne  z =r  — — — , et  a — y } a ou 

y f — zy  log  a — a* . z log  a.  Voyez  n°.  655. 


« 
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reconnoît  que  la  règle  (63o)  s’étend  à uo  nombre  quel- 
conque de  facteurs. 


y/ 

, *°-y  = ■*'  donne  log_p  = t logr,  — = l-f'logz: 

y e 


doncj' = »<  + i'iogr^. 


3*.  De  y — ab‘  , on  tire  log  y = A*  log  a , puis. 
ÿ — ab  b’z'  log  a log  b. 

4°-  y — z‘“  donne  log  y =tu  log  g,  d’où 


y 

y 


i“z' 

g 


+ (<*)'  logr; 


puis  y ses  r*1 V | -f-  u'  log  t log  z + Z j. 


6.  Des  Fonctions  circulaires . 


65o.  Cherchons  la  dérivée  de_y=sina;,  le  rayon  étant  s. 
On  a Y =3  sin  x cos  h -f-  cos  x sin  h. 


Or  il  a été  prouvé  (579)  que  sin  h — h -f* y 

cos h=  1 -f-  MA’  -f- . ..  Donc  le  coefficient  de  A esty =cos a\ 
De  même  si_y  = cosar,  on  trouve  y =-»-  sin  x. 

Donc  la  dérivée  du  sinus  d’un  arc  est  son  cosinus , celte 
du  cosinus  est  le  sinus  pris  en  signe  contraire. 

Puisque  les  dérivées  successives  de  sin  * sont  .... 
cos  x , — sin  -x  , — cos  x , . . . et  se  reproduisent  toujours 
dans  le  même  ordre , en  substituant  dans  la  formule 
^faylor , et  faisant 


P — h 


JL 

3.3 


A5 

3. 3. 4-5. 


etc. 


A* 


4.3.4 


etc.. 
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Oii  trouve  sin  (x  -f-  h)  — Q sin  x -f-  -P  cos  x 
cos  (x  4-  h)  = Q cosx  -J-  P sin  x 

En  éliminant  P et  Q , puis  mettant  dans  leurs  valeurs 
celles  du  sinus  et  du  cosinus  de  x -}-  h , on  obtient 
sin  A = P et  cos  À = Q.  On  arrive  ainsi  aux  séries  don- 
nées (579)  ; de  là  résulte  le  rapport  » du  diamètre  à la 
circonférence , et  la  formation  des  tables  de  sinus. 

65i.  Voici  plusieurs  applications  des  règles  ci-dessus. 


_ . sin  x , , 

*®.  Soit  V—  —5 j d ou  y : 

cos  x 


cos’  x 


= sec*  x. 


Donc  la  dérivée  de  la  tangente  d’un  are  est  le  carré  de  sa 

zf 

sécante.  y = tang  z , donne  y'  =r  ■ 


a®.  y x=  cot  z donne  y = — 


Cos*  z 
z' 


sin’  z 


3”.  Puisque  C0Ü.^L  = cos£x,  la  dérivée  est 

£ sin  | x , ce  qu’on  peut  aisément  vérifier. 

En  général  y = cos  ms  donne 

y'——  ms',  sin  mz  ; e\y=.  sin  mz  donne  jr'sxmx'. cos mz. 

sin  log  x 

4®.  De  y s=  cos  log  x,  on  tire  y — — • 

5®.  Pour^y  s=  cos  x""x,  on  a log_y  = sin  x.  log  cos  x , 

(sin*  x \ 
cos  x.  log  cos  x "os  x )• 


6°.  y = — î — donne  / = — * , ainsi  la  dérivée 

cosx  cosx 

de  séc  x est  x'  tang  x séc  r. 

€Sa.  Jusqu’ici  la  variable  principale  x étoit  un  arç  r 

Ct  nous. avons  trouvé  la  dérivée  de  son  sinus  , cosinus,. ... 
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mais  si  au  contraire  x désigne  le  sinus  de  l’arc  y,  ce 

qu’on  écrit  ainsi 

y — arc  ( sin  = x)  ou  x ssz  sin  y, 


alors  il  s’agit  de  trouver  la  dérivée  d’tm  arc  dont  le  sinus 
est  variable.  Nous  aurons  pour  celle  de  l’équation  x=;sin  y, 


i —y'  cos  j,  d’où j''  = 


cos  j yj(\—x'~) 

On  raisonnera  de  même  pour  avoir  la  dérivée  de 
y = arc  ( cos  = x) , et  on  aura 

J = arc  (cos=  x),y  = -^-  = —77 — -r-- 

sinjr  y (1  — x1) 

On  auroit  aussi  pu  changer  ci-dessus  y en  100" — y. 
Prenons  y = arc  ( tang  = x ) ; et  puisque  x est  la  tan- 
gente de  l’arc  y , ou  x = tang  y , en  prenant  la  dérivée  , 


il  vient  1 = 


. y‘ 

cos  ’jr 

y= 


, d’où  y'  = cos  'y , et  enfin 


sec’ je  1 -)-  x* 

Concluons  de  là  que  i°.  la  dérivée  d'un  arc  exprimé  par 
son  sinus  est  F unité  divisée  par  le  cosinus  ; 2".  celle  de 
l’arc  exprimé  par  son  cosinus  est  moins  l'unité  divisée 
par  le  sinus , o*.  enfin  celle  de  l’arc  exprimé  par  sa 
tangente  est  l'unité  divisée  par  le  carre  de  la  sécante. 

Le  rayon  est  1 ; mais  s’il  éloit  = r,  il  seroit  facile 
d’obtenir  les  dérivées  en  rendant  les  formules  homo- 
gènes (3a8).  Ainsi 

y = tang  r , y =arc(sin=z),  y t=r  arc  (tang x=x) 
rx'  r's* 


donnent  y'  : 


cos1  z 


•}  r =; 
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7.  Changement  de  la  Variable  Indépendante. 

653.  Lorsqu’on  soumet  les  conditions  d’une  question  à 
l’analyse  différentielle,  on  est  conduit  à des  relations  entre 
les  variables  et  leurs  dérivées  x,y,yiytl. . et  les  for- 
mules qu’on  obtient  ainsi , ne  peuvent  devenir  applicables 
à une  fonction  de  x déterminée, y = Fx  , qu’autant  qu'on 
y met  pour  y,  y"...  leurs  valeurs  en  x et  y.  Soit  donc 

la  fonction  qu’il  s’agit  d’évaluer  en  x et  y.  .delà  n’auroit  au- 
cune difficulté,  d’après  les  règles  données  précédemment, 
si  on  connoissoit  la  relation  y = Fx  qui  lie  y à x.  Or  il 
arrive  souvent  qu’on  donne  au  lieu  de  cela  les  équations 
y = çt  et  x—JÏ, 

qui  lient  y et  x à une  3*.  variable  t.  Il  faudroit  donc 

éliminer  t entre  elles  , puis  en  déduire  y'  y" en  x et  y. 

Mais  outre  que  ces  calculs  seroient  ordinairement  très- 
pénibles  , ils  cessent  même  d’étre  possibles  dans  plusieurs 
cas,  comme,  par  exemple,  lorsqu’au  lieu  de  connoitre 
x= zjt , on  a la  dérivée  x'  —J' t. 

Proposons-nous  donc  de  chercher  les  altérations  qu’on 
doit  faire  subir  à la  fonction  4 i pour  que  les  dérivées 
soient  prises  , non  plus  relativement  à x , mais  i t , 
considéré  comme  Variable  Indépendante. 

Soient  h k et  i les  accroissemens  que  prennent  ensemble 
les  variables  x , y et  t. 

. v > h* 

y = Fx  donne  k = {y*}  h + ( yV  ) (-  elc.  (i) 

j* 

y — <P*  donne  k = y i -f-  y"  — -f-  etc.  (a) 

i1 

etc. 

a 


x—Jt  donne  h = x'  i y x* 


(3) 
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Les  dérivées  indiquées  ici  se  rapportent  à la  variable 
désignée  sous  le  signe  F , p ouf.  On  devra  donc  distin- 


<lr 


guer  par  la  suite  y ou  ■—  , de  (y  ) ou  y-  ; l’une  est 


d* 


la  dérivée  de  «piprejalive  à t sans  avoir  égard  à x ni  yj 
celle  de  Fx  est  (y  ).  La  fonction  proposée  4 est  par 
conséquent  formée  en  (y1)  (y11  et  on  veut  U tra- 
duire en  y y" x'  x"..... 

En  égalant  les  valeurs  i et  2 d eh,  puis  mettant  pour 
h le  développement  3 , on  trouve , en  se  bornant  aux 
deux  premières  puissances  de  h , 

0")  «'»■- f {(y  ) **  + Cy«)  a/*}  ^ + ...= ?i+ZHïl+... 

et , comme  l’un  quelconque  des  accroissemens  est  ar- 
bitraire , celte  équation  a lieu  quel  que  soit  1 , d’où 

(j')x'=y  , (y  ) x»  -f  (y"  ) x'^=y» , 

donc  les  valeurs  qu’on  doit  substituer  à (y)  (y V)  dans 
la  fonction  + , sont 


c/)=5»  (yo=— 


{D) 


X-  - ~ ■ X n 7 

On  pourroit  trouver  de  même  (y")---  mais  le  t*'.  de 
ces  résultats  suffit  pour  en  déduire  tous  les  autres.  En- 
effet,  on  voit  que  (y')  , ou  la  dérivée  de  yxzFx 

estss'-y,  ou  le  quotient  des  dérivées  relatives  à t tirées 

de  <pt  et  ft.  Ot  , (y  )~  F,x  peut  à son  tour  être  regardée 
comme  une  fonction  de  t , telle  que  ç,  f , en  sorte  qu’on 
auroit  les  relations 

<y)  = F>xy  (y')=v,t,  x—jt 
pour  lesquelles  on  pourroit  raisonner  de  la  même  ma— . 


^ l'i  T**~ 


~v* 
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nière.  On  voit  donc  que  (y*)  doit  être  le  quotient  des 

dérivées  de  ç,f  et  Jt  relatives  à t ; or,  celle  de  ç,t 

y x'y" — y'x// 

ou  — , est  (63a) , % j donc  , on  trouve  la 

même  valeur  que  ci-dessus  pour  (y *).  Pareillement  la 
dérivée  de  cette  valeur  de  {y")  étant  divisée  par  x’  donne 


y”'= 


3 xüy'i 
x '♦ 


et  ainsi  des  autres.  On  voit  donc  qu’on  peut  faire  usage 
de  la  fonction  4 de  trois  manières. 

i°.  En  éliminant  t entre  y—yt , x—Jt , puis  tirant 

y yi de  l’équation  résultante  y=Fx  : ce  calcul  se 

fait  rarement. 

a0.  En  remplaçant  y y"....  par  leurs  valeurs  D,E,... 
et  substituant  ensuite  les  dérivées  relatives  à t tirées  de 
y=vt,  x=ft. 

3°.  Enfin , en  formant  simplement  en  fonction  de  t la 
valeur  de  ( y ')  ou  , puis  prenant  les  dérivées  de  l’ex- 


pression qui  en  résulte , et  divisant  chaque  fois  par  x'. 
Soient,  par  exemple,  les  trois  fonctions 

J_  y(y>)  f»+  y H* 

(y),y{yh  (.7") 

(Ce  sont  les  valeurs  générales  de  la  sous-tangente  , de 
la  sous-normale  et  du  rayon  de  courbure  , les  coordon- 
nées étant  rectangulaires  (678)  et  la  courbe  quelconque). 
En  substituant  pour  (y  ) et  (y"  ) leurs  valeurs  , on  trouve 

y*'  yf  (*'M -j'1)* 

y x'  x’yi—y'xH  ’ 

expressions  où  il  a’entre  plus  que  des  dérivées  relatives 
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à une  troisième  variable  quelconque  t,  et  qu’on  devra 
tirer  de  j'  = <pt,  x—ft. 

654-  Lorsque  la  fonction  4 a reçu  ces  modifications  , 
il  est  très-facile  de  revenir  sur  ses  pas  et  de  la  rétablir 
dans  son  état  primitif,  où  x étoit  variable  indépendante  ; 
car  il  suffit  de  faire  x/=i,  d’où  xU  =o , x'"=o,  .... 

y* 

Cela  suit  de  ce  que  (y')  = — devient  alors  {y')-=?y  , 

et  de  ce  que  , d’après  les  règles  ordiuaires  de  la  déri- 
vation , on  déduit  (_}•*) de  rÿ).  On  verra,  par 

exemple , que  x' — i remet  les  valeurs  ci-dessus  sous 
leur  forme  primitive. 

Quand  on  a généralisé  la  fonction  4 » qu’elle  con- 
vient à toute  variable  principale  t , elle  ne  renferme 
plus  de  traces  de  ce  quft  x l’étoit  d’abord  ; en  sorte 
qu’on  pourroit  la  regarder  comme  provenue  d’une  autre 
fonction  où  s étoit  variable  indépendante  : et  , puisque 
x'=o  la  rend  propre  au  cas  où  x est  variable  princi- 
pale, t'—o  établira  la  même  chose  pour  t.  C’est  ce 
qu’on  exprime  en  disant  que  la  différentielle  de  t est  cons- 
tante. De  meme  on  dit  aussi  qu’aucune  différentielle  n’est 
constante  dans  la  fonction  4 1 lorsqu’elle  est  généralisée 
de  manière  à convenir  à toute  variable  principale. 

En  remontant  au  développement  de  h , on  voit  que 
•x'  est  la  dérivée  de  ft  ; ainsi  par  x'—a,  il  faut  en- 
dx 

tendre  = o ; la  dérivée  de  x relativement  à une  3“*. 
d t 

variable  quelconque  t est  donc  nulle.  11  faut  en  dire  autant 
lorsqu’on  pose  t'= o;  pour  exprimer  que  t devient  va- 
riable principale. 

Voici  l’usage  de  ce  théorème.  Si  , au  lieu  de  con- 
noître  la  relation  x~ft  , on  a seulement  sa  dérivée 
x'=f't,‘ on  fera  tout  aussi  aisément  subir  à la  fonc- 
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tion  4 les  modifications  convenables  , puisque  (y')  (y1')... 

ne  contiennent  pas  x , mais  seulement  x'  , x * il 

n’en  seroit  pas  de  même  , si  au  lieu  de  x' —f't  , on 
donnort  une  équation  dérivée  entre  x et  / , où  x fût 
prise  pour  variable  principale,  telle  que  f (!,/', x)  =o. 
Alors  il  faudrait  traduire  cette  équation  en  une  autre 
où  les  dérivées  de  x et  de  t ne  fussent  pas  constantes  , 
puis  faire  t'  — i.  La  valeur  de  x’  qu’on  obtiendrait  ainsi, 

„ dx 

serait  Pt  ou  — 

J de 


Par  exemple , dans  4 — - — — ' y — — > la  v; 


riable 


y" 


prin- 


cipale est  x ; si  on  veut  que  ce  soit  t qui  remplisse 
cette  condition , afin  de  rendre  la  valeur  de  4 propre 
au  cas  où,  au  lieu  de  donner  y — Fx , on  donnerait 
yz=.nft , la  variable  t étant  telle  que  y—t  : on  rendra 

ces  deux  relations  plus  générales  en  mettant  — pour  t' t 

y 

— pour  y , etc.  ; on  aura 

L , = (*"+r")i 

J~x'  * V x’yll—yxl 

Comme  maintenant  on  peut  prendre  telle  variable  prin- 
cipale qu’on  veut,  on  fera  t'—i , t"  — o ,....  ou 

y 


*#=_£-,  d’où 

r*  yw+y*) 


ensuite  on  tirera  de  y=i)t  les  sraleurs  de_y  y y"  relatives 
à t , et  on  aura  celle  de  d'- 

(Cette  valeur  de  41  et  1*  suivante  sont  celles  du  rayon 
de  courbure  d’une  courbe  quelconque  , lorsque  la  dif- 
férentielle de  l’aire  ou  celle  de  l’arc  est  constante.  Voym 
n°*.  68t  et  68a). 
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Pareillement  si  / et  y sont  liés  par  l’équation 
on  changera  cette  relation  en  t'’z=x'*-f-y,‘  ; puis  po- 
sant *'  = 1,  on  aura 

X*  Y* 

= i , d’où  x’x"  -\-y'y"r=z  o et  4'  — — ÿ — -h> 

en  éliminant  x"  ou  y*.  Il  faudra  tirer  dey=yt  les  dérivées 
y y"  relatives  à t , puis  x1  =ey(i — y '*)  et  substituer;  on 
aura  41  en  fonction  de  t. 

yttt 

On  verra  de  même  que  la  formule  ■ . où  x'  est 

xy" 

constant , pour  que  t'  le  soit , en  supposant  /"=  1 

» (f"  . 4 y'y"\ 

x \x'yn  a;'J  ) 

655.  On  peut  présenter  d’une  manière  plus  simple  , 
à l’aide  de  ces  principes , quelques-unes  des  règles  de 
la  dérivation.  Supposons  que  connoissant  la  relation  y—Jx 
et  ses  dérivées , x étant  variable  principale  , on  veuille 
trouver  celle  de  x—yy  relatives  à y , sans  résoudre  l’équa- 
tion proposée  y=Jx.  En  faisant  y'= i,  y"= o...... 

dans  les  formules  U , on  verra  qu’il  sufût  pour  cela 


devient 


I x" 

de  changer  y en  — , y11  en » 

x x i 

vées  de  y=fx  (*). 


dans  les  deri- 


(*)  C’est  au  reste  ce  qui  est  facile  à démontrer  directement.  Car 
soient  h et  k les  accroissement  de  x et  y 

y — fx  donne  k s y h -4-  l%y  'h%  -4-  etc. 
x = ijr  donne  h = x' k 4-  j x"  k*  -4-  etc. 

Cette  valeur  de  k substituée  dans  celle  de  h , donne 

h = xyh  4-  ( x'y"  -4-  x "ÿ*  ) £ /*»  -4-  etc. 
et  comparant  les  deux  membres  terme  à terme 

xx  + *y*  = o 

d’où  on  tire  pour/*',  y". . . . les  valeur»  désignée#. 


« 


> 
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Variable  indépendants. 

» 

Ainsi>y=ûxa  donné>y'=ax  Iog  a ; donc—  =ra'  1 <•#  a. 


et  comme  x est  le  logarithme  de  y et  le  module  M ; 

6 H a 

la  dérivée  de  ce  logarithme  est  x'  = — , comme  on  le 
sait  déjà  (648).  * 

^=sin  x donne  y'  = cos  x,  qu’on  change  en 

— x=  cos  x : on  a donc  pour  la  dérivée  de  x=arc  (sin  = r)» 
x’ 

x'=  --  ■ ■ ~ — . — - , comme  on  l’a  vu  (65a). 

cosx  y/  (1 — -y*) 

Enfin  de  y = tanex,  on  tire  y'  — — = — , d’où 

J 6 J cos*x  x' 


x'=cos’x=- 


■ ; c’est  la  dérivée  de. 


sec*x  1 -\-y‘  ' 
x=arc  (tang=y). 

656.  Pour  généraliser  une  fonction  qui  contient  des 

• • • yf 

dérivées  du  i*r.  ordre  , il  suffit  de  changer  (y')  en  y-  î 

X 

exprimons  ce  théorème  par  la  notation  de  Leibnitz,  nous 
aurons 

d y d y dx  il y d y 

dx  At  ’ df  dx  dx* 

en  supprimant  le  diviseur  d/ , ce  qu’on  est  en  droit  de 
faire , pourvu  que  dans  le  a*,  membre  on  se  ressouvienne 
de  prendre  les  différentielles  relativement  à t.  Donc  lors- 
qu'on -veut  changer  de  variable  principale  dans  une  fonc- 
tion dont  les  dérivées  ne  sont  que  du  premier  ordre  et 
exprimées  par  la  notation  de  Leibnitz , on  ne  doit  faire 
éprouver  aucune  altération  à celle  fonction  ; et  on  regardera 
seulement  les  différentielles  qui  y entrent  comme  relatives 
à la  nouvelle  variable  principale. 

R.  16 


a +2 


Calcul  dif^éhehtirl. 

’ *1*  „ V 

Ainsi  y=tang  z a donné  dy= — — > d ou. 
jo  •/  cos’r 


dx:=dy  cos’z—  S donc  la  différentielle  de  l’arc  z , 
J sec\s 


Ar 


dont  la  tangente  est  cst=-~--  , puisque  sa  secante 
est  y/  (i  -\-y'  )• 

C’est  pour  cela  qu’on  préfère  la  notation  de  Leibnitz 
dans  tout  le  calcul  intégral,  où  on  se  propose  de  re- 
monter de  la  dérivée  à la  fonction  primitive  : comme 
on  n’y  parvient  qu’à  l’aide  de  transformations  souvent 
laborieuses  , il  scroit  bien  plus  pénible  encore  d’avoir 
egard  dans  le  calcul  à tous  les  changemens  de  variables 
indépendantes. 

Au  reste , l’avantage  que  présente  la  notation  de  Leib- 
nitz , n’a  lieu  que  pour  le  premier  ordre  ; car  en  traduisant 
la  formule  D en 

d’y  dxdy — dyd'x 

d*’  dxJ 

où  les  différentielles  dx  dy sont  relatives  à f,  on  ne 

retrouve  plus  la  même  expression  pour  les  deux  membres. 

11  suit  d’ailleurs  des  principes  mêmes  qui  nous  ont 

(j:y  ^ 

conduits  à ces  résultats  , que  se  trouve  être  la  dé- 

rivée de  — divisée  par  âx , en  regardant  dy  et  dx  comme 
dx 

d y ... 

des  fonctions  de  t.  Là  dérivée  de  -r—  s’obtient  en  sui— 

dx 

vant  la  règle  des  fractions  (63a)  : en  sorte  qu’on  a 


d'y 

dx* 


(JD  sy  <S) 


£r 

dx  dx3 


dx 


Série  ue  Taylor  FAUtiVK. 


243 


8.  Des  Cas  où  la  Série  de  Taylor  est  en  défaut. 


657.  La  formule  de  Taylor  peut  cesser  d’avoir  lieu 
quand  on  attribue  à x une  valeur  particulière  a : en 
effet  alors  f (x-J-A)  ne  contient  pins  d’autre  variable 
que  h , et  on  sait  qu’une  telle  fonction  n’est  pas  tou- 
jours développable  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  h : ainsi  cotA,  log  h , étant  infinies 

lorsque  A = o , leurs  dëveloppemens  doivent  comprendre 
des  puissances  négatives  de  h.  Il  est  d’ailleurs  facile  de  voir 
qu’en  faisant  x=a  dans  J (x-|-A),  c’est-à-dire  en 
mettant  a -f-  h pour  x dans  fx  ; si  x est  engagé  sous 
des  radicaux  , il  pourra  arriver  que  les  constantes  a se 
détruisent;  alors  h restant  sous  le  radical,  le  dévelop- 
pement renfermera  des  puissances  fractionnaires  de  A. 

:i  * 3 

Ainsi  fx-\-f(x — a )+  devient  -{-  f h* , 


Ou  fa  -f- 


+ />'-■ 


2 fa  6 f a1 

De  mèmè- •'f-  fx  donne  f 

ou  A-’  -(-  fa  -f- 


Enfin 


-\-  f x donne  A~ï  -f-  f a -j-. 


\Z  [x  — a) 

Jusqu’ici  nous  avoni  considéré  les  fonctions  d’une  ma- 
nière générale , et  x h’ayant  pas  pris  une  valeur  plutôt 
qn’unc  autre  , les  calculs  et  les  procédés  que  nous  avons 
établis  n’ont  pas  présenté  de  cas  d’exception.  Mais  bientôt 
nous  appliquerons  ces  principes  à des  cas  particuliers  , 
6ù  x recevra  des  valeurs  déterminées  ; il  est  donc  inté- 
ressant de  savoir  reronnoitre  les  cas  où  la  valeur  a luise 
pour  x rend  le  théorème  de  Taylor  en  défaut. 


Calcul  DIFFÉRENTIEL. 


a44 

En  ordonnant  suivant  A le  développement  de  J (a-J-  A) , 
«qui  est  supposé  contenir  des  puissances  de  A qui  ne 
sont  pas  entières  et  positives  , et  désignant  par  m la 
plus  petite  de  ces  puissances  comprise  entre  les  entiers 
ï et  /+  i,  on  aura 

/ (a  -f-  A ) =A  -f  Bh  + CA’  + Dhl  + ...  + Lhf  + Mhn  +... 

A B Ù ...  L M....  sont  des  constantes  finies  qui  dépendent 
de  a.  Si  m étoit  négatif , Mh'n  seroit  le  premier  terme  de 
la  série,  ou  plutôt  on  auroit  A=xB . = o. 

Puisque  cette  équation  subsiste  quel  que  soit  A,  prenons 
les  dérivées  successives  relativement  à A ; nous  aurons 

/'  (o-\-h)=B+aCh  + Wh' ...  -\.lLh‘—  ' .... 

J11  (a  -\-h)=2.C-\-2.?>Dh+...  Lht~’,-\-m  (m—  t) 

Jv,(a-\-h  =2.3 £>  + ...+  I (/-i)  (/-2)£A'-3+...  etc... 
En  faisant  h — o , on  trous'e 

A=fa,  B=sf'a,  

en  sorte  que  les  coefïiciens  A B....  L sont  les  valeurs  de 
y'  jC'i  lorsqu’on  y fait  x — a , et  dont  aucune  n’est 
infinie  : à chaque  dérivation  , le  i*'.,  terme  disparoît  , 
parce  qu’il  est  constant,  et  à la  /*.  opération  , on  trouve 
L ; mais  à la  (/-f-ijc,  on  a 

/('+’)  {<z+A)=m.m— i ....  -J-  .... 

qui,  lorsque  A = o devient  y (,+I)  a=  oo  . 

Ainsi  toutes  les  dérivées  à partir  de  r(,+  ,>  sont  infinies, 
parce  que  A y conserve  un  exposant  négatif.  Concluons 
de  là  que  , 

i°.  Si  la  valeur  x=o  ne  rend  infinie  aucune  des  fonc- 
tions y y y11 le  développement  de  Taylor  n'est  pas 

en  défaut,  ce  qui  est  d’accord  avec  ce  que  nous  avons 
dit  lors  de  la  démonstration  de  cette  formule  (644)- 
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s°.  Si  y est  infini  , y'  y* ....  le  sont  aussi , et  il  y 
a des  puissances  négatives  pour  h. 

3*.  Si  l’une  des  Jonctions  y y'  y11 ....  devient  infinie  , 
toutes  les  suivantes  le  sont  aussi ; le  théorème  de  Taylor 
n’est  faut]  qu 'à  partir  du  terme  qui  contient  cette  fonc~ 
tiun  , et  on  peut  l’employer  à la  recherche  des  termes 
qui  précèdent  celui-ci. 

658.  Pour  trouver  le  développement  qui  doit  rem- 
placer la  partie  fautive  , il  faut  en  général  changer  x 
en  a-f-A  dans  fx  , on  seulement  dans  la  somme  5(646) 
des  termes  en  défaut,  puis  on  développe  suivant  les  puis- 
sances de  h en  recourant  aux  sénés  connues. 

Par  exemple  , y c - f-  ( x — b ) f (x  — a ) 

, 3a:  — aa  — b 

donne f — — } 

ay  (x — a) 

or  x =r  a rend  yJ  infini  ; donc  y11  y"'.  . . le  sont  aussi  , et 
le  développement  de  f { a doit  avoir  pour  h un 

exposant  entre  o et  1 : le  »,r.  terme  estj*  r=r  <5.  ■ 

C’est  ce  qu’on  vérifie  en  cherchant  ce  développement  : 
on  fera  x a -j-  h dans  et  on  aura 

• a 

r = c-J-  (a  — b)  Ar+  A*. 

• 1 

Soit  encore  y = c -J-  x (x  — i)  (x — o)*  ; 
d’où  ......  y’  = 1 + (*  — «)*  4-f  (x  — b)yf{. 


& 


y"—  3 V (•*  — v ~/t--  ? etc. 


4y  (x-o;  ' 

x = a donne  y r=  c -f*  a 1 y'  — 1 i les  autres  dérivées 
sont  infinies  ; ainsi  le  développement  de  céininence 
par  (c4«j  + i,  et  les  autres  termes  ne  procèdent  plus 
suivant  les  puissances  2,3...  de  h. 

En  effet,  mettons  a -}-  h pour  x , et  y deviendra 

Jf=  (c  + a)  -f  h + (a  — b)  /»’  -f  h\ 


4b  . 


f 


246  Calcul  différentiel. 

Si  I3  somme  5 des  termes  qui  échappent  à la  série  de 
Taylor,  ne  peut  être  développée  par  cette  voie,  on  lui 
fera  subir  une  transformation  qui  permette  d'aPP'iquer 
(a  formule  de  Maclaurin  (666).  Au  reste , le  procédé  sui- 
vant est  général. 

Soit  S la  fonction  de  h qu’on  vent  développer , A la 
valeur  qu’elle  prend  lorsque  A =-0  , on  fera  S~/i  -f-il/Ât", 
m étant  la  plus  haute  |u'-sxt^ce  de  A qui  divise  A — A , 
afin  que  le  quotient  il/  ne  soit  ni  o , n 00 , lorsque  h — o. 
Une  fois  A il/  et  m connus  , on  posera  Nxx  B -f-  AA", 
et  on  déterminera  de  meme  B N et  n , puis  on  fera 
AT  G -f-  Phv  ; et  ainsi  de  suite.  Donc 


S—  y* -f- «A"4-  CA”"*-" +DA-"+"-*M 

Si  S doit  renfermer  des  puissances  négatives  de  h , on 
mettra  — pour  A,  puis  dans  le  dcveloppemertt , on  chan- 
gera les  signes  des  exposa  ns  de  A ( Voy.  pour  les  appli- 
cations, les  Fmcl.  anaty-y  n"’.  11  et  120). 


65g.  Examinons  ce  qui  arrive  lorsque  la  supposition 
de  x = a fait  di>paroitre  tie/x , un  terme  de  la  forme 
PQm  , Ptt  (j  étant  des  fonctions  de  x. 

I,r.  cas.  Si-.r  = a donne  Q = o ; la  fonction  Q prend 
dans  les  dérivées  successives  tes  exposans  m — 1,  m — a..., 
( üüÔ  Nous  distinguerons  ce  qui  arrive  suivant  que  m 
est  entier  ou  fractionnaire , positif  ou  négatif. 

1*.  Si  m est  entier  et  positif,  la  m*.  dérivée  contient  un 
terme  P dégagé  du  facteur  Q , en  sorte  que  x = a , chasse 
P et  Q des  ( m -4-  1 ) premiers  termes  du  développement  ; 
P reste  dans  tous  lessuiyans.  Le  théorème  de  Taylor  n’est 
pas  pour  cela  en  défaut,  et  il  n’en  résulte  aucune  circons- 
tance remarquable,  y — {x  — b)  (or  — a)’  — ax 1 donne 
V — — a’  — 2 d'h  — AA*  -f-  A1. 
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a4? 


2*.  Si  p»  est  négatif , PQm  et  ses  dérivées  sont  infinies , 

P 

parce  qu’elles  ont  toutes  des  termes  de  la  forme  : 

le  développement  de  Taylor  est  fautif,  dès. le  t*.  terme, 
et  on  doit  obtenir  des  puissances  négatives  de  h.  C’est 
a?’ 


re  qui  arrive  pour  = • 
trouve 


et^  = 


y' (a:1  — ax) 


Pour  la  t™.  Y = a'hr' ' -f-  a a -f-  A. 


Pour  la  a*. 


Y 


3°.  Si  m est  positif  et  fractionnaire,  compris  entre  l et 
/ — i , x = a fait  disparoitre  Q de  toutes  les  dérivées;  et 
comme  celle  de  l’ordre  / -)-  i , a paur  exposant  de  Q dans 
l’un  de  scs  termes  m — (/-}-»),  elle  devient  infinie  , ainsf 
que  les  suivantes.  Le  théorème  de  Taylor  cesse  doue  d’avoir 
lieu  au  terme  de  l’ordre  / -{-  t » c.-à-d.  que  h doit  prendre 
un  exposant  fractionnaire  entre  l et  / -f-  i. 

C’est  ce  qu’il  eut  été  facile  de  prévoir,  puisque  le  ra- 
dical disparoissant  du  développement  de_/(fl  -f-  h ),  tandis 
qu’il  demeure  visiblement  dans  le  t’r.  membre , celui-ci 
auroit  plus  de  valeurs  que  le  a'. , si  h ne  prenoit  ce  même 

s 

radical.  Ainsi  y ■=  a r1  — A)  (x  — a)*  donne 

Y=z  a3  + 3 a'h  -f-  3 uA*  + ( O — b )h*  + h3  4-  h\ 


Voyez  aussi  les  exemples  des  n".  65y  et  658. 

Le  développement  de  (x-{-A)'“  n’est  jamais  fautif, 
quels  que  soient  x , h et  m ; car  la  dérivée  dç  l’ordre 
n étant  m.(m  — î ) ...  (m  — n -f-  i ) x'"- ",  n’csl  jamais 
infinie  ( si  ce  n’est  pour  x = o , lorsque  m n’est  pas  entier 
et  positif).  On  en  dira  autant  des  séries  produites  par 
aç,  l°g  (•+*;»  sin  x et  cos  x. 
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660.  II*.  cas.  Si  x — a,  donne  P = o,  P est  de  la 
forme  (.r  — a)1  : nous  prendrons  ici  / entier  et  positif, 
puisque  sans  cela  on  relombcroit  sur  le  ier.  cas.  Alors. 
( x-a / Qm  perd  la  fonction  Q,  ainsi  que  ses  (/ — 1)  premières 
dérivées  ; mais  elle  reparoit  dans  la  Ie  ( voy.  i*r.  cas  , i°.)  : 
le  développement  de  Taylor  n’est  pas  en  défaut.  On  en 
trouve  des  exemples,  en  faisant  x=b , n".658  et  ci-dessus. 

Pour^'=r(ar  — a)'  \/x,  x — a fait  disparoître  yCr 
dans  les  trois  r1*’.  -dérivées  ; mais  ce  radical  reste  dans 
la  4e-  ct  1e*  suivantes. 

i°.  Supposons  que  x = a fasse  disparoître  un  radical- 
dans  y , lequel  subsiste  dans  y'  , c.-à-d.  que  ce  radical 
n’ait  .t  — a pour  facteur  qu’à  la  ir'.  puissance.  Alors  pour 
x = a , y aura  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  que  y , 
à raison  du  radical  qui  existe  dans  y et  11’entre  pas 
dans  y.  Chassons  ce  radical  de  l’équation  y — fx  par 
l’élévation  aux  puissances , et  soit  s = o l’équation, 
implicite  en  x et  y qui  en  résultera.  Sa  dérivée  sera 


àz 


dz 


or,  il  doit  y avoir  au  moins  deux  valeurs  i et  k de  y' 
contre  une  seule  de  y , pour  x = a , ainsi  que  pour 

~ zzz  A , — E \ donc 

d.v  qy 


A -f  Ri  = o , A -f  Bk  = o , et  B ( i h ) = o * 


d’où  B — o , et  A — o.  Ainsi,  l’hypothèse  de  x = a- 
doit  à elle  seule  satisfaire  à l’équation  dérivée,  indépen- 
damment de  toute  valeur  de  y.  D’où 


Puisque j)-1  n’est  pas  donné  par  cette  dérivée,  il  ütUA 
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recourir  à celle  du  a*,  ordre  qui  a la  forme  (641) 

^ y"  -f-  Mfl  + zNy  4 Lz=  o. 

Les  coefficiens  étant  des  fonctions  de  x et  y sans  radicaux. 
Le  i,r.  terme  disparoît,  et  on  a My 17  4 aAy'  4 •^'==  °« 
d’où  on  tirera  les  deux  valeurs  des  y qui  répondent  à 
X = a.  Et  s’il  y avoit  plus  de  deux  valeurs  de  y , on 
verroit  de  même  que  M,  N et  X doivent  être  nuis  ; 
et  on  devroit  recourir  à la  dérivée  du  3*.  ordre , d’ou 
yn  ct  j#  disparoîtroient , parce  que  leur#  coefficiens 

seroient  ^ , et  3 (My  4 Ar)  qui  sont  nuis  : y entreroit, 

au  cube  dans  cette  dérivée. 

En  général , on  devra  recourir  à une  dérivée  du  même 
ordre  que  le  radical  détruit  par  x = a. 

Soit  par  exemple  y = x 4 (x  — a)  y (x  — £ ), 

•.  t 4 / ' ■ T • . '/*  ‘ Mi’j.i  * ' *1  t>/»i 

d’où.  . .y=l  4 y/(x-b)  + ~~i 

x — a donne_y  = a ,yr  = 1 ±1  y ( a — b).  Or  ,Ja  pro- 
posée revient  à ' — . 1 *•!■■»>  * 

(y — *)*=fcfx  — »)*('*  — *)î  . ! 

*.l  , , I ■»  ’<*.  ]• 

j*  \ j , fx  — û)(3x  — afl  — a) 

trou  4—1  4 ; j 

T.  . a (y  — x) 

valeur  qui  devient  | , lorsque  x —y  =s  a. 

La  dérivée  du  a*,  ordre  est 

( y — *)y"  4 (y'  — i )*  = 3*  — a a — b, 

'T  . 

qui  devient  (y  — 1 )*  — a — b , d’où  on  tire  comrpe  ci- 
dessus  y = 1 i y ( <f — b). 

il—*  • . » j •-  i'  : • . * ’ 

. Dç  mèrae^-  =; (æ  — a)  (x  — bÿ  donner  = o et.  . . • 
y*  = y (a  ~~  b) , lorsque  — a.  Mais  si  on  chasse  t» 
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radical,  et  qu’on  prenne  les  dérivées  des  trois  i*>.  ordres, 

on  trouve 

y*  — ( x — «)3  (a:  — b) 
foy  — (*— a)*(4*—  — «) 

y'y"  + =W'*  = (a x-v-^b) 

• y Y'  4r  §yy'y‘-'  + 3 ~ 8*  — Ma  — A 

x =s  a et  y — o satisfont  aux  trois  premières  équations  , 
et  la  4e-  donne  poijr  y'  la  même  valeur  , y'  ( a — b). 

a*.  Si  le  ^diçal  d^sparoit  dat^  y et  y'  , et  reste  dans 
y"  , ce  qui  arrive  lorsque  (x  — a y en  est  facteur,  y 
et  y'  auront:  un  nombre  égal  de  valeurs,  mais  y11  en 
aura  davantage,  lorsqu’on  ferap  .o  — a.  S.i  donc  on  fait 
évanouir  le  tftdka.l  d.e  y *t  qu’on  cherche  yU  à 

l’aide  de  la  dérivée  du  seçopd  ordre  de  _z  = o , ellç 
devra  être  saÿsfajte  d’ellç-mçmç  et  dopner ^ ^ Pour 

avoir  les  valeurs  de  y"  , il  faudra  passer  aux  dérivées 
d’ordres  supérieurs,  — ' . . • , .. 

On  raisonnera  de  même  lorsque  (x  — o)3,  (x  — o)t,... 
seropt  facteurs  d’un  radical.  - ' , u 

Soit , par  exemple  , y = x -j-  (x  — a J on  trou- 
vera pour  x =ço,  que  ==  g , y'  s=  i x yt=  ± 2^  a. 
Mais  si  on  met  la  proposée  sous  la  forme 

/.  (yr-r#y  — (x  — Ô)4x 

Iî’oÙ  — x)tY  — l\  — (f,.—  ^^(hx-p-p) 

(y  — x)y"  + (y  T (•*— é0’(5x-r*a) 

fy  — * )y"'  -K  3 [y  — I j )y"  ?=  6 (x — a)  ( 5x— 3a  ) 
(.y  — x j,T  + 4j'"/Cr'— 1)  + 3j*’=  ia(5x  — 4«) 

en  faisant  x = a,  on  trouve  y — a,:  dans  la  dérivée  du 
Ier.  ordre  tout  se  détruit;  celle  du  2”.  donne  y'  = 1 ; 
tout  se  détruit  encore  dans  la  suivante  , et  yl  3=  | ; enfin 
la  dernière  donrje  y11  çp  a y' a. 
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Ç).  Limites  de  la  Formule  de  Taylor. 

661.  Supposons  que  x ait  reçu  une  valeur  particu- 
lière a,  et  prenons  la  dérivée  de/(x  A ) (*);  faisons 
y varier  A depuis  zéro  . jusqu  à urte  v^ÇÏr  donnée  A, 
en  admettant  que , dans  l’intervalle  de  a à a -)-  b , f (x  -f-  A) 
ne  soit  pas  infinie.  Soient  p et  9 les  valeurs  de  x -f-  A 
pour  lesquelles  y’  (x-|- A)  devient  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  dans  çette  étendue;  on  a;ura  J' p ^ J ' (x  + A), 
et  fq  >/  (x+  A);  ainsi  les  quantités 

/'  (x  -H  h ) — fi  p , et/' ç — ft  ( x -f - 7»  ) 

seront  positives  dan»  (oui  l'intervalle  , dypui»  2;  ~{-  A x=  a» 
jusqu’à  x + h — a b. 

• Cela  posé , ces  deux  fonctions  sont  les  dérivées  rela- 
tives à A de 

/ (x  + A ) — y — A/7? , et  A/'f  — / U + A)  +J., 

qui  »ont  nulles  lorsque  A =z;  o.  Or  , il  suit  de  çe  w 
a été  dit  (62 7)  que  puisque  les  dérivées  sont  positives 
dans  toute  l’étendue  qu’on  considère  , les  fonction*  psi-’ 
mitives  le  sont  a«s$i-  l)pnç 

/(  x + A ) est  >>  + hj'p , et  <7  -f  A/y  ; 

i;e  seroit  le  contraire,  »t  A était  nçg^tif.  Donc,  si  on 
ne  prend  que  le  1er.  lerme^-  du  développement  de  Taylor, 
la  somme  des  autre»  termes  est  comprise  entre  lj/'p  et 

V'«- 


(*)  Faisons  x ■+■  A = z , et  prenons  les  dérivées  successives  de  fz  , 
elles  seront  (033)  de  la  fprmç  ?\  z , par  rapport  à x , aussi  (lien 
que  relativement  à A.  Donc  les  dérivées  de  /’(  x *4*  A ) sont  les  mêmes . 
spit  qu’un  regarde  x on  A comme  variable. 
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Les  deux  1*".  termes  étant  y -{-y1  h y soient  p et  f 
les  valeurs  de  x A qui  rendent  Ju  (x-\-  h)  la  plu» 
petite  et  la  plus  grande  dans  la  même  étendue  on  aura 
de  même  les  quantités  -, 

f(x+h)-fp  et  fq  -J"  {x  + h) 

, , 1 ; . i , . i . . ' t 

sans  cesse  positives  depuis  x -f-  h —a  jusqu'à  a -j-  b.  Mais 
elles  sont  les  dérivées  relatives  à h , de 

f (*  + h)  — y'  — 'Afp  et  hfq  —f  (x  + Ji)  -j-y* 

qui  sont  nulles  lorsque  h = o.  Donc,  dans  toute  l’étendue  hr 
si  fp  et  J"q  ne  sont  pas  infinies,  nos  dérivées  étant 
positives,  ces  trinômes  le  sont  également,  ainsi  que 

.o  - t •«.  i 

J{x+h — y — hy‘ — hh'fp  et  {hfq^-fx  + h)+y+hy'. 


puisque  les  précédentes  sont  leurs  dérivées  et  qu’elles  sont 
nullcs  quand  h ■=  o7  Donc  on  a 

fl^  + f‘)>y  -rf>f  +iff‘fp  et  <y  + hy  -\-{h'J"q. 

Ce  seroit:te  contraire  si  h ctoit  négatif.  11  en  résulte  que  sr 
on  prend  pour  p et  q les  valeurs  qui  rendent  f (x -f-A) 
la  plus  petite  et  la  plus  grande,  sans  être  infinies,  depuis 
x -(-  h = a , jusqu’à  a -{-  b , la  somme  des  termes  qui 
doivent  êtte  ajouté^à'jf  -J-jy'A  est  comprise  entre  \ h'J"p 
et  \ h'f'q.  17  .*» 

' On  continuera  rc  raisonnement  aussi  loin  qu'on  voudra  , 

et  on  verra  qu’en  général  si  le  développement  de  Taylor 

est  poussé  jusqu'au  terme  h"~' , la  somme  des  autres 

termes  a pour  limites  les  valeurs  qu’on  obtient  en  prenant 

. . hn[yn) 

le  terme  suivant  — — : 

a • 3 • . . n 

b plus  grande  et  la  plus  petite  va  Ica  r de  JX")  [x  -f"  * 


et  mettant  à la  place  de  y ")' 
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lorsqu’on  fait  varier  A depuis  zéro  , ou  Lien  des  quantités 
plus  grandes  que  l’une  et  plus  petites  que  l'autre  (*j. 

On  verra  aisément  que  y est  négatif  lorsque  x croissant 
J*  décroît.  Si  l’une  de  ces  valeurs  est  infinie  , alors  la  lim^e 
correspondante  n’existe  pas  ; le  théorème  de  Taylor  est 
en  défaut,  puisque  Jin)  (x  -f-  A)  est  infini  dans  quelque 
partie.  Alors  il  faut  arrêter  ce  développement  à l’un  des 
termes  qui  précèdent  celui  qui  est  fautif. 

On  a vu  (638)  que  y = xm  donne  j-?1)  = A/x"1- ",  en 
faisant  pour  abréger , M — m (m  — i )...  ( m — n -f-  i )j 

i . . , , Mh* 

et  le  terme  general  de  (x-f-A)“  est  ■ ■-x"*-'1.  Pour 

2.3. . .n 

obtenir  les  limites  de  la  somme  des  termes,  qui  suivent 
celui  dont  le  rang  est  n , mettons  pour  Mr"-"  la  plus 
grdude  et  la  plus  petite  valeur  de  (x  -(-  A } ou  de 
M (x  -j-  h)"'~n  : l’une  répond  visiblement  à A,  l’autre 
à A = o ; ainsi  ces  limites  sont 

A/A"  (x  + A/A"  x"— " j 

y Ot  r.  • 

2.3...»  2.3. ..R 


lie  même  pour  y = aT , on  a yW  — ar.  Iog"a  ; la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  ax+J‘.  log"  a , ré- 
pondent aussi  à A et  à zéro.  Donc  les  limites  dn  dé- 
veloppement de  ax+h  sont 

hnax+h  log"a  A"«J1og"a 

2 — et  — 2 — : 

2.3. ..R  2.3 ...  R 


celles  de  ah  sont 


A"»*  log"»  Anlog"a 

2.3. ..R  2.3...» 


(*)  On  doit  toujours  entendre  par  quantités  plus  grandes  et  plu» 
pelites,  celles  qui  sont  plus  avancées  ver»  l'inlini  positif  ou  ver»  l'infini 
négatif.  Ci est  dan»  ce  sens  que  si  a b , on  a — a — b.  V • n°.  1 19. 
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Pour  log  (x  -j-  A)  les  limites  sont 


et  dz 


h" 


n (x-f-A)" 

•G6a.  Le  théorème  que  nous  venons  d’exposer , non  - 
seulement  démontre  de  nouveau  la  Série  de  Taylor,  mais 
encore  prouve  que  la  Somtue  de  ceux  qui  suivent  A”—' 
étant  comprise  entre 


a.3. . .n 


f>*P  *» 


A" 


:.3  o.R 


J fl 

on  peut  la  représenter  par  - — — J\H)  ( Je  + /)<•••  • 

x -j-/  étant  un  nombre  compris  ehtre  p et  q.  Par  là,  on 
donna  à la  série  la  (orme  Gnie 


Ji*+h)=.y+fh+y"^  +...+^t--o_|Tl_  + -—jj/l-i  (*+/■) 

x et  j désignant  d’ailleurs  des  nombres  déterminés.  L'avant- 
dernier  terme  surpassera  le  derttiér  , si  on  a 

(*+;); 

et  comme  la  seconde  partie  croîravec  A , à partir  de  xero, 
on  peut  toujours  prendre  h assez  petit  pour  qu'un  terme 
quelconque  de  la  Série  de  Taylor  surpasse  la  somme  de 
tous  ceux  qui  le  suivent  , et  cela  aura  également  lieu 
pour  toute  valeur  de  h plus  petite  que  celle-ci. 

i o.  Développement  des  Fonctions  de  plusieurs  variables. 


663.  Soit  z une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes x et  y , ou  z (x,  y) , proposons-nous  de  chan- 
ger x en  x -f-  A et  y en  y -f-  h , A et  A étant  des 
quantités  arbitraires , et  de  développer  la  fonction  résul- 
tante _/  ( x -f-  A , y -j-  h ) suivant  les  puissances  de  A et 
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<!e  A.  Pour  cela  , au  lieu  de  faire  à la  fois  celle  double 

opération  , mettons  d'abord  x -|-  A pour  x,  sans  chan- 

ger y ; s deviendra 

d z d’r  A*  d’r  A5 

/■(x  + A.^r  + jj-A  + ^T 

Dans  ce  résultat,  mettons  partout  y -J-  A pour^,  sans 
faire  éprouver  de  variation  à x.  Et  d'abord  le  1er.  terme 
z deviendra 

dz  d’r  A’  d3z  A5 

f(xy  + k1  = t + ^.k  + -s-i.-+-jp^  +MC. 

De  même  , représentons  par  u , la  fonction  de  x et  y 
d z 
Ar  ’ 

du  , d’i/  hx  # . . . 

gera  en  u -f-  Ar-| — r— — -j-  etc.  Ainsi  , remettant 

d r iJ 

Tx  P°ür  tt- 

d r,  , . , dr , d 'z  ,,  d3.*  k'h 

v A deviendra  -r—  A 4-  — r hk  -) — : — : 

dx  dx  dxdj"  dxdj*  a 

pareillement 

d’r  A’  . . . d'r  A’  d3z  A’A 

— — . — deviendra  - — 1 — ; — < b . . . . 

dx*  a dx’  a dx^fy  .a 

ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  diverses  parties , on  a 

y(x+A,j+A)=r+  -jj^-A-f- 

dz 


désignée  par  i en  mettant^  -|-  A four  j-  , u se  chan- 
d’u 

Ay"  ' 1F 


d’r 

k' 

d3r 

I 

A3 

_L_  . 

2 

1 dy 

a.3  + 

d *z 

AA 

d*z 

.i 

k'h 

dxdj' 

1 dx  d y* 

a +'" 

d’r 

A* 

d’r 

i 

h'  A 

dx’ 

2 

1 dj'd.r’ 

■a.3+-*- 

d’r 

1 ' dx  ’ 

A-3 

•r3+*4. 
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le  terme  général  est 


dm+»r  k"hn 

dy'"dx"  (2 (2 .’6...n) 


Il  est  visible  qu’on  auroit  pu  changer  d'abord  ^en 
puis  dans  le  résultat  x en  x h.  Mais  par  là  011  auroit 
obtenu  une  série  de  forme  différente  de  la  première  , 
qui  auroit  dû  lui  être  identique  : toutes  les  dérivées  re- 
latives à x auroient  précédé  celles  de  y.  11  suffit  pour 
y parvenir  de  changer  ci-dessus  y en  x , et  A en  i, 
et  réciproquement.  L’identité  de  ce  nouveau  résultat  avec 
le  précédent , donne , en  comparant  terme  à terme  , 

d’r  d\e  d\r  (Vz  dlr  d3r 
dydx  dxdy  dj"  dx  dxd_y*  dydx*  dx’d ly 


et  en  général — : — 1=-= — — 

° dj'dx"  dxr‘d) '* 

Concluons  de  là  que  lorsqu'on  doit  prendre  les  dérivées 
successives  d'une  fonction  z relativement  à deux  variables , 
il  est  indiffèrent  dans  quel  ordre  on  fasse  cette  double  opé- 
ration. 

x* 

Par  exemple,  z= — donne 

F r 

4 dr  3x*  de  ax3 

àx~  y'  ’ d y~~  y* 


et  la  dérivée  de  la  ire.  par  rapport  à y , ainsi  que 

• ■ 6 

celle  de  la  2'.  relativement  à x sont  également— . 

r1 


Les  dérivées  du  a',  ordre  sont 


d ’ z 

dx  * 


6x  d’r 

= — j 

y' 


6xs 


dy‘  y* 


on  trouvera  — — — pour  dérivée  de  la  1”.  relativement 

yt 
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de 


3^7 


à y,  qui  est  aussi  la  dé^véc  du  a',  ordre  de  relative- 
ment à x.  Pareillement  qui  est  la  dérivée  de  ^ 

j*  H 

par  rapport  à x , est  aussi  celle  du  2'.  ordre  de  ~ par 
rapport  à y,  et  ainsi  des  autres. 

664.  Puisque  x et  y sont  indépcndans  dans  l’équa- 
tion ■E==/(x,-y)  , on  peut  <11  pendre  la  dérivée,  rela- 

• J z (.1 Z 

tivement  à x seul  ou  à y ; et  on  aura  -——p,  — n.  ' 

• dx  d y 7 

Mais  s’il  y avoit  une  dépendance  établie  entre  y et  x , 
telle  que  y-=i)x , ces  différences  partielles  ne  pourroient 
plus  ctre  prises  à part,  puisque  la  variation  de  x en- 
traînerait celle  de  y.  Pour  renfermer  ces  deux  cas  en 
un  seul , on  a coutume  de  supposer  que  cette  rela- 
tion ys=qx  existe,  et  la  dérivée  se  met  sous  la  forme 
AzxxpAx qAy,  (63^)  j mais  comme  on  laisse  cette  fonc- 
tion ç arbitraire  , il  faudra  y avoir  égard  dans  les  usages 
auxquels  cette  équation  sera  réservée.  Si  la  question  exige 

que  la  dépendance  soit  établie  , de_y£=q>x  on  tirera 

Ay=yAx  et  on  substituera  ; si  la  dépendance  n’existe 
pas  , alors  , d’elle-même  , l’équation  différentielle  se  par- 
tagera en  deux  autres  : car  d z représente  la  différentielle 
de  z prise  relativement  à x et  y ensemble  , d’où 

ds  . , de  , , , 

_ dx  + — Ay=pdx  + qAy, 

et , comme  cette  équation  subsiste  quel  que  soit  9 ou 
sa  dérivée  y' , on  aura 


de  de  ' de  d s 

+ ï}S~P  + <i/>  - = q. 


>(b 

a. 
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Par  exemple,  x = 


I ■>  ■-  ■»  , UW1IIK. 

^ — axydx  + ax*<\y 

qz. — j — y 


(*'+yy 

équation  qu'on  partage  en  deux  autres 

de  axy  dx  < 

dx  4 ? dy 

(x*+y’)  7 


(**+*•)' 


* De  même.  x=arc^tang  =— ^ donne 


d z=7Ax-X.A?, 

r+*' 

„ , . dr  jr  d z —x 

d ou  • on  tire  -r—  = — - . —= . 

dx  y’-j-x’  dy  y’+x' 

Soit  en  général  u—o , une  équation  entre  les  trois 
variables  x,  y et  r;  si  on  a en  outre  une  autre  rela- 
tion x=.F(x,y),  on  ne  doit  plus  considérer  la  pro- 
posée que  comme  renfermant  une  seule  variable  indépen- 
dante ; ainsi  on  a (63g) 

du , du  , du  , 

sdx+^dr+5ïd*==°...,  co 

» i /du  du\  /du  du\  , 

dou  \&+prJd*+\iï+i  rj^0* 

parce  que  x=jF(x,y)  donne  dx c=  pàx  -f-  f dy . On  tirera 

dy 

donc  aisément  la  valeur  de  , qui  est  la  dérivée  qu’on 

auroit  obtenue  en  éliminant  x de  u=o. 

Mais  s’il  n’y  a aucune  autre  relation  que  ue=o,  on 
en  pourra  supposer  une , pourvu  qu’elle  demeure  arbi- 
traire ; en  sorte  que  notre  équation  se  partagera  eu  deux 
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autres , à cause  que  y'  esl  quelconque  : d’où 
du  du  du  du 

■&+PTz-0'  Ty  + Uz-0' 

où  p et  q sont  les  dérivées  ou  différentielles  partielles  de 
z relatives  à x et  y.  C’est  , en  effet,  ce  qu’auroit  donné 
l’équation  u=o , si  on  y eût  regardé  tour-à-tour  y et  * 
comme  constans.  On  peut  donc  dire  que  l’équation  (1) 
esl  la  dérivée  de  u— o,  qu’il  y ait  ou  non  une  autre 
dépendance  entre  les  variables  x,  y et  z. 

Il  est  inutile  d’iusister  sur  les  dérivées  des  ordres  su- 
périeurs, et  il  est  évident  qu’on  pourra  différentier  chaque 
équation  du  i”.  ordre  soit  par  rapport  k x,  soit  rela- 
tivement iy , ce  qui  en  donnera  trois  du  a*,  ordre  , etc. 

On  pourra  aisément  trouver  le  développement  des  fonc- 
tions de  3,  4, variables  suivant  les  puissances  de  leurs 

accroissemens , puisqu’il  ne  s’agira  que  de  répéter  les 
mêmes  opérations  séparément  pour  chaque  variable. 

665.  Nous  avons  dit  que  la  dérivé  d’une  équation 
entre  deux  variables  peut  servir  à l’élimination  d’une  cons- 
tante. 11  se  présente  quelque  chose  de  plus  étendu  dans 
le  cas  de  trois  variables  : c’est  ici  le  germe  du  calcul 
aux  différences  partielles , devenu  si  célèbre  par  ses  ap- 
plications à la  mécanique  , à l'astronomie  , etc. 

Soit  z-ft,  t désignant  ici  une  fonction  connue  de 
deux  variables  t — F (x,  j').  Les  dérivées  relatives  k x et  y 
séparément  sont  (633)  : > !• 


d z d if  de  dt 

-j-  ou  p—J't  x 

la  fonction  J’t  es»  la  même  de  part  et  d’antre  ; et  les 
dt  dt  , 

denvees  j- , — sont  supposées  connues  en  * et  y.  Jt-u 
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divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l’autre  J't  üispa- 

<1 1 dt  ... 

roit  et  on  trouve  p-j— — , relation  qui  exprime  que 

x est  une  fonction  de  t , quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
forme  de  cette  fonction. 

Par  exemple,  e==/(ar’ -f-y)  donne 
• • . 
P— J'  (x’+f’  ) X six,  </=/'  (œa+J’)  X ay, 

d’où  py — gx~o; 

or,  de  quelque  manière  que  x’-f-y  entre  dans  la  va- 
leur de  e,  cette  équation  demeurera  la  même  elle  s'ac- 
cordera avec  pfctlog  (*’  -}-y) , (sê’-f-y)  » 

. •'  » • x,4-y  • 

xs=- — - -,  etc....  D’où  il  suit  que  toute  fonc- 

sm  \Jc’  ^y-y  ) 

tion  de  x’if-y  doit  être  un  ras  particulier  de  Y équation 
aux  différentielles  partielles  py  — qx— o. 

De  meme  y — bz  — f (x — ar),  lorsqu’on  diflerenlie 
séparément  par  «rapport  à r et  x , jinis  à z et  y , 
donné 

— bpzxxXl  — ap)*f'  * (t  — 1>9',  = — og  xf 

éliminant  /'  , on  a dp  bg  z=  r , pour  l’équation  «tnt 
différentielles!  partielles  de  la  proposée,  quelque  forme 
qu’ait  d’ailleurs  la  fonction  f. 

*.  • * * -1  i t 

y — o Sx  — a \ 

En  traitant  de  même  — =r  f [ 

Z C \ Z — c / 

on  trouvé  c — c = p(x  — a)  4-  q (y  — *)• 

Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de  faire  sentir  l’im- 
portance de  cette  théorie  ; nous  nous  bornerons  ici  à 
dire  que  les  trois  équations  du  2*.  ordre  peuvent  sou- 
vent servir  à éliminer  deux  fonctions  arbitraires , etc. 
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CHAPITRE  II, 


APPLICATIONS  ANALYTIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


I.  Développement  en  Séries  des  Fonctions  d'une  seule 
variable. 


666.  Faisons  x=o  dans  la  formule  A , n*.  644»  et 

désignons  par  J ' f f les  valeurs  constantes  que 

prennent  fx,  J*x,  Jvx....  lorsqu’on  y inet  aéro  pour  x , 
nous  aurons 


Jh=f+hf +—/"+. 

2 


A— 1 

a.à,..(n-i) 


Il  est  vrai  que  cette  formule  n’a  lieu  qu’autant  que  x=r« 
ne  rend  infinie  aucune  des  quantités  Jx , f'x....  Chan- 
geons ici  A en  x;  comme  J J'  J*  sont  indépendans  de 
b,  on  aura 


X1  X*  * — 1 

^f*=J+xf+T/* 


La  somme  des  termes  qui  suivent  le  n *.  est  (662) 


2*3*  * • » n 


■/«>» 


j étant  un  nombre  iaconmi  in'ermédiaire  entre  *éro  et 
la  valeur  qu’on  jugera  à-propos  d’attribuer  à x : on 
fera  x = j dans  _/*(,*)  x.  Te  te  est  la  formule  due  à 
Maclaurin,  et  qui  sert  à développer*  toute  fonction  de  x 
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en  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 

lorsqu’elle  en  est  susceptible. 

Par  exemple,  y=  (a-f-x)”*  donne 

y=m  (o + y"=m  (m  — i)  (<J  + x)”— 

d’où  f—aryJ'=xmam- (m — t a'"—*, .... 

ce  qui  reproduit  la  série  de  Newton,  son  terme  général 
et  la  limite  des  termes  qui  suivent  le  n‘. 

De  j'=sin  x,  on  tire  ^'scos  x,  sin  x,.., 

y— — cos  x;  d’où  o,  i,  o et — i pour  les  valeurs 
alternatives  de  ff,fH ...  jusqu’à  l’infini  : en  substituant 
ci-dessus , on  retrouve  la  série  de  sin  x.  Voy.  n®.  579. 

On  appliquera  aisément  les  mêmes  calculs  à cos  x , 

a1,  log  (t  -}-x) et,  en  général,  à toute  fonction 

de  x.  Si  on  prend  ^xsarc  (lang  = x)  on  retrouvera  la 
série  M n®.  5 Ho  ( Voy.  888  ). 

667.  Si  l’une  des  fondions  f.f  est  infinie,  la 

formule  de  Maclaurin  ne  peut  plus  être  employée,  parce 
que  la  fonction  proposée  ne  procède  pas  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  la  variable.  11  faut  alors 
ou  la  soumettre  aux  procédés  du  n*.  658-,  ou  plutôt 
lui  faire  subir  une  transformation  qui  la  rende  propre  à 
notre  calcul  : la  supposition  de  ysxxlz  remplit  souvent 
ce  but , en  déterminant  la  constante  k , de  sorte  que 
x=o  ne  rende  infinie  aucune  des  fonctions  y y'  y"--. 

Si,  par  exemple,  on  veut  développer  j'xrcot  x en 
série , on  voit  qu’elle  ne  peut  procéder  uniquement  sui- 
vant les  puissances  positives  de  x,  puisque  cot  0=00  . 

raisons  y=  — = cot  x : d ou  ïï—  — ; , ou  a cause 

x sin  x 

des  formules  F et  6 , n”.  579 , 
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* = 


î*+ii**  — ■ 


« — i *’  + TTô^ • 

fonction  dont  on  aura  aisément  les  dérivées  successives , 
qui  ne  sont  pas  infinies  lorsque  x est  nul.  On  trouve 
/=  Ij  f=o,  JO XX — d’où 

x ’ x* 


et  — ou  cot  Xx=  X~‘ 
x 


3*.  5 
se3 


3* . 5 


2XS 


•■5*7 


Ce  procédé  a d’ailleurs  l’inconvénient  de  ne  pas  faire 
connoître  la  loi  de  la  série.  Nous  enseignerons  bientôt 
les  moyens  d’employer  le  calcul  différentiel  au  dévelop- 
pement de  y en  une  fraction  continue  fonction  de  x ; 
voyez  n*.  778.  On  en  tire  même  y sous  la  forme  de  série  , 
d’après  le  procédé  543 , 6°. 

668.  On  peut  appliquer  aussi  le  théorème  de  Maclauriu 
aux  équations  à deux  variables.  Ainsi  pour  l’équation 

mz% — xz—m  , on  prendra  s',.*9, (63g),  on  fera 

*=o,  et  on  aura 


x*  ** 

81  mi  24 irrA 


On  peut  même  développer  suivant  les  puissances  d’nne 
des  constantes.  Pour  my3 — xsy — mxy=z  o,  on ‘prendra 
les  dérivées  y'  y"....  relatives  ± m , x étant  constant  ; 
puis  on  fera  partout  mzxo  ; enfin  on  mettra  les  résul- 
tats pour  J J J* dans  la  série  de  Maclaurin  , r.n 

on  remplacera  x par  m.  Ce  calcul  donnera 

ê 

y~  — m — mix~3 — 3 m:x~* — 1 2/n",.ir-9  -f  S.r./n,:i  ,v~  ’ 


I 
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66g.  Si  la  valeur  de  y correspondante  à x=o,  don- 
noit  y'n  = o,  on  conçoit  que  y pourroit  être  infini  : c’est 
ce  qui  a lieu  pour  my3 — x*y — tfjx3=o.  11  faudroit  alors 
user  de  l'artifice  indiqué  (667).  En  faisant  yz=.xlt , on 
trouve 


toz’x3*  — zxl  + 3 — mxzr=  o , ou  mz3xil  —3 — zxl  =m  , 

en  divisant  tout  par  a:5  pour  que  le  dernier  terme  soit 
sans  x.  11  est  clair  que  toute  valeur  de  k , qui  ne 
donnera  pas  z=o  lorsque  x=o , remplira  le  but  qu’on 
se  propose.  Or , on  peut  y satisfaire  de  deux  façons  : 
i*.  k=  1 donne  ma3 — xz—m  qui  vient  d’être  traité;  or) 
mettra  donc  pour  z dans^sra»  la  tre.  série  du  n".  668. 

20.  k=o  donne  ntzix~i  — z=m  ; on  fera  X~s—u  , 
et  il  faudra  développer  z en  u à l’aide  de  l’équation 
mz3u — zz=m  ; on  restituera  ensuite  x~3  pour  u , et  pour 
z sa  valeur  y : on  retrouve  ainsi  la  deuxième  série  du 
n*.  668. 

Bc  même  qu'on  a dégagé  le  dernier  terme  de  x , 
on  pourra  le  chasser  du  i,r.  terme  en  divisant  par  x3*  > c® 
qui  donnera 

mz3 — zx*-11 — m*3  *)=o  , 


puis  on  fera  A=|,  d’où  mz3  — mx  *=r,  posant 

a 

x *=«,  et  développant  x en  u,  puis  remettant  pour 

a ? 

u sa  valeur  x *;  et  faisant  yzxx  *z , on  aura 

. a / *’  m 3 1 /ms 

m + T^TK  P + etc‘- 


On  pourroit  encore  faire  A=i,  ou  même  dégager  le  ae. 
terme  de  x , et  déterminer  ensuite  k convenablement  ; 
mais  on  n’obtiendroit  pas  de  nouvelles  séri'es. 
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De  même  jr3 — 3axy  x*=:o,  en  faisant y=xte  donne 
par  un  calcul  semblable  &=  2,  =5»  = 1 ; d’où  on  tire 
les  séries  suivantes  : » 

x%  x5 

y=l&  + ¥~rt  + "' 

1,1  v **  **\/(3aje)  x 

^±✓(3 «ic. 


cette  dernière  est  le  développement  de  ^ suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  a. 

670.  On  propose  de  développer  u = fy  suivant  les 
puissances  de  x , y étant  lié  à x par  l’équation 

J—o  + xyy  , (,) 

les  fonctions  Jy  et  qy  étant  données. 

Pour  cela  , observons  que  si  à l’aide  de  l’équation  (1) 
on  éliminoit  y , u ne  contiendrait  plus  que  x , et  la 
formule  de  Maclaurin  deviendrait  applicable.  On  cher- 
cherait alors  u uf  «»....  puis/  J>  JH  en  faisant  *=o.  Or, 
le  calcul  différentiel  sert  à trouver  les  dérivées  u'  u "... 
sans  recourir  à l’élimination.  En  effet,  les  dérivées  (633) 
relatives  à * dans  l'équation  (1)  «ont 
y'=<Py-j-xy'f,y,y//  = ifÿy  4.  xyHç'y  + xy'^/y  ....  ; 
celles  de  ux=Jy  sont 

* —y'fy  » u"=ynfy  +y’'f>y, 

et,  faisant  x=o , y y*  y"  deviennent 

a,  <f  a,  apap'a—  (p’a)',  (p’o)», . . . 
de  sorte  qu’en  substituant , u uf  u" . , . . deviennent 

fa...  <pq/'a...(ip’oy  .f'a+pa.fa  = (p’o./a)'  ... 
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ce  sont  les  valeurs  de  Jf'  J"....  et  on  trouve  (*) 

Jy  —f*  + Xipa/'a  -f  X—{(faf'  a)'  -f  f—  {fa  .fa)"  + ... 

2 2.0 

On  entend  par  ça  ce  que  devient  çy,  quand  on  y fait 
y=a\  par  Q’  a le  carré  de  ça,  par  f'a  la  dérivée 
de  fa  relative  à a , par  {(f'a. f'a)'  celle  de  la  fonction 
fa  f'a,  etc. 


(*)  Quoique  par  ce  procédé  ou  puisse  trouver  autant  de  terme* 
qu'on  voudra,  cependant  la  lo  n'est  pas  évidente.  Nous  donnerons  ici 
la  démonstration  de  Laplace  ( Méc.  cél.  I,  p.  *72). 

Considérons  x et  a comme  des  variables  dans  l'équation  (1) , et  pre- 
nons les  dérivées  relatives  à chacune  (664)  Non»  continuerons  de 
représenter  par^*',  u , u". . . celles  qui  se  rapportent  à x.  Il  viendra 

jr=fjr  + *rfy,  *r=«  + *v- a7« 


, nous 


Traitons  de  même  u = Jy  , 

du  d y dr  du 

“ =f^'  17  =/>  17’  tfo4  “ 17"  * •r17  , 

on  trouve 

•••(»)•  * 


ày 

et  mettant  t y . pour  y , 


du 

“ =fy17 


dérivées  /'y , y\  u sont  relatives  à x.  Cela  posé  , puisque . . . 
dr  dr 

=/> . — u est  le  produit  de  — par  cette  fonction  de 

ry  : on  peut  dune  supposer  que  la  valeur  (a)  de  u'  est  aussi  la  dérivée 
relative  à a d’une  fonction  de  y , telle  que  z =:  Fy\  en  sort*  qu* 


dz 

y d'où  n"  xs 

dn 


d*z  dz' 

d*dr  du  ? 
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Soit  demandée  U valeur  développée  de  y”,  en  suppo- 
sant yz=  a -J-  xy ".  En  comparant  à l'équation  (i)  il  vient 

fa  = am,  $a  = «” , ç af  a=ma7*+*~' 
q>,afa—mamJh"’~',  ^j/d=Dia“+1""1,  etc. 


On  auroit  aussi  la  valeur  de  y m dam  le  cas  où  l'équa- 
tion (t)  seroit  remplacée  par  m.-\~  fiy  -^-yy"=  o ; il  sufliroit 

de  faire  ici  c — — —,  x = — — . 

fi  fi 


z étant  la  dérivée  de  Fy  relative  à x.  Or  oa  peut  dire  de  la  fonction 
' a = Fy , tout  ce  qu'on  a dit  de  v = fy  comparé  à y as  a -4*  ar  fy  : 
par  conséquent  l’équation  (a)  aura  lieu  en  z aussi  bien  qu'eu  u,  fy 
restant  1e  même  j donc 

, ds  du 

P) * “V  IT»  ou  * “«V- j7, 

, d* 

en  remettant  u pour  — — • On  a donc 
du 


ds  a.  du  Y 

“ *1T  =(»*'• -d7>> 


d ri 

la  dérivé  étant  ici  relative  à u.  De  même  on  regardera  fy.  -j-j- 

comme  la  déHvée  par  rapport  & a , d’une  antre  fonction  z = 4.T  de  X* 
du  de  . du 


D’où  fy. 


du 


— , ce  qui  change  (3)  en  *'  = f'y.  -j— . 

* dal 

O»  u = — — -,  donne 

du  7 

d’ a'  d1»  d*»'  / du  \t 

u '=  — = -r — r-  = — = , donc  u s ( t'r.-j—  i . etc. 

dudx  du’dx  du*  ’ n 7 du  ' ? 

H ne  reste  plus  qu’à  faire  x = o , d’où  7*  = a , u =s/û  , 
du 

=/u  , et  on  obtient  enfin  pour  wf,  u ...  les  valeurs  ci-dessus , 
doiit  ïa  loi  est  rendue  manifeste. 
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Voyez  Mie.  eil.  1,  p.  177,  une  application  curieuse  de 
notre  formule. 

671.  En  faisant  x = 1 , on  trouve  pour  le  développe- 
ment de  Jy,  lorsque  y ==  a -f-  <Py 

Jy  sa  J a + fofa  + * (*’#•/'«)'  + i (f3«e/>«)*+. . . 

C’est  sous  cette  forme  que  Lagrange  avoit  d’abord  pré- 
senté son  théorème  que  Laplace  a généralisé  ensuite.  Voy. 
la  Résol.  numi.  note  XI,  ai;  et  les  Fond.  anal.  97. 

Si  la  fonction  Jy  qu’on  veut  développer  est  y,  fa  devient 
a,  fa  = 1 ; donc 

y—  « + <f.r=« +$«  + (—)  + (tÎ)  +•••• 

Appliquons  cette  formule  au  retour  des  suites. 

Soit  l’cquation 

« + fiy  4-  rr*  + h*  + • • • = 0 

d’où  y——- j-r  y (v+  fy  H ) 

Comparant  à y as  a -f.  yy,  on  voit  qu’il  faut  faire 
a~—±}  çy  t=—  £-(y-f  Jy+...) 

Donc  en  laissant  a au  lieu  de — , on  trouve 

fi 

y=a-j  (y+i'a  + .. .)+  (y+Ja  + . .)*)'+•  . - 

Suivant  que  l’équation  sera  ou  ne  sera  pas  limitée,  on  aura 
la  valeur  exacte  ou  approchée  de  y.  Voy.  la  Risol.  numér. 
de  Lagrange , not.  XI , n".  18. 
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2.  Sur  la  Résolution  dos  Equations. 


672.  Nous  démontrerons  ici  plusieurs  théorèmes  déjà 
donnés  sur  les  équations. 

I.  Soit  y une  fonction  de  x , qui  admet  les  facteurs 
(x  — a')"',  (x  — b )", . . . en  sorte  que 

y — {x  — é)m  (j>  — by...,p 

P ne  contenant  que  des  facteurs  du  1".  degré  inégaux; 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  la  dérivée, 
on  trouve 

y,=(x-d)m—'{x-b  .{mP(*-i)...-t-nP(jr-a)'...+ttc.  J 


Ainsi  la  fonction  de  x proposée  a (x~-a)m~ ' (x — b)"—'. . . 

pour  plus  grand  commun  diviseur  avec  sa  dérivée , ce 

qui  reproduit  le  théorème  des  racines  égales  (5io). 

II.  La  dérivée  de  log  (cos  x ;£  sinx.y  — 1)  est 

— sin  x ±l  cos  x.  J — 1 . .....  . , 

; — r — — - — — - qui  se  réduit  à 4; W — 1.  Or,  V— * 

cos  x sin  X . yf — 1 1 w 

est  aussi  la  dérivée  de  x — 1 -{-A,  A étant  une  constante 

arbitraire  ; donc  (702) 

log  (cos x ± sin  x . -J—  1)  ~ ±x  ^ — 1 A. 


Comme  cette  équation  doit  avoir  lien  quel  que  soit  x , on 
fera  x = o,  d’où  on  tirera  A s=  o.  On  en  conclut  le  théo- 
rème ( 58o , 4*-  ) > d’oîi  il  sera  aisé  de  tirer  les  formules 
H,  I et  K , et  par  suite  les  facteurs  de  *"^.«'•,(523). 

III.  Soit  une  équation  x"-\ -psc”'~'*y.  .4-  u = o décora- 
posée  en  ses  facteurs  simples  ( x — a ) ( x — b ) (x  — c).... 
les  logarithmes  de  ces  deux  fonctions  de  x sont  identiques, 
d’où 

log  (*'"+pxm='-f^..)=rlog  (x— o)-f  log  (x—  ff)-i 
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et  prenant  les  dérivées  de  part  et  d’autre 

mxm~'-\-p'm — . . t i 

xm-\-px~~'-{-. . . x — a x — b 

Cela  posé  , développons  chaque  fraction  suivant  le» 
puisauces  positives  de  a , b,  . . . nous  trouverons  (56t) 


T+£+ê+ô+- 


étant  lés  sommes  des  puissances  i,  2,...  des 
racines  , comme  n°.  53g.  Notre  identité  ayant  pris  ce  dé- 
veloppement pour  a’.  membre  , multiplions-la  par 

px*~'- f- . . . puis  comparons  terme  à terme , il  viendra 


— + etc. 

et  comme*  passé  le  m*.  terme , il  se  forme  une  série  ré- 
currente dont  l’échelle  de  relatiou  est  p , ç,  r.'..  u , on  re- 
trouve le  théorème  de  Newton  (53g)  sur  les  sommes  des 
puissances  des  racines.  De  là  on  déduira  ( V.  n°.  54i  ) la 
r solulii  n des  équations  numériques,  l’élimination,.... 

IV.  Fx  désignant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de 
k , soit  h la  partie  approchée  d’une  des  racines  de  i’équâ- 
t ou  F x o et  y la  correction  qu’elle  doit  subir,  d’où 
* = h -f-y;  on  aura 

F (*  +y)  — Fk  + y F'k  + \yl  F"k  +. . . = o 
lorsqu’on  néglige  y', y3...,  attendu  que  .y  est  une  petite 
quantité , on  trouve  y — — , ce  qui  s’accorde  avec  la 

méthode  de  Newton  (5i6). 

En  ne  négligeant  aucun  terme  , on  peut  tirer  la  valeur 
de  y d„e  cette  équation , à l’aide  de  la  série  n°.  671.  On  y 
fera  « = Fk,  F'k,....  et  posant , pour  abréger, . . . 


Valeurs  f. 

Fk  . . 

:1vT’  *1UI  est  ‘a  *r*  correction,  il  vient 

T K 

F'Ik 


27l 


'“'"T 


F'k  + a.  3 MC* 


la  racine  cherchée , ou  k -\-j,  est  donc 
F»k  . a5  (P"k 


, JT'*  fk  , Z3  t f'k  n /F»k\'  J 

C’est  ainsi  que  de  l’équation  x3  — ax  = 5 , on  tire 
A"=  a, i pour  valeur  approchée  de  l’une  de  ses  racines  : or 
Fk  — k3  — a k — 5 = o,  o6t  ; F'k  = 3A’  a = 1 1,  a3  ; 
F*k  s=  6k  — ta,  6 ; donc 


Fk  6i  F"k ta6o 

F’k  iia3o’  F’k  1120 


et  x=a,i  — o,ooI>43i88 — ofoooot655  = 2,og455t57 
3.  Sur  les  Valeurs  £,  o x 00 , etc. 


673.  Cherchons  la  valeur  de  la  fraction— } lorsqu’en 

faisant  x — a,  les  fonctions  de  x désignées  par  P et  Q 

sont  nulles.  Si  1?  et  Q sont  rationnelles , x — a en  est 

r et  - F R (x  — o)'" 

facteur  commun , trou  — = — — , Il  et  S ne 

’ Q S(x  — a )" 

devenant  pas  nuis  pour  x=a  ; ou  supprime  ensuite  le 

r o-  PR.,  , . , 

(acteur  commun.  Si  m = n,  -rr—  -^-et  » ne  s agit  plus 

Y •* 

que  de  faire  x r=  a : mais  si  m > ou  < n,  x — a reste 
pour  facteur  du  numérateur , ou  du  dénominateur , qui 
devient  nul  ; la  fraction  a doue  dans  le  t*r.  cas  une  valeur 
finie  ; elle  est  nulle  ou  infinie  dans  les  deux  autres. 


£71  Calcui  difpébintiel. 

Mais  outre  que  ce  calcul  est  assez  long,  il  n’est  plus 
praticable  lorsque  la  fraction  est  irrationnelle  ou  transcen- 
dante. Changeons  x en  * -f-  A , 


deviendra 


P + hP+ih'P”  4. ... 

Ç+A(l'+iA* 


faisons  ensuite  x — a : P et  Q sont  nuis , on  divise  ensuite 
haut  et  bas  par  A et  on  a 

F +iiF  4-... 

Q'+lhQ»+... 


h = o,  donne  — . Remarquons  que  les  suppositions  de 
is=oetA  = o,  reviennent  à avoir  changé  x en  a.  Ainsi, 


lorsque  x = a , 


■P_P 

Q~Q' 


S’il  arrive  que  P'  ou  Q*  est  en- 


core = o , la  fraction  est  donc  nulle  ou  infinie  ; et  si  P'  et  Q' 
disparaissent  ensemble  du  développement  ci-dessus,  il  faudra 
diviser  par  a A’  et  faire  A = o ; on  aura , pour  x c = a , 

p P"  : . . . 

— =r : et  ainsi  de  suite. 

q Q" 

Donc , pour  avoir  la  valeur  d'une  fraction  qui  devient 
| lorsque  x = a , on  diffèrenticra  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur un  mime  nombre  de  fois  jusqu'à  ce  que  l'un  ou 
l'autre  ne  devienne  plus  zéro  ; puis  mgttre  a pour  x.  On  ne 
doit  pas  craindre  que  toutes  les  dérivées  F F' . . . soient 
nulles,  car  alors,  quel  que  soit  h , on  aurait/"  (°  +A)  =0  , 
ce  qui  est  impossible.  On  en  dira  autant  de  Q’  Q" . . . 
Voici  quelques  exemples  de  cette  théorie. 


I.  La  somme  des  n premiers  lermes  de  la  progression 

ai3 .. .est  ( *44)  î si  * = ‘i  ceUc 

r X 1 

fraction  devient  f ; prenant  les  dérivées  des  deux  termes  , 


Valeurs  h 


873 


nous  aurons 


nx" 


■ , qui  donne  n pour  la  somme  cherchée. 


ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 


II.  Soit 


ax’  a c — -j.acx 

bx% — ibcx  -f* 


— , qui  devient  £ pour  * = c 5 


ax  — ac 

les  dérivées  du  t'r.  ordre  donnent  encore  — = | ; il 

bx  — bc 

faut  procéder  à une  nouvelle  dérivation  et  on  a 11  a 

fallu  deux  opérations  successives  , parce  que  (x  — c)» 
étoit  fadeur  commun. 

x3  — ex’  — a'x  -|»  a3 


III.  De  méme- 


x*  — a 

les  dérivées  des  deux  termes  donnent 


donne  | pourx  = a; 
3x’  — aax — a* 


qui  pour  x = a,  est  nulle  : aéro  est  donc  la  valeur  cher- 
chée , ce  qui  vient  de  ce  que  le  facteur  du  numérateur  est 
(x — a)’  et  que  celui  du  dénominateur  est  (x  — a).  Pour 
la  même  fraction  renversée  on  auroit  trouvé  l’infini,  par 
une  raison  semblable.  C’est  ce  qui  arrive  pour  x = a dan* 

ax  — x*  9 


ar*~  2a3x  -f-  aax3  — x*  * 
a1  — br 

IV.  x — a rend — f , les  dérivées  donnent 

x 

a*  log  a — br  log  b . . . / a \ 

2 2_  — log  a — log  b = log  y 

„ _ i — sin  x 4-  cos  x . , . „ 

V.  Pour  - dans  le  cas  ou  1 arc  x est 

sin  x -f  cos  x — i 


le  quadràns , on  aura  - 


■ cos  * — sin  x 


VI.  Quand  x = a , V^x~  *1  devient  J: 


a — \/  (ax3) 
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les  dérivées  des  deux  termes  sont 

*’  3 a 


et  — 


V X — x')  3 ÿ ^ j (a**) 

on  a donc  a pour  la  valeur  cherchée. 

Vil.  On  verra  de  même  que  x = i,  donne  J pour 


I X -f-  log  X 


et 


x*  — x 


i— yé  (ax — x’)  i — *x4-logx 

et  que  les  valeurs  respectives  sont  — i et  — ». 

674.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  cessera 
d’être  applicable  si  le  théorème  de  Taylor  est  fautif 
dans  T ordre  des  termes  qu'un  est  obligé  de  conserver  : ce 
qu’on  reconnoitra  aisément  puisque  l’une  des  dérivées  aux- 
quelles on  sera  conduit  deviendra  infinie.  Alors  il  faudra 
p 

changer  x en  a -)-  h dans  — , et  effectuer  le  développe- 
ment (658),  en  se  bornant  au  i,r.  terme  de  chacun.  On  aura 
alors  ■*-•— , m ou  n étant  fractionnaire  ou  négatif. 

On  divistta  les  deux  termes  par  la  puissance  la  plus  basse 
de  h et  on  fera  h = o.  Si  m = n on  a la  valeur  finie 

— ; elle  est  nulle  ou  infinie  suivant  que  m est  > ou  71. 

s 

(.r’ a’)* 

I.  Soit  — ; x = a donne  et  il  est  inutile  de 

(x— u)“ 

recourir  aux  dérivées  des  deux  termes , puisque  celle  du 
dénominateur  est  infinie.  Faisant  x ■=.  a h,  on  trouve 

(2oft  + A’)*  , . , (20+  A)» 

-  , qu  on  réduit  a - j « s=  o donne 

A» 

3 

Rufin  (îe)“  pour  la  valeur  cherchée. 


Digitized  by  Google 


Va  LEU  BS  5. 


II. 


V*  — + V (x  — °) 


V (■**  — 

faisons  4 f = 0 -f.  A,  nous  aurons 


devient  | pour  x = 0 : 


(o-f-A)* — aa  + A*  A’-j-a°  *A+... 

1 " 2 I ' 

(2aA-J-A’)*  A’, '204- A)* 

en  développant  par  la  formule  du  binoinc.  On  divisera 
haut  et  bas  par  A*  et  faisant  ensuite  A = o , 011  aura 
enfin 


V(^ 


, qu 


i est  la  valeur  demandée. 


III.  Pour  x = e dans 


(x  — r ) y'  (x  — A)  + \/  (x  — c ) 

V"—  V (*  + c)  + V(*  — O * 

on  mettra  c -f-  A pour  x ; on  pourra  même  employer  la 
formule  de  Taylor  à la  recherche  des  termes  provenus 
de  (x  — «)y^(x  — b)  et  ^ (x  -f-  c ) 1 pour  Üquels  elle 


n’est  pas  fautive  (660,,  on  aura 


h -\-h  yj  'c — A)-}-... 


VA-iA(ac)  ï+*” 

divisant  par^/A  et  faisant  ensuite  A = o , on  trouve  s 
pour  la  valeur  cherchée. 

...  (x*  — a*)»- f-x — a 

I ' . ; ; est  | lorsque  x = a : met- 

(1  -f-x  — a)1 — 1 

tons  0 A pour  x,  et  développons,  nous  aurons.,, 

- — rr “î  donc  -à  est  le  nombre  demandé. 

3A  4-  .-SA'  etc.  3 

6"5.  Lorsque  x = a donne  à un  produit  PQ  la  forme 

o x 00  , on  met  pour  Q une  valeur  — , telle  que  R soit 

Ji 

P 

nul  pour  x — a\  alors  on  a la  fraction  — qui  devient;, 

R 

(1  — x)  tang  (î  * x),  lorsque  x = tf  est  dans  le  cas 
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dont  il  s’agit.  Mettons 


Calcul  différentiel. 

i 


COt  (irx) 


pour  la  tangente  et 


nous  aurons 


cot  (j  7 x) 


l’a  dit  donne  — . 

% 


j cette  fraction  traitée  comme  on 


On  raisonnera  de  même  si  — devient  — : soit , par 

Q oo  r 


exem 


pie,  P—  tang  (—  . — ^ , etÇ=— — -;lai 

\ 2 a ) " a (*‘  — a’) 

fraction  devient  — lorsque  x = a ; mais  elle  se  change 


en 


a (x* — o*)  ...  aa*  La 

i — <1  ou  ; s=  — — . 

‘■“•(t-t) 


— t X fl 


Enfin  si  on  a ao  — oo  pour  x = a , on  transformer* 

l’expression  en  Pet  Q étant  nuis  ; ou  ^ pQ — » 

ce  qui  rentre  encore  dans  ce  qu’on  vient  de  dire.  C’est 

ainsi  que  — î — — ~ — pour  x = i , prend  la  forme 
logx  logx 

; on  aura  enfin  — i pour  le  nombre  demandé. 


logx 


4-  Des  Maxima  et  Minima. 


676.  Lorsqu’en  attribuant  à x différentes  valeurs  suc- 
cessives dans  une  fonction  y = Jx  , elle  croît  d’abord  pour 
décroître  ensuite , on  donne  le  nom  de  Maximum  à l’état 
de  la  fonction  qui  sépare  les  accroissemens  des  décroisse— 
mens  : et  si  Jx  décroît  d’abord  pour  croître  ensuite , le 
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Minimum  est  l'état  qui  sépare  les  décroissemens  des  ac- 
croissemens.  On  dit  donc  qu’une  fraction  fx  est  rendue 
un  maximum  ou  un  minimum  par  la  supposition  de  x = a , 
lorsqu'elle  est  plus  grande  dans  le  i".  cas  et  plus  petite 
dans  le  a',  que  les  valeurs  qu’elle  aurait  en  prenant  pour  x 
deux  nombres  , Fun  > a,  l’autre  < a immédiatement. 

Si  , par  exemple  , on  représente  par  une  courbe 
CENI.. . l’équation  y xxfx,  pour  les  maxima  CB  GF,  les 
ordonnées  immédiatement  voisines  sont  plus  petites  que 
celles-là  : le  contraire  a lieu  pour  les  minima  III.  On  voit 
aussi  qu’une  fonction  fx  peut  avoir  plusieurs  maxima  et 
minima  inégaux  entre  eux. 

Ainsi  pour  juger  si fa  est  un  maximum  ou  un  minimum , 
il  faut  que  f(a-\-h ) et  f(a  — h)  soient  tous  deux  > faf 
ou  tous  deux  <fa,  quelque  petit  que  soit  h.  Mais 

f {a  h)  xx  fa  -j-  ff  a -j f"  a -j-  etc. 

a 

f {a  — h)  xx  Ja  — hfa  -f-  —fl  a 4.  etc. 

a 

Dans  ces  développement  , on  pourra  toujours  prendre  h 
assez  petit,  pour  que  le  terme  hfa  l’emporte  sur  la  somme 
de  ceux  qui  le  suivent  (66a),  en  sorte  que  le  signe  de  hf'a 
sera  celui  de  toute  la  suite  à partir  de  ce  terme.  On  aura 
donc  f(a  -(-  h)  x=.fa  -f-  Ph  et  y (a  — h)  xx fa  — Qh.  Or, 
il  est  visible  que  fa  ne  peut  être  compris  entre  ces  valeurs  ; 
ainsi  fa  n’est  ni  maximum  ni  minimum.  On  voit  qu’il 
faut  que  f’  a = o , et  que  pour  trouver  les  valeurs  de  a:, 
qui  sont  seules  capables  de  rendre  fx  un  maximum  ou 
un  minimum  , il  faut  résoudre  l’équation 

y = f’x  xx  o 

Alors  nos  développemens  réunis  en  un  seul  , sont 
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f{a  ± h)  ~Ja  + 1 hjüa  ± \ hj»a  + .T? 

et  si  J"  a est  positif  on  voit  que  J (a  -(-  K)  t=/a  -f-  PAè 
fct /(«  — h)z=fa  -f-  d’où  il  suit  qu’il  y a minimum. 

On  verroil  qu’il  y a maximum  si  y^a  est  négatif. 

Mais  si  y*a  = 0,  on  a 

J(.°±h)=fa±$  Vf  "a  + J-  Vf'a  +.... 


et  011  retombe  sur  un  développement  semblable  à celui 
du  ie'.  cas,  d’où  il  ré.sulte  qu’il  n’y  a ni  maximum  ni 
minimum  , si  J"'a  n’est  pas  nul  t J"  a est  négatif  pour 
l’un  et  positif  pour  l’autre  ; et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  qu 'après  avoir  trouvé  tes  racines  de  F i- 
quation  f'x  = o , on  substituera  chacune  dans  Cx  , f"*,..» 
jusqu’à  ta  première  dérivée  qui  n'est  pas  nulle  : la  racine 
correspondra  à un  maximum  ou  un  minimum  suivant  que 
cette  dérivée  sera  négative  ou  positive;  pounu  quelle  soit 
d'ordre  pair  ; car  sans  cela  , il  n'y  auroit  ni  l'un  ni  l’autre. 


Nous  présenterons  ici  quelques  exemples. 


I.  Pour  = Ç ( 2 px)  , on  a y ~ cette  quan~ 

tité  ne  pouvant  être  rendue  nulle,  la  fonction  yé  (2 px) 
n’est  susceptible  de  maximum  ni  de  minimum. 

II.  Pour  .y  = b — (x  — a)1,  on  trouve 


f ~ — 2.  {x  — a ) = o,  d’où  x = o,  y"  — — a: 
ainsi  x = a donne  le  maximum  y = b , puisque  y* 
est  négatif  ; c’est  ce  qui  est  d’ailleurs  visible.  Pour.  . « 
y = b -{-  ( x — a }’ , on  auroit  un  minimum. 

En  général^'  = X { x — a )"  donne  x = a , 


y"  — { X'  (x  — a)-f»X(  (x — o)n~',y"  etc. 

Il  sera  facile  de  voir  que  x = a donne  un  maximum  ou 


I 


t 

I 


1 
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on  minimum  suivant  que  X devient  par  là  négatif  ou  posi- 
tif, pourvu  que  n soit  impair. 

III.  Soitj-= — -p — on  en  tire  ( 1".  règle,  n*.  63a) 

‘-g’  y* *+^(t  + X-) 

7 («  + •**)* 


y'  —o  donne  x = ±.  1 ; mais  alorsy— ±:  t et  y"  = :p  a. 
donc  x = 1 répond  au  maximum  t;  et  * = — 1 au 
minimum  — j ; ou  plutôt  au  maximum  négatif,  puisque 
nous  sommes  convenus  de  regarder  les  quantités  comme 
plus  grandes  ou  plus  petites  suivant  qu'elles  sont  plus 
avancées  vers  l’infini  positif  ou  négatif. 

IV.  Pour  j-*  — a mxy  -f-  *’  = a’,  on  trouve  (63g) 

my — x „ a mr' — y" — 1 

y = -2 , y"  = — ; * , . . . 

y — mx  y — mx 

en  employant  pour  plus  de  commodité  la  i".  règle  du 
n°.  63a.  y'  — o donne  my  = x ; éliminante  et_y  à l’aida 
de  la  proposée , on  trouve 

±1  ma  a 

X ~ V ( 1 — m')  ~ V'  C1  —m'Ÿ 


«t  comme  y"  = 


• , on  a un  maximum  et  un 


o v/(*  — m‘)  ‘ 

minimum. 

V.  Pareillement  x>  — 3 axy  -f-  y3  = o donne 


/ _ ay  ~x'  u _ a (af  —x  — yy') 
ax  ’ ^ y'  — ax 


y = - — 

J*  — 


on  voit  que  x = 0 répond  au  minimum  y =s  o y et 

s s 

m = a y^a  au  maximum  y = a V^4* 
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VI.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties,  de  sorte 
que  le  produit  de  la  puissance  m de  l’une  par  la  puis- 
sance n de  l’autre,  soit  le  plus  grand  possible.  En  pre- 
nant x pour  l’une  des  parties,  il  faudra  rendre  un  maxi- 
mum la  quantité 

jr  — xn  (a  — x)"; 

d’où  y'  — xm~'  ( a — x)n~ ‘ | ma — x (m  -(-")} 

yl! x=xm~’ {a  — (m-f-n— i)  (m-f-n)x*— etc.  J 


ma 


: cette  der- 


m 


y’  = o donne  x = o,x  = aetx  = 

m n 

riière  racine  convient  au  maximum  qui  est 

/ a \’+" 

n”  ( ) ; les  deux  autres  répondent  i des 

\m  n / r 

minima  quand  m et  n sont  pairs. 

On  verra  donc  que  pour  partager  un  nombre  a en 
deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  pos- 
sible, il  faut  en  prendre  la  moitié  : c’est  pour  cela  que 
si  on  a q positif  > * p1,  les  racines  de  x*  4-  px  -f~  q = o 
sont  imaginaires.  ( Voy.  i3j,  4°.  ) 

VII.  Quel  est  le  nombre  x dont  lit  racine  x®.  est  un 

X 

maximum?  on  a y — ^x,  d’où  (64g) 

, 1 — logx  , 

y —y>- — = o et  logx  = 1, 

X 


le  nombre  cherché  est  donc  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens r ou  x = e ~ 3,71828 . . . 

VIII.  De  toutes  les  fractions  quelle  est  celle  qui  sur- 
passe sa  puissance  m r.  du  plus  grand  nombre  possible? 
Soit  x cette  fraction  , on  a y = x — x"  , 

y*  = 1 — mxm~'  xx  o,  d’où  x — ■ 
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IX.  De  toutes  les  cordes  supplémentaires  d’une  ellipse, 
quelles  sont  celles  qui  forment  le  plus  grand  angle  P En 
désignant  par  a et  b les  demi-axes , « et  a'  les  tangentes 
des  angles  que  ces  cordes  font  avec  les  x , et  faisant 
b » 

««'  = — — (4o6),  l’angle  des  cordes  a pour  tan- 

Û1 

gente  (370) 


'= — ^1— +.}■ 
«'  o'-A1  («a'  J 


I -f-  XX 

Prenant  la  dérivée  relative  à « , on  trouve 

b • b 

[-1=0,  d’où  a — db — • donc  (433)  les  cordes 

dont  il  s’agit  sont  dirigées  à l'une  des  extrémités  du 
petit  axe  : leurs  parallèles  menées  par  le  centre  , sont 
donc  les  diamètres  conjugués  qui  forment  le  plus  petit 
angle  possible  (431,5°.  ) ; ces  diamètres  sont  égaux.  On 
a encore  a = *>  , qui  répond  au  minimum , et  donne 
les  axes  de  l’ellipse. 

X.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base  a, 
et  Isopérimètres , c.-à-d. , de  même  contour  up , quel 
est  celui  dont  l’aire  est  la  plus  grande?  on  a (338) 

y'=z  p (p-a)  (j,  — x)  (a  + x — p) 

en  désignant  l’aire  par  y , et  l’un  des  côtés  inconnus 
par  a:;  carie  3'.  côté  est  ip  — a — a-. 'Pour  rendre  r* 
un  maximum , prenons  les  logarithmes  et  la  dérivée , 
nous  aurons 


+ 


p — x a -j-  x •—  p 


= 0,  d’où  2 . ï — j.  p — a ; 


ainsi  le  triangle  cherché  est  isoscèle. 

En  généraldc  tous  les  polygones  isopérimètres,  celui  dorrt 


\ 
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*9.  l'aire  est  la  plus  grande  est  équilatéral  ; car  soit  ABCDIS 
le  polygone  maximum  , si  AB  n’est  pas  = BC,  faisons 
le  triangle  isoscèle  AIC , tel  que^f-f-  /C=  AB  -J-  BC; 
nous  aurons  AIC>  ABC , d’où  A1CDE>  ABCDE,  ce 
qui  est  contraire  à l'hypothèse. 

20_  XI.  Sur  une  base  donnée  AC  =ï  a , quel  est  le  plus 
petit  des  triangles  circonscrits  au  cercle  OF  ? Soit  le 
rayon  OF=r,  AF=AU=?x,\c  périmètre  2 p,  CF  sera 
“ CE  — a — x ; BE  = B IJ  sera  = p — a.  Les  trois 
côtés  étant  a,  p — x et  p — a -{-  x , l'aire  y du  triangle 
( 338  ) sera  donnée  par 

y'  — px  (/’-*«  )(«  — *)» 

Y 

et  mettant  — pour  p , on  aura 
r 

yr'  = x (j  — ar)  (a  — x ) ; 

prenant  la  dérivée,  et  faisant  y’  — o,  on  trouvera  . . a 
(y  — ar')  (a  — 21)  — o;  d'où  x = ÿ a ; F est  le  mi- 
lieu de  AC;  les  deux  autres  côtés  sont  égaux,  et  le  triangle 
est  isoscèle. 

XII.  Soit  pris  les  parties  quelconques  égales  Aa  Bb  Ce  DJ 
sur  les  côtés  d’un  carré  ABCÜ  ; la  figure  abcd  sera  un. 
carré  ; car  i°.  a B = bC  = . . . de  sorte  que  le  triangle 

JAa—aBb= , et  par  conséquent  ab  = bc  — cd—aJ  ; 

2”.  a est  le  sommet  de  deux  angles  complémens,  et  de 
l’angle  dab , donc  celui-ci  est  droit;  de  même  pour 
abc  etc. . . 

Cela  posé,  de  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donné, 
on  demande  le  plus  petit.  Soit  AB  = a,  Aa  = x t d’où 
aB  ï=z  a — x;  puis  -le  triangle  Aab  donne 

ad-  = 2 x’  — îfl.r  4 a’,  4*  — 20  = o ; 
donc  x = 5 a ; ainsi  le  point  a est  au  milieu  de  AB. 
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XIII.  De  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  égaux  à un 
cube  donné  a 3 et  dont  la  ligne  b est  une  arête,  quel  est 
celui  dont  la  surface  est  la  plus  petite  P Soit  i eij'  les 

autres  arêtes,  bxy  sera  le  volume  ; donc  b,  x et  — 

sont  les  dimensions  du  parallélipipède  ; ses  faces  ont  pour 

aires — , bx  et  — ; le  double  de  leur  somme  est  l'aire  totale. 
b x 

, ja’ 

Egalons  la  dérivée  à zéro  , nous  trouverons  a b = o, 

a/:  l/«5.  l/fl3 

d ou  x — y/  ~ , et  par  conséquent  y — y/  — — 

donc  les  deux  autres  dimensions  doivent  être  égales. 

Si  le  côté  b n’est  pas  donné , x étant  toujours  l’un 

d’eux  , les  autres  doivent  être  J/  — , en  sorte  que  la 

surface  totale  est  -f-  4 /fl3*  , d'où 

x 


x : 


le  cube  proposé  est  donc  le  parallélipipède  rectangle  de- 
moindre  surface. 

XIV.  Lorsqu'on  veut  appliquer  aux  courbes  la  règle 
donnée,  on  forme  (63y)  la  dérivée  de  leur  équation  : 
les  racines  réelles  de  x et  y qui  satisfont  à la  proposée 
et  à sa  dérivée  s’obtiennent  par  l’élimination;  elles  peuvent 
seules  répondre  à des  maxima  ou  minima  d’ordonnées. 
On  prendra  la  dérivée  du  a*,  orjire  , et  faisant  / = of 
puis  mettant  pour  x et  y l’un  des  couples  de  racines 
obtenus  , si  x = AF  et  y = FG  rendent  y"  négatif,  le 
point  G sera  un  maximum  : si  les  coordonnées  Ail  HI 
rendpnt  y"  positif,  I sera  au  contraire  un  minimum . 
Voy.  les  exemples  IV  et  V. 
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Si  les  développemens  de  J (a  h)  e'toient  fautifs 
dans  les  termes  auxquels  on  est  forcé  de  recourir  pour 
reconnoîlre  les  maxima  ou  minima  , il  faudrait  chercher 
ces  développemens , tels  qu’ils  doivent  être  (658) , et 

▼oir  s’ils  sont  en  effet  l’un  et  l’autre  > ou  Ainsi 

s 

y b - {-  (x  — a)3  donne 

y = | , 

$V(.x  — fl) 

y1  — o donne  x = a qui  rend  .y#  = oo  : ainsi  la  formule 
de  Taylor  est  fautive.  Mais 

f[a  + h)  — b + A^,/(«  — h)  = b—  A5; 
donc  il  n’y  a ni  maximum  ni  minimum.  Au  contraire  « 

4 

de  y = b -f-  ( x — a ) on  tire 

/(«+A)=A  + A’=/(<.-A); 

donc  xzxa  tly  — b répondent  & un  minimum.  On  au- 

Toit  un  maximum  pour  y r=  b — (a: — o)3. 

677.  Quant  aux  fonctions  de  deux  variables,  zrxzf  {x,ÿ)y 
imitons  les  raisonncmcns  du  n°.  676.  Changeons  x en 
x h,  et^  cny  -f-  h,  et  développons  cumrae  n°.  663  ; en 
faisant  k = «A,  nous  aurons 


„ . /d z d*\  . h'/d'z  , 

Z=z+h  +a 


d‘Z  ’ 
+ d y)- 


dyd 


or  , pour  qu’on  ait  toujours  Z < z ou  Z > s , quelque 
petits  que  soient  A et  A,  il  faut  que  le  second  terme 
soit  nul  quel  que  soit  « , d’où 


d z 

4r 


d 2 

o et  = o.  • . 


. (Os 
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mais  en  outre , le  terme  suivant  doit  être  positif  dans  le 
cas  du  minimum  et  négatif  pour  le  maximum.  On  éli- 
minera donc  * et  y entre  les  équations  (1) , et  leurs 
racines  pourront  seules  convenir  au  but  proposé  : puis 
il  faudrait  les  substituer  dans  le  terme  suivant 


d 'z 


-+-  2a 


d*r  d'z 

1-»’- 

dxdjr  dy* 


1 


qui  devrait  être  perpétuellement  de  même  signe , quel- 
que valeur  qu’on  attribue  à « , et  quel  qu’en  soit  le 
signe.  Or  une  quantité  A - f*  2 « B -f-  u'C  ne  peut 
conserver  son  signe  quel  que  soit  « , à moins  que  ses 
facteurs  ne  soient  imaginaires  ( 4g5, 1 ) , ce  qui  exige 
que  AC  — B1  > soit-  o.  Il  faut  donc  qu’on  ait 


d‘z  d ‘z  / d’z  v » 

d**  d 'y  \ dxdy  J 


— et  -z — devront  donc  être  de  même  signe  ; s’il  est 
dx*  d [y*  6 

, T»  . , d’z 

négatif,  pour  k = o notre  trinôme  étant  s=  -j— 

et  négatif , le  trinôme  conserve  toujours  ce  signe  ; il  y 

1 . . . , d'z  d’z 

a donc  maximum  : il  y a minimum  quand  - — et  — — sont 
1 n dx*  d_y* 

positifs.  Et  si  la  condition  (2)  n’est  pas  remplie , ni 

l’un  ni  l’autre  n’ont  lieu. 

Si  les  racines  des  équations  (1)  rendent  nuis  les  termes 
de  notre  trinôme , il  faut  recourir  au  4e-  terme  du  dé- 
veloppement qui  "doit  aussi  être  nul , puis  au  5*.  , et 
ainsi  de  suite. 

Quelle  est , par  exemple  , la  plus  courte  distance  entre 
deux  droites  données  ? Nous  prendrons  l’une  pour  axe 
des  x , l’autre  ayant  pour  équations 
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t=rox  + < y = bx  $. 

Prenons  sur  la  i”.  un  point,  dont  x'  soit  l’abscisse  s 
, sa  distance  à un  point  quelconque  de  la  seconde  sera  (6ox) 

R'  = ( * — *')*  + y + **  i 
ou  R'  = (x  — x'  )*  -j-  {bx  -f-  /3  )’  -J-  ( ax  + * )'• 

Désignons  ce  2'.  membre  par  t , nous  aurons 

df 

-j—  = 2 (x  — x'  ) -j-  2 ( ix  -f-  p)b-±-2(ox-j-a)a  = o 
d t 

~ — — — 2 ( x — x'  ) = o , ou  x = x'. 
ax' 

Oa.  b3 

Donc  x = — — t—  • Puisque  x = x> , la  licne 

a’  -j-  b1  * 0 

cherchée  est  perpendiculaire  à l’axe  des  x , et  par  con- 
séquent elle  l’est  aussi  à la  2°.  droite  qu’on  auroil  pu 
prendre  pour  cet  axe  : c’est  ce  qu’on  sait  déjà  ( 274  ). 
Du  reste 


dV 

dxdx'  * ’ 


la  condition  (2)  est  satisfaite , puisque  (a*  -f-  ) 4 > °* 

et  il  y a minimum  parce  que  est  positif.  La  lon- 


gueur de  la  ligne  cherchée  est  R =- 


ag  — b 1 


L’é- 

VO'+  *’) 

quation  de  sa  projection  sur  le  plan  yz  est  y = Az , 
et  comme  elle  passe  par  un  point  ( xyz  ) de  la  2'.  droite  , 

i 

bx  -f  g a . 

A = ; — =-T) 

ax  + « b 

donc  ces  lignes  satisfont  à la  condition  (618,5°.  ) et  sont 
perpendiculaires  entre  elles  ; ce  qu’on  ayoit  déjà  prouvé. 
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CHAPITRE  III. 


Applications  géométriques  du  calcul 

DIFFÉRENTIEL.  • 


x.  Méthode  des  Tangentes. 

678.  Soit  proposé  de  mener  une  tangente  TM  au 
point  M ( ) de  la  courbe  DAIM'  dont  l'équation  est 

donnée  y — Jx  : celle  de  la  droite  TM  est 

Y — y — *aug  “ (X—  x)  , 

X et  Y étant  les  coordonnées  variables  de  la  droite  et 
a l’angle  T.  Menons  une  sécante  quelconque  SA1AI'  ; la 

tangente  de  l’angle  M'MQ  ou  S est  = * dai- 

gnons par  A et  A les  accroissemens  ATQ  AIQ  des  coor- 
données ; l’équation  y = Jx , donne 

/(  x -f-  A)  — Jx  ou  h=yh  -f-  {y" h'  etc. 

Donc  tang  5 =r  — — y1  -f-  îy,fh  etc.  Pour  la  tangente 

TM  les  deux  points  AI  et  AI'  doivent  être  réunis  en  un 
( 4o3  ) ; ainsi  faisant  A = o,  on  trouve 

tang  * ~ y'  Y — y=y  (X  — x), 

pour  l'équation  de  la  tangente.  Si  pour  le  point  AI  ( a, 6) 

de  la  courbe  , on  avoit  / ( a - f-  A ) = A - f-  Ah"  -f-  . . . 

, . . k 

a étant  < 1 , on  en  Ureroil  —2=  Ah ,,_I  -j-  ....  et  faisant 
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h = o , \ang  « = ao  : la  tangente  seroit  perpendiculaire 
aux  x.  Donc  , même  lorsque  b formule  de  Taylor  est 
en  défaut , y'  détermine  l’inclinaison  de  la  tangente. 
t°.  La  normale  MN  fait  avec  l’axe  des  x un  angle 

( 3"0  ) dont  la  tangente  est , son  équation  est 

* y {r-y)  + x-x  = o. 

a*.  En  faisant  Y — a,  on  a les  abscisses  AT  AN  des 
pieds  de  la  tangente  et  de  la  normale;  d’où  on  tire  x — X , 
ou 

y 

sous-tangente  TP  — —f  t sous-normale  PN  — yy* . 

Lorsque  ces  valeurs  ont  un  signe  négatif,  cela  indique 
que  ces  lignes  tombent  eu  sens  opposé  de  celui  de  notre 
ligure  : il  suffit  alors  d'examiner  si  c’est  y ou  y'  qui  est 
négatif  pour  reconnoitre  la  situation  de  res  lignes. 

3°.  Les  bypothénuses  TM  et  MN  donnent 


tangente  TM  = -^-yé(i  +/") 
normale  MN  — y y'  ( t y 


4*.  Enfin  cos  a =- 


et  sin  a : 


y 


VO+j'O V(i+.r'*) 

5°.  En'appliquant  le  raisonnement  ci-dessus  ( V.  n°.  420) 
an  cas  où  l’angle  des  coordonnées  est  quelconque  , on 
trouvera  que  l'équation  de  la  tangente  et  la  valeur  de  la 
sous-tangente  restent  lesmcmes. 

Voici  quelques  exemples  de  ces  formules. 


1. 


xr 


Dans  la  parabole  y'  = o. px  ; d’où  y‘  ~ : ainsi 

y ' 

= p -,  : la  normale  MN=y/{^px  -f-/?’),  (4i  i). 
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II.  Pour  l’ellipse  et  l’hyperbole  «»y  A* e1  • t-  n,' A»  > 


d’où  j'  =rp 


A‘jr 


(404 et  4i5). 


III.  Pour  l’équation  y"1  = Æ"a™— « ? 0n  trouve 

= . La  parabole  en  est  un  cas  particulier  ; 

c’est  ce  qui  a fait  donner  aux  courbes  renfermées  dans 
cette  équation  le  nom  de  Paraboles  , m et  n étant  positifs. 
y^—a^x  s’appelle  la  première  parabole  cubique  ; y^  = ex’ 
est  la  seconde. 

De  même  on  donne  le  nom  à' Hyperboles  aux  courbes 
dont  l’équation  est  x"ym  = amJrn  ; leur  sous-tangente  est 
y _ rnx 

y' 


■ ; elle  est  la  même , prise  en  sens  con- 


traire , que  dans  le  cas  précédent. 

IV.  Pour  la  courbe  dont  l’équation  est  ac5 — daxy-\-y3=zc>i 
on  a 

a.r- 


y'= 


- .t*  r1  — axy 

->  , sous-tan  g.  — - - 


etc. 


y " — ax  " ay  — x* 

I 

V.  Dans  la  logarithmique  (468),  y=.ax  donne...*' 


= -j— - — ; Ainsi  la  sous-tangente  est  égale  au  mo- 


dule (577). 

VI.  Soient  AP=x  , PM=y,  MQ—z—^{iry — j’), 
l’équation  de  la  cycloïde  AMF  est  *— arc  (sin  — z)  — z , 
(471)  : l’arc  est  ici  pris  dans  le  cercle  générateur  MGD , 
dont  le  rayon  = r.  La  dérivée  est  donc  ( 65.2) 

rz’  . , , (r—y'y’ 

I ZZZ  — z',  OU  z'  XX  ; 

v^!r>  — *’)  V(2,j—  y%) 

Donc  l’équation  dérivée  de  la  cycloïde  est 

, yy'  = 'Jk*ry—y')  ^ y’=y 


t». 
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a3.  l’origine  étant  au  point  de  rebroussement  A. 

Pour  mener  une  tangente  TM , on  remarquera  que 

sous-nurm  —yy'  — [/(ary  — y')  —z—  MQ. 

Ainsi  la  ligne  MD  menée  au  point  de  contact  D du  cercle 
générateur  avec  l’axe  AE  est  la  normale.  La  corde  MD 

en  est  la  longueur  ; et  on  obtient  en  effet 

y y'f  i -i-y1')  — \/(2  rj)-  Ca  corde  supplémentaire  MG 
est  la  tangente.  On  voit  donc  que  pour  mener  cette  ligne , 
on  décrira  3/JY  parallèle  à l’axe  AE , puis  KF  et  enfin 
MG  parallèle  à KF. 

Si  l'origine  étoit  située  au  point  le  plus  élevé  F , en 
sorte  qu’on  prenne  FS=x,  SM=y,  l’équation  de  la 
cycloïde  seroitx  = arc  (sin  = r)  -f-  * » dont  la  dérivée  est 

*“=]/  (17=7)- 

On  auroit  aussi  trouvé  cette  équation  en  transportant 
l’origine  en  F,  et  changeant  ci-dessus  x en  *r  — x et 
y en  sr  — y. 

67;).  Lorsque  l’équation  et  un  point  d’une  courbe  sont 
donnés , on  sait  y mfener  une  tangente.  On  peut  aussi 
résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  relatifs  aux  tan- 
gentes, tels  que  de  les  tracer  par  un  point  extérieur  ou  pa- 
rallèlement à une  droite  donnée  (F.  n01.  379,  20.  et  408J,  etc. 
Cherchons,  par  exemple,  l’angle  /9  formé  par  la  tangente 
^ TM,  et  le  Rayon  Vecteur  AM  mené  de  l’origine  au  point 
de  contact  M (x,y\.  L’angle  I que  ce  rayon  vecteur  fait 

. y 

avec  les  x est  connu , puisque  tang  6 = -z—  j d’ailleurs 

x 

tang  a s=  y'  ; donc  (3yo) 

Un§(«— «>ou  tang  fl  = 

*+jy' 
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Pour  l'équation  y'  -f-  x'  = r*  qui  appartient  au  cercle , 
on  trouve  tang  g = ao  , ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

660.  Lorsqu’une  courbe  BM  est  rapportée  à des  coor-  34. 
données  polaires  AM—r , MAP — I , les  formules  pré- 
cédentes ne  peuvent  servir  qu’autant  qu’011  traduiroit 
préalablement  l’équation  r =Jt  de  la  courbe  en  * et_y 
à l’aide  des  équations  (385) 

x — r cos  i , j’szirsinô,  x'  -f-  ÿ = r*. 

Au  lieu  de  Cela  , on  préfère  transformer  en  r et  I les 
formules  de  soiii-fangentes , etc....Poiy  cela,  il  faut 
prendre  I pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x , et 


, . (653)  ; puis  faire 


y' 

mettre  z—.  pour  y,  etc. 

3/  = r'  cos  I — r sin  4 , y'  — r'  sin  t -f-  r cos  ! , 
d’où  11'  -f - yÿ  = rr* • Par  exemple,  la  valeur  de  tang  g 

deviendra  d’abord  - X X~-  , puis 

* * + y y 

r 

tang  g = — r. 

r s 

On  pourroit  de  même  traduire  en  r r'  et  I les  valeurs 

y 

yÿ , -A—  , etc.  ; mais  à cause  de  leur  complication  (653,  3°.), 

on  préfère  le  pifoéêdé  suivant.  On  nomme  Sous-tangente  la 

longueur  de  la  partie  AT , prise  sur  la  perpendiculaire 

•l  AM  : lé  point  T étant  ainsi  déterminé,  la  tangente  TM 

s’en  suit.  Or  le  triangle  T AM  donne  AT— AM  tang  g,  où 

« 

_ r1 

sous-tang  = A 1 es  — — . 

r 

Pour  la  spirale  d’Archimède  (47*)  ( * a5. 

a#  r*  r 

ai  * r*  * A 


= #. 
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s5.  Ainsi  la  sous-tangente  AT  est  égale  en  longueur  à l’arç  de 
cercle  décrit  du  rayon  AM  = r,  et  qui  mesure  l’angle 
MAx—t.  Quanta  l’angle  /3  , il  croît  sans  cesse  ; et  comme 
ce  n’est  qu’après  une  infinité  de  révolutions  du  rayon  vec- 
teur que  t devient  infini  ; l’angle  droit  est  la  limite  de  (3. 

Dans  la  spirale  hyperbolique  (^3) 
a 

r=—  j sous-tang= — a tang/3= — I; 

ainsi  la  sous-tangente  est  constante  : l’asymptote  est  U 
limite  de  toutes  les  tangentes  ; enfin  l’angle  du  rayon 
vecteur  avec  la.  tangente  est  obtus  et  décroît  à mesure 
que  6 augmente.  Voy.  dans  le  i*'.  Arolume  la  fig.  260. 

Pour  la  spirale  logarithmique  (4y4) 

il  r 

r—a  , tang(8=, , sous-tang=, 

log  a log  a 

La  courbe  coupe  tous  scs  rayons  vecteurs  sous  le  même 
angle  ; cet  angle  est  de  50°  , quand  a est  la  base  de* 
logarithmes  népériens  : la  sous-tangente  croit  proportion- 
nellement au  rayon  vecteur. 

a.  Des  Rectifications  et  Quadratures. 

a3  68t.  Lorsque  l’équation  y—Jx  d’une  courbe  BM'  «si 
donnée,  la  longueur  BM=s  d’un  arc  est  déterminée  quand 
ses  extrémités  B et  M le  sont.  Cherchons  celle  lon- 
gueur. Pour  cela  , remarquons  que  B restant  fixe  , s varie 
avec  le  point  il/;  ainsi  s est  une  fonction  de  x=  AP 
, qu’il  s’agit  de  trouver,  s=Fx.  Si  x croit  de  h=zPP , 
en  aur^ 

PM'  =/  (x  -f  K)  =y  +yh  + ±y"h'  H 

BM'  z=F(x+h)=s  + s'A-j-i  s"h'-\ 
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Rectifications  et  quadratures,  ag3 

Les  accroissemens  QM'  = k et  are  MM'=l,  de  l’ordonnée  22  • 
et  de  l’arc  BM , sont 


A=^/A  + iji'l!,A,4-  . . . /r=r/A-f-ï*<,A’+  .. , . 

Or,  la  corde  MM'  = \/[h‘  -f- A’) , et  mettant  pour  A sa 
valeur  , il  vient 

corde  MM'  =h  y' (i  -j~y  ’ -\-y'yllk-\-. . . .) 

D’un  autre  côté , la  tangente  MH  donne 


QHz=fh,  MII—h^(i  -f-y>),  M’H=  — iy«h\., 
_ corde  MM  y ( i -b y' 2 +y'y"h 
0nc  MII+M'H  = Vo+y)  — ’ 

Plus  h décroît,  plus  ce  rapport  approche  de  l'unité;  donc 

....  . corde  MM'  y(i  4 -rM + r'r*A...) 

i est  la  limite  de  - , 

arc  MM'  S -f-A  s” h.... 

puisque  l’arc  MM'  est  compris  entre  sa  corde  et  la  ligne 
brisée  MII-j-M'H-,  ainsi  i = V ^ 1 — ) } J’ou 


«'■^^/(i+y3),  ou  ds=y  (dx’-f-dy). 

Cette  formule  sçrt  à rectifier  tous  les  arcs  de  courbe. 
On  y met  pour  y’  sa  valeur  f'x , et  on  obtient  la  dé- 
rivée de  l’équation  s=Fx  ; il  faut  ensuite  intégrer  F'x, 
c.-à-d.  remonter  de  cette  dérivée  à sa  fonction  primi- 
tive. Nous  donnerons  bientôt  (75a)  les  moyens  de  faire 
ce  calcul. 


Le  cercle  dont  le  centre  est  à l’origine  a pour  équa- 
tion y'  +x,  = r’ , d’où  yy"  + x = o , et 


±.r 

V/(r--*0  ' 


e’est  la  dérivée  de  l’arc  da  cercle  s exprimée  en  fonction  de 
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son  sinus  ou  cosinus  qui  est  x (voy.  65a  ).  Pour  rectifier 
l’arc  de  cercle , il  faudroit  donc  intégrer  cette  fonc- 
tion (742)- 

D’après  notre  valeur  de  s'  on  peut  simplifier  les  for- 
mules du  n°.  678.  On  a 


tang 


dy  t dx  r'  dy 

=/  = £’  "s.  = - = -£, s, 


yj'  

tangente  = - — = — , normale  — y s'  = — — . 

y'  «y  dx 

682.  Pour  obtenir  l’aire  BCMP—t , imitons  les  rai- 
sonnemens  préccdens;  nous  verrons  que  t est  fonction 
de  x , ou  t — çx  ; que  les  accroissemens  h et  1 de 
l’ordonnée  et  de  l’aire  pour  l’abscisse  x 4-  h , sont 

k = M'Q—y'h  + c te.  i=  MPPM'  = t’h  + . . . . 

Or , les  rectangles  MP  =zyh  , LP  ==  (y  k ) h ayant 

y 

l’unité  pour  limite  de  leur  rapport  — - — - , 1 est  aussi 

y + « 

y fl 

celle  du  rapport  — entre  le  rectangle  il fP  et  l’accrois- 
sement MPPM'  de  l’aire  t.  Ce  rapport  est 


rdr 


yds 


— ^ ,■  -, : donc  = I , ou  t'  —y. 

tJ  + ïPh  + ....  P ’ ■ J 


Il  faudra  mettre  ici  Jx  pour  y 1 et  intégrer  t'  = Jx. 
Voyez  n*.  748. 

Si  les  coordonnées  faisoirnt  l’angle  « , un  trouveroit 
t'  =y  sin  m. 

Cherchons  l’aire  AK  AI—  r comprise  entre  deux  rayons 
vecteurs  AM  AtK  , dont  le  dernier  demeure  fixe , l’autre 
variant  avec  il/.  On  a l’aire  AKM , ou  r—ABMK — ABM\ 
mais 
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ABM = ABCD  + DCMP—  AMP  = ABCD  + t — { xy\  *4- 
donc  r = ABMK  — ABCD  — / -4  s xï- 

Or,  la  variation  du  point  AI  ne  change  pas  les  points 
B C et  K ; prenant  donc  la  dérivée  en  regardant  ABMK 
et  ABCD  comme  constans , nous  aurons 

r'  = - *'  + i œr'  + y)  =i  ter'  *-y). 

Traduisons  les  valeurs  de  s'  et  r'  en  coordonnées  po- 

• / y'  ï? 

laires  r et  * ; pour  cela  (653)  mettons  — — pour 

y y et  r' , nous  aurons 

s'1  = x'*  +/»  r'  (x/  — yx')  ; 

la  variable  principale  étant  maintenant  quelconque  , pour 
qu’elle  s4>it  « , il  suffit  de  mettre  ici  pour  x,  y,  x'  et  y' 
les  valeurs  du  n°.  680 , et  il  viendra 

I'  = v/(r»  + r'>)  T ' = te 

qui  sont  les  formules  des  rectifications  et  des  quadratures 
de  courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires  rc=ft  ; 
on  auroit  d’ailleurs  pu  les  obtenir  directement  par  la 
méthode  des  limites. 

( 

3.  Des  Osculations. 

683.  Si  on  prend  un  point  M sur  une  courbe  B AI  Z,  2g. 
et  qu’on  mène  une  tangente  TM  et  une  normale  AIN , 

puis  des  différens  point*  a b de  la  normale , si  on 

décrit  des  cercles  qui  passent  en  AI,  TAI  sera  leur  tan- 
gente commune.  Or,  il  est  clair  que , par  la  disposi- 
tion de  ces  cercles,  les  uns  sont  en  dedans,  les  autres 
en  dehors  de  la  courbe , eu  sorte  qu’il  en  est  un  qui 
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aG.  approche  plus  que  tout  autre  de  la  courbe  BMZ  de  paM 
et  d'autre  du  point  M.  C’est  ce  qu’on  nomme  le  Cercle 
Oscillateur;  son  centre  U et  son  rayon  DM  sont  appelés 
Centre  et  Hayon  de  courbure  ; et,  comme  en  changeant 
le  point  il/,  le  cercle  change  aussi  de  centre  et  de  rayon  t 
on  nomme  Développée  la  courbe  01)  qui  passe  par  tous 
les  centres  de  courbure  : la  ligne  donnée  BMZ  est  la 
Développante.  , 

Pour  trouver  le  cercle  osculateur  d’une  courbe  en  un 
point  donné  il/,  il  faudroit  exprimer  en  analyse  les  condi- 
tions qui  le  déterminent  : mais  nous  généraliserons  avant 
ces  considérations.  Concevons  deux  courbes  qui  auroient  un 
point  commun  , leurs  équations  y = fx , y = FX  donne- 
roient  y — Y pour  la  même  abscisse  x’=X,  qui  est  celle 
du  point  commun  : jusqu’ici  il  n’y  a qu’une  simple  in- 
tersection. Comparons  le  cours  des  deux  lignes  de  part 
et  d’autre  de  ce  point  , et  pour  cela  mettons  x -j-  h 
pour  x et  X , dans  y et  Y ; les  ordonnées  correspondantes 
seront 

X + -i y"h\ ...  Y Y' h + Y" F -f-. . . 

d’où  î=h  (jr  — P) -fi  A'  etc. 

pour  la  distance  entre  les  deux  points  de  nos  courbes 
dont  l’abscisse  est  x -\-h  : il  faut  dans  Y‘  Y"...  rem- 
placer X par  x.  Plus  f sera  petit  pour  une  valeur  donnée 
de  h , plus  ces  points  rorrespondans  seront  voisins,  de 
sorte  que  le  degré  de  rapprochement  de  nos  courbes 
dépend  de  la  petitesse  de  l dans  une  étendue  déter- 
minée de  h. 

Or,  s’il  arrive  que  la  valeur  de  x , pour  laquelle  y~  Y 
rend  aussi  y 1 = Y ',  on  aura 

f—  ï 0"  — y»  ) -f-  i A3  (z*  — Y'")  -f... 
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nos  deux  courbes  approcheront  l’une  dej’autre  , plus  que 
ne  le  feroit  une  3e.  qui , passant  par  le  même  point 
(x  y),  ne  rempliroit  pas  la  même  condition.  Car,  soit 
y = | l’équation  de  celle-ci  , la  distance  A entre  les 
points  de  cette  courbe  et  de  la  ir*.  qui  ont  pour  abs- 
cisse x -J-  A , est 

en  supposant  qx  = Jx  , pour  qu'elles  aient  le  point 
commun  {x y).  Or , les  valeurs  de  j et  A ont  la  forme 

bh ' -J-  cA3  -J- A = Ah  -f-  Bh ■*  + Ch’'.... 
d’où  A — ï=zAh  + (B—  b)  A*-f-  (C—  c)  A3  +... 

8i  donc  on  prend  A assea  petit  (66a)  pour  qu’on  ait 
A > (/? — A)  A + etc,  , A sera  et  ççla  aura  lieu 

pour  toutes  les  valeurs  de  A moindres  que  celle-ci. 
Donc  dans  toute  cette  étendue  de  A , et  de  part  et 
d’autre  du  point  commun , la  ire.  et  la  courbe  appro- 
cheront plus  l’une  de  l’autre  que  (a  3e, , quelle  qu’en 
soit  la  nature. 

Si  , outre  y'  = Y'  , on  a aussi  y"  — Yn  , on  verra 
de  même  que  nos  deux  courbes  approchent  l’une  de 
l’autre,  dans  les  points  voisins -de  celui  qui  est  commun, 
plus  qu’une  3e.  qui  ne  rempliroit  pas  ces  deux  con- 
ditions , et  ainsi  de  suite.  Nous  dirons  de  deux  lignes , 
qu’elles  ont  un  Contact  ou  une  Osculation  du  icr.  ordre , 
lorsqu’elles  satisferont  aux  conditions  y = Y , y'  = Y', 
pour  la  même  abscisse  x.  De  même  yz=  Y,  y’  — Y', 
y"  = Y"  seront  les  conditions  du  contact  du  a*,  ordre , etc/; 
et  il  est  démontre  que  ces  deux  courbes  sont  plus  proches 
l’une  de  l’autre,  vers  le  point  commun , qu’une  3e.  courbe 
à moins  qu’elle  ne  forme  une  semblable  osculation. 

Ces  principes  posés , si  quelques-unes  des  constante» 
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abc que  renferment  les  équations  y =/x  , 

Y = FX  de  deux  courbes,  sont  arbitraires,  la  nature 
de  ces  lignes  est  fixée  , mais  leur  position  et  même  cer- 
taines dimensions  ne  le  sont  pas.  Qn  peut  donc  déter- 
miner ces  n constantes  par  un  nombre  égal  de  conditions 
y = Y,  y'  = Y' , y"  = Y",. . . . et  les  courbes  auront 
ainsi  un  contact  du  (n  — i)e  ordre  : elles  approcheront 
plus  près  l'une  de  l’autre  que  toute  autre  courbe  qui 
ne  formeroit  pas  une  osculation  de  même  ordre. 

Appliquons  ceci  à la  ligne  droite  : une  courbe  est 
donnée  par  son  équation  y ~Jx , dans  laquelle  aucune 
constante  n’est  inconnue.  Prenons  une  droite  dont  la  situa- 
tion soit  indéterminée  , nos  équations  seront 

y=fx  Y z=  a X-\- b 

I _ ■ 

a et  b étant  quelconques.  Si  on  pose^-=  Y et  y'  Y' , ou 
y = ax  + b f —a, 

il  y aura  osculation  du  i".  ordre , ou  plutôt  la  droite 
sera  tangente,  puisqu’elle  approchera  de  la  courbe  plus 
que  toute  autre  droite  ; car  il  faudroit  sans  cela  que  celle-ci 
remplit  les  mêmes  conditions  , c.-à— d. , qu’elle  eôt  les 
mêmes  valeurs  pour  ses  constantes.  Ainsi  y*  est  la  tan- 
gente de  l’angle  que  fait  notre  droite  avec  les  ares  ; 
éliminant  a et  b , l’équation  de  la  droite  est 

Y —y  —y'  (X—*) 

comme  n*.  678.  On  tire  aisément  de  là  l’équation  de. 
la  normale , la  valeur  de  la  sous-tangente , etc. 

684.  Raisonnons  de  même  pour  le  cercle  : les  équa- 
tions de  la  courbe  donnée  et  d’un  cercle  considéré  dans 
une  situation  quelconque  sont 

y=/x,  (Y-b)'  + (X-a)‘  = R\ 
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a et  b sont  les  coordonnées  du  centre,  R est  le  rayon. 
Nous  établirons  un  contact  du  a*,  ordre  pour  déterminer 
res  trois  constantes.  Les  dérivées  de  cette  dernière  équa- 
tion sont 


(r—b)Y'+x—a= o,  (r— *)  r»  + F’+i  =0 , 

donc  (y — i)1+Cx  — ay=zR' (0 

( y — b ) y'  -+-* — a = o (2) 

Cr-*)j"+/M  + i = ° (3) 


éliminant  x — a et  y — b entre  les  deux  dernières , ou  a 


...  y («+/*)  .. 
■* — ? * 


■ +y . 


d’où , en  substituant  dans  la  première  (*) 


R=± 


o-f-yr 


'—x~^ïi  («+y)t  b=y  + 


1 +y* . 


On  a donc  ainsi  le  rayon  et  le  centre  de  courbure.  Tout 
autre  cercle  approchera  moins  de  notre  courbe  que  celui- 
ci  , parce  qu'il  devroit  pour  cela  remplir  les  mêmes 
conditions  , c’est-à-dire  , coïncider  avec  lui. 

On  voit  que  t°.  la  tangente  à la  courbe  l’est  aussi 
au  cercle  osculateur , puisque  y1  a la  même  valeur  pour 
l'une  et  l’autre. 


(*)  La  valeur  de  Ji  doit  comporter  le  aigne  + ; mais  comme  celte 
expression  n’a  de  sens  que  lorsqu  elle  est  positive  (33o)  , on  devra 
préférer  celui  de  ces  deux  signes  qui  donnera  à la  valeur  de  H le 
signe  -K  Si  y"  est  positif,  ce  qui  arrive  lorsque  la  courbe  tourne  sa 
convexité  vers  l’axe  des  r , on  prendra  le  signe  + ; il  faudra  préféré» 
le  signe  — dans  le  cas  contraire.  V.  n«.  691 . 
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a'.  Si  on  met  n et  f pour  X et  y dans  l'équation 
de  la  normale  (6"8  , t".),  elle  est  satisfaite,  puisqu’on 
retrouve  la  relation  (2),  qui  ne  suppose  qu’un  contact 
du  icr.  ordre  entre  la  courbe  et  le  cercle  : donc  le 
centre  de  courbure  est  sur  la  normale , ainsi  que  celui 
aG.  de  tout  cercle  qui  a la  même  tangente  TM. 

3”.  Si  on  élimine  x et  y entre  l’équation  y = Jx  de 
la  courbe  et  celles  2 et  3 qui  déterminent  a et  b , on 
aura  une  relation  entre  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  , quel  que  soit  le  point  M ; ce  sera  donc  l’équa- 
tion de  (a  développée. 

4°.  Puisque  R a et  b sont  des  fonctions  de  x , que 
le  calcul  détermine  aisément,  si  on  les  substituoit  dans 
les  équations  1 et  2 , elles  seroient  identiques  ; on  peut 
donc  les  différentier  en  regardant  R a ci  b comme  va- 
riables. Opérons  d’abord  sur  l’équation  (2)  ; il  vient 


(y  — b)  y»  +y*  — iy  —a'  -J-  1 = Q , 

d’où  Vy1  -p-  a!  •=.  o 

en  retranchant  de  (3)  : c’est,  comme  on  devoit  s’y  at- 
tendre , la  dérivée  de  l’équation  (2)  par  rapport  à a et  b 
I bf 

seuls.  On  a donc -■=—  pour  la  tangente  de  l'angle 

que  fait  la  normale  avec  l’axe  des  x ; mais  la  déve- 
loppée ayant  pour  équation  b = < pa,  sa  tangente  fait 
avec  l’axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  trigonomé- 

trique  est  -r-  dans  notre  calcul  , nous  avons  regardé 

b cl  a comme  des  fonctions  où  x est  variable  prioci— 
b' 

pale  (GSo),  Donc  — est  la  valeur  de  celte  tangente  , 
ou  de  — — } donc , la  normale  à la  développante  est 

y 

tangente  à la  développée. 
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5*.  Faisons  la  même  chose  pour  l'équation  (i)  , c.-à-tl., 
prenons-en  la  dérivée  en  faisant  tout  varier,  et  ôtons 
le  résultat  de  l'équation  (a)  ; ou  plutôt  prenons  la  dé- 
rivée de  (i  ) relativement  à a b et  R.  11  vient 

_ ( j — b ) A'— (x  — a)  a'  — RR'. 

Pour  en  tirer  une  relation  qui  appartienne  à tous  les 
points  de  la  développée  , il  faut  éliminer  x et  y.  Mettons 
donc  pour  x — a et  y — b leurs  valeurs  tirées  de  i 


et  a , 


après  y avoir  substitué  — — pour  y'  ; on  trouve 

a'  R 


donc 


y' R 

x — a — : 

-b-  R 

a,yR  4-  b''R 

ÿV~.  j &-)  RR’  ou  R'-jia»  + *'•). 


b'R 


Si  on  prend  a pour  variable  principale  , R'  = l/(i  A/J) 
est  la  dérivée  du  rayon  de  courbure  relativement  à a. 

Mais  celle  de  1 arc  s de  la  développée  est  aussi  (68i) 

*'  = )/  (t  + 4,'“)  ; donc  R'  =»',  équation  qui  est  la 

dérivée  de  A étant  une  constante  arbi- 

traire (710). 

Pour  un  autre  arc  S de  développée  , le  rayon  de  cour- 
bure est  S -f-  A , l’origine  fixe  de  cet  arc  étant  la  môme; 
ainsi  s — S est  la  différence  des  deux  rayons.  Il  suit 
de  là  que  si  O et  D sont  les  centres  de  courbure  des  26. 
points  R et  M , les  arcs  RM  et  OD  de  la  courbe  et 

de  sa  développée  sont  égaux.  Si  on  courbe  un  fil  sur 

la  développée  OD , et  si  on  le  tend  suivant  DM , en 
le  déroulant  de  dessus  OD , l’extrémité  R décrira  la  déve- 
loppante RM.  „ . 
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6”.  Les  expressions  dn  rayon  de  courbure  et  des  coor- 
données du  centre  se  présentent  sous  diverses  formes  , 
suivant  qu’on  y prend  telle  ou  telle  variable  pour  in- 
dépendante. C'est  ainsi  qu’on  a vu  ( n".  654  ) qu’on  a 

y"  x * ' x'y"  — y x " ’ 


suivant  que  la  variable  principale  est  l’arc  s,  ou  qu’elle 
est  encore  arbitraire.  Si  celle-ci  est  x , on  peut  écrire 
ainsi  les  valeurs  de  A a et  h , 


R = 


a 


y V* 
y" 


» 


b 


7“.  Si  les  coordonnées  sont  polaires  r et  I , on 

substituera  pour  x x' leurs  valeurs  dans  celle  de  R 

où  aucune  variable  n’est  principale,  x et  y étant  donnés 
en  r et  * , par  les  formules  n°.  68o.  On  a , toutes 
réductions  faites , 

(r^  + r»)3  _ 

ar1’  — rr"  -j-r’  zr11  — rr*  -{-  r* 


Appliquons  cette  théorie  à quelques  exemples. 

27 

I.  Pour  la  parabole  y * — zpx , y s=  J—,  y*  — — • 

en  substituant  dans  nos  formules,  on  trouve 

s’ — 1 + p) r ~ ^tpx+p^*  ci- N1 


N étant  la  longueur  de  la  normale  (678,  I).  Donc  le 
rayon  de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la 
normale , divisé  par  le  carré  du  demi-paramitre  : ce  théo- 
rème a aussi  lieu  pour  l’ellipse  et  l’hyperbole.  Au  sommet 
A où  * = o , on  a R =zp\  ainsi  la  distance  Al  du  som— 
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met  à son  centre  Je  courbure  , est  le  double  Je  celle 
du  foyer.  Plus  x croît  , plus  la  courbure  diminue , et 
cela  indéfiniment.  Les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure sont 

a=3x  + p t = -~* 

P 

éliminant  x et  y de^-’  = a px,  on  a 


b'  = — («  — PY 

*1P 

pour  équation  de  la  développée.  En  transportant  l’origine 

. 8 a5  , . . 

au  point  I on  trouve  b‘  = : c est  la  seconde  para- 

2 IP 

Unie  cubiqne.  Nous  apprendrons  bientôt  à la  discuter. 

II.  Pour  la  cydoïde  on  a (€78,  VI).  23. 


(7- 

d’où  j'’=  — et  R 2=2.  ^ (zry). 

Le  rayon  de  courbure  étant  double  de  la  normale,  pro- 
longeons MD  et  prenons  M'D  — MD,  M'  sera  le  centre 
de  courbure  ; il  seroit  aisé  de  déduire  de  là  la  figure  de 
la  développée , mais  nous  préférerons  suivre  la  méthode 
générale  , qui  donne 

a — x -j-  2 y/  {pry  —y%),  b = —y 

pour  éliminer  x et  y , comme  l’équation  de  la  cycloïde 
est  une  dérivée,  nous  prendrons  celles  de  a et  A, 
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. b'  — ry' 

Divisant  ces  valeurs  on  a — ■= 


y^i 

r 2r~y 

puis  mettant  — ipourj',  — = — Or,  si 
on  prend  les  ordonnées  positives  en  sens  contraire , il 


Vient- 


b’ 


' . / b 

- = y/  — , qui  est  précisément  l’équation  de 

la  même  cycloïde  lorsque  l’origine  est  en  F.  Donc  la 
développée  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  égale  , mais 
dont  l’axe  est  parallèle  à AE  et  le  sommet  situé  en  ji. 

111.  Dans  la  spirale  logarithmique 

r œ a?  d’où  R = r \/  (i  + log’  o) 


S5.  mais  la  tangente  de  l’angle  AMN  = * du  rayon  vecteur 
avec  la  normale  est  = log  a (680)  ; d’où 

jK  = r sec  ti  = — - — . La  projection  du  rayon  de  courbure 
cos  e 

MN  sur  le  rayon  vecteur  étant  = r , on  voit  que  la  per- 
pendiculaire AN  élevée  sur  celui-ci  au  pèle,  rencontre  la 
normale  au  centre  de  courbure.  AM  est  donc  la  sous-tan- 
gente de  la  développée  et  AN  son  rayon  vecteur  , qui 
forme  le  meme  angle  /3  avec  la  courbe  en  chaque  point 
que  la  spirale  logarithmique  proposée.  Donc  la  développée 
est  cette  même  courbe  placée  en  sens  différent. 

On  appliqueroit  de  même  la  théorie  des  osculations 
à des  courbes  d’un  ordre  plus  élevé.  ( f'ojr.  Fond.  anah 
n”.  117),  et  il  est  visible  que  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  du  3*.  ordre,  ont  même  tangente  et  même  cercle 
osculatcnr. 

La  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  Courbes  étant 
f — Afhm  -f-  Nhm~‘  -f-. . .,  suivant  que  Mhm  est  positif  ou 
négatif,  comme  le  signe  de  è est  celui  de  ce  terme  quand 
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R est  très-petit , l'ordonnée  de  la  courbe  est  plus  grande 
ou  moindre  que  celle  de  son  osculatrice  : ce  qui  fait  juger 
si  la  t".  est  en-dessus  ou  en-dessous  de  l'autre.  Mettant 
— h pour  h , le  signe  Hhm  changera  lorsque  m sera  im- 
pair, et  la  courbe  sera  coupée  par  son  osculatrice  au  point 
commun.  On  voit  donc  qu’une  courbe  est  toujours  coupée 
par  son  cercle  osculateur. 

4-  Des  Asymptotes. 

685.  Si  le  développement  de  f {x  -|-  h)  est  fautif,  alors 
on  ne  peut  établir  une  osculation , qu’autant  que  celui 
de  F (x  -f-  h)  pourroit  procéder  suivant  la  même  loi , du 
moins  dans  l’ordre  des  Ier*.  termes  qu’on  doit  comparer  : 
cette  condition  dépend  de  la  nature  des  fonctions  J x 
tlFx,  et  ne  peut  avoir  lieu  qu'accidentellemcnt  ; le  même 
raisonnement  exige  alors  qu’on  égale  les  divers  coefïicions 
pour  qu’il  y ait  osculation.  V.  Fond,  analy.  11“.  120. 

Soient  y = Jx,  y = Fx  les  équations  de  deux  courbes: 
supposons  qu’on  ait  développé  Jx  et  Fx  en  séries  suivant 
les  puissances  descendantes  de  x,  en  sorte  que  chacune 

de  ces  fonctions  soit  mise  sous  la  forme  (*) 

« 

Ax*  4-  BxammA>  4-  . . . + Mx—*  -f.  Njt ‘m~n  4- . . . 

si  les  exposans  de  ces  deux  développemens  sont  les  mêmes 
jusqu'à  un  certain  terme  et  qu’on  puisse  disposer 

de  quelques  constantes  pour  rendre  aussi  leurs  coefficient 


(4)  Pour  cela  on  changera  i en  — dans  y = /jt  ? puis  on  déve- 
loppera suivant  les  puissances  ascendantes  de  z par  le  théorème  de 
Maclaurin  ; et  s’il  ne  peut  être  appliqué , ou  usera  du  procédé  n°.  669  , 
en  faisant  y ss  x z , ou  de  la  méthode  du  n°.  658. 


a. 
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égaux  sans  introduire  d’imaginaires  , la  différence  entre 
deux  ordonnées  quelconque»  sera  M'X — " -f-  . . . il  suit  de 
la  que  l’une  de  nos  courbes  ira  en  s'approchant  conti- 
nuellement de  l’autre  , à mesure  que  x croîtra,  mais 
sans  jamais  l’atteindre  : et  il  y aura  un  terme  passe  le- 
quel aucune  autre  courbe  , qui  ne  rempliroit  pas  ces  con- 
ditions , ne  pourra  en  approcher  davantage.  Nos  courbes 
sont  donc  des  Asymptotes  l’une  de  l’autre. 

Ainsi  , quand  une  courbe  s'étend  indéfiniment  , elle  a 
une  infinité  d'asymptotes  qu’on  trouve  en  développant 
y = Jx  en  série  descendante  et  prenant  pour  ordonnée  de 
la  ligne  cherchée,  la  somme  des  i"’.  termes,  jusqu’à  un 
rang  quelconque  dont  l’exposant  soit  négatif  ; ou  bien 
en  composant  une  fonction  F x dont  le  développement 
commence  par  ces  termes. 

I.  Par  exemple  pour  l’hyperbole 

, b . _ _ , bx  : 

y = ± — \/  (x'  — a’)  = rh  — zp  ; bax-'  + . . . 

a a 

* . . i 1)X 

Donc  les  droites  qui  ont  pour  équations  y r=  ± — , sont 
• a 

les  asymptotes  rectilignes  , et  jouissent  seules  de  cette 
propriété,  en  sorte  qu’aucune  autre  droite  ne  peut  aussi 
l’être. 

il  en  est  de  meme  de  x — o ely  — o , pour  xy  = m'. 

II.  La  courbe  dont  l’équation  est  y t=  est 

V (*’  — <**) 

formée  de  quatre  branches  symétriques  par  rapport  aux 
axes , et  dont  nous  pourrons  bientôt  trouver  la  figure. 
On  a 


y — kx~'  -f-  etc. 


* = a + i.-r 


+ • 


• • 
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suivant  qu’on  forme  le  développement , suivant  les  puis- 
sances de  x ou  de  y.  Les  droites  t^ui  ont  pour  équations 
y ==  o et  x = a,  sont  donc  des  asymptotes.  L’hyperbole 
Sjui  a les  axes  pour  asymptotes , et  h pour  puissance  l’est 
aussi  ; mais  le  rapprochement  est  ici  beaucoup  plus  grand. 

III.  Soit  y*  — 3 axy  -J-  x3  — o , d’où  (GGçj)  2- 

y ~ — x — u — a'  x 1 — , . . 

la  droite  qui  a pour  équation  y = — x — o est  ddnc  une 
asymptote;  clic  se  construit  en  prenant  AD  — AC  = a , 
el  tirant  BC. 

Mais  si  on  prend  l'es  trois  i"*.  termes  on  a 

xy  -f-  u*  -f-  a’  ~ o ; l’asymptote  courbe  dont  il 

s’agit  ici  est  une  hyperbole  L/M,  dont  le  centre  est  en  C, 
ses  asymptotes  étant  FC,  Cy  ; AD  a , DI  don- 

nent I pour  un  de  ses  points  ( 4^7  ) : il  sera  facile  d’a- 
chever la  -construction.  Cette  courbe  approchera  bien 
plus  de  la  proposée,  que  ne  le  fait  la  droite  FC.  L’autre 
branche  A N offre  une  construction  semblable  , qu’on 
obtient  en  développant  .r  en  y. 

IV.  Soit  enfiuj'  — 2Jty’  — x* 2 axy1  — 5 ox,  = o.  a8 
la  méthode  du  h°.  66ç)  donne 


y 


px  ± 


fl  (3  y/  2 — 4) 

8 P 


-|-  Ax  1 -f-  « • • 


p désignant  y/ C 1 -j-y/a).  Dor>c  cn  construisant  les 
droites  GF  GII  qui  ont  pour  ordonnées  ces  deux  t"*4 
termes  , on  aura  les  asymptotes  rectilignes  de  U courb* 
proposée. 
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5.  Des  Points  multiples  et  conjugués. 


686.  Lorsque  les  branches  d’une  courbe  passent  par 
un  meme  point , soit  en  se  coupant , soit  en  se  touchant , 
ce  point  est  appelé  double , triple  . . . multiple  suivant  qu’il 
est  commun  à deux  , trois  , . . . ou  plusieurs  branches. 
Etant  donnée  l'équation  d’one  courbe,  proposons-nous  de 
déterminer  ces  points  , si  elle  en  a , et  leur  nature. 

Soient  V = o , My  -f-  JV  = o 


l’équation  en  x et  y de  la  courbe  et  sa  dérivée  : on 
suppose  V délivré  de  radicaux. 

i".  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  coupent  an 
point  cherché  , il  y a plusieurs  tangentes  en  ce  point  ; 
ainsi  pour  une  valeur  de  x et  celle  correspondante  dey, 
y'  doit  avoir  autant  de  valeurs  qu’il  y a de  branches.  Or 
on  a vu  (660)  que  celte  condition  rend  M et  N nuis. 

ac.  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  touchent , il 
n’y  a qu’une  valeur  de  y'  : et  même  si  le  contact  est 

du  nc.  ordre,  il  n’y  aura  qu’une  valeur  de 

y y"  '..ytn~')  (683):  mais  on  devra  en  trouver  plu- 
sieurs pour_y\").  Or  l’équation  dérivée  de  l’ordre  n , a la 
forme  My<n)  . . . = o , il/  étant  ici  le  même  coeffi- 
cient que  pour  y ',  y ",  . . . dans  les  dérivées  successives , 


dV_ 

dy 


(64t)  : et  comme  cette  équation  est  exemple  de 


radicaux,  elle  ne  peut  donner  plusieurs  valeurs  de  y(n) 
pour  une  seule  de  x et  de  y : on  a donc  encore  il/  = o , 
et  par  conséquent  N = o. 


Concluons  de  là  que  pour  trouver  les  points  multiples 
d'une  courbe,  on  égalera  à zéro  les  dérivées  M et  N de 
ton  équation  V=o,  prises  tour-à-tour  par  rapport  à y 


Points  ihultipi.es  st  conjugués.  Sog 
seul  et  à x seul.  Puis  éliminant  x et  y entre  deux  de  ces 
équations 

AI  = o N = o V—  a. . . (t) 

les  valeurs  réelles  qui  satisferont  à la  3*.  pourront  seule * 
appartenir  aux  points  multiplis. 

Je  dis  pourront  appartenir , parce  (pie  la  réciproque 
de  cette  proposition  n’est  pas  vraie,  ainsi  qu’on  va  le 

voir.  On  passera  à la  dérivée'  du  a',  ordre  (641) 

Aly"  Py  * 4.  etc.  = o , et  prenant  l’un  des  couples  de 
valeurs  de  x et  y qu’on  vient  de  trouver  , on  les  subs- 
tituera ici  : y * disparoitra  , et  y sera  donné  par  une 
équation  du  a'  degré.  Si  les  racines  sont  réelles  , il  y 
aura  un  point  double  et  les  deux  tangentes  à ces  branches 
seront  déterminées  par  ces  valeurs  de  y'. 

687.  Mais  si  elles  sont  imaginaires  , il  y aura  un  point 
sans  tangente , et  par  conséquent  tout-à-fait  isolé  de* 
branches  de  la  courbe  ; e’est  ce  qu’on  nomme  un  point 
Conjugué.  En  effet,  s’il  y a un  tel  point  pour  l'abscisse  ay 
les  ordonnées  voisines  doivent  être  imaginaires  ; mettant 
a ±:  h pour  x dans  V — o , la  valeur  de  y ou  f (a  ± hj 
sera  imaginaire  , pour  h très-petit.  Soit  donc  jri")  la  tr*. 
dérivée  de  ce  développement  qui  soit  dans  ce  cas  , il  est 
clair  que  l’équation  Myi "1  -|-  etc.  r=  o , ne  peut  la  pré- 
senter sous  cette  forme  , puisqu’elle  ne  contient  pas  de 
radicaux,  même  après  en  avoir  éliminé  y'  y11  ...  y(nwm '*). 
11  faut  donc  que  AI  z=  o,  et  par  suite  N — o. 

Ainsi  les  points  conjugués  sont  compris  parmi  ceux  que 
donnent  les  équations  (1);  mais  on  les  distingue,  en 
ce  que  la  courbe  n’y  peut.avoir  de  tangente  -.y  doit  être 
imaginaire  , x ely  étant  réels. 

688.  Il  pourroit  arriver  que  tous  les  termes  de  la  dé- 
rivée du  2*.  ordre  disparussent  : alors  il  faudroil  recourir 
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à celle  du  3e.,  d'où  y"'  et  y*  s’en  iroient  , et  qui  ron— 
tiendroity'  au  3*  degré.  11  y aurait  un  point  triple  si  les 
trois  racines  étoient  réelles  ; mais  si  deux  étoient  imagi- 
naires , il  n’y  auroit  pas  de  point  multiple. 

Si  on  étoit  forcé  de  recourir  à l’équation  du  4'-  ordre. , 
où  y'  est  au  4'-  degré  , il  y auroit  un  point  quadruple  , 
double  ou  conjugui , suivant  que  les  quatre  racines  seroient 
réelles , ou  que  deux  seroient  imaginaires  , ou  qu’enfm 
aucune  ne  seroit  réelle:  et  ainsi  de  suite 

689.  Voici  quelques  exemples. 

I.  Soit  «y3  — xy  — ix3  = o ; d‘où 

t". . . . ( 3qy*  — x3  ) y — 3x*(y  4-  è ) = o 
a”. . . . fiovy'1  — 6.x y-'  — 6x  (y  -J-  b~)  = o 
H*. . . . 6or' 1 ■ — 1 2.x y’  — 6y  — = o 

nous  avons  omis  les  termes  en  y"  y1"...  qui  disparoi- 
iroieul  par  la  suite  du  calcul.  On  a 

3 ny 1 — x*  = o x (y  4 è)  = o 
s 

pn  en  lire  y = — b et  x = y (3 ab'~),  qui  11e  satisfont  pas 
à la  proposée  ; et  x = o , y = o : l’origine  peut  doiic 
être  un  point  multiple.  Mais  tous  les  termes  de  la  dé- 
rivée du  2'.  ordre  disparoissent  ; celle  du  3e.  devient... 
oy'3  = b , qui  11e  donne  poury'  qu’une  seule  racine  réelle  ; 
donc  notre  courbe  n’a  pas  de  point  multiple. 

II.  Prenons  y*  — x5  4-  4 3x’y’  = o 

d’où, . . . xyf  (a y’  4 3x’)  -f  4x3  — 5xi  4 Cy  x = o 

en  posant  y (ay’  4 3x’)  = o , x (4*a  — 5x3  4 6y’)  = o 
on  trouve  que  x=o  ctyt=o,  peuvent  seules  remplir 
ces  conditions  et  satisfaire  à la  proposée.  Les  dérivées  du 
4 . et  3".  ordre  sont  par  là  nulles  d’rlles-mémes  ; cellp 
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du  4'  devient  + 3y'3  -j-  i = o , dont  les  racines  sont 
imaginaire»;  ainsi  l’origine  çst  un  point  conjugue. 

III.  Pour  x'*  — auy3  . — 3 a.' y'  — aa3x*  4-  — 0 

on  a — 6a  (y  a ) yy*  -f"  4*  (**  — <*’)  = o 

— 3a  (ay  -f-  a)j''  + 6**  — aa’  = o. 

Voici  comment  011  trouvera  la  figure  de  la  courbe  , qui 
d’ailleurs  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  desy,  puisque  x 
n’entre  dans  la  proposée  qu’avec  des  puissances  paires.  On 

fera  (y a) y o x (je*  — a3)  = o 

et  combinant  toutes  les  racines  de  ces  équations  avec  la 
proposée  , on  trouve  qu’il  ne  peut  y avoir  que  trois  points 
multiples , savoir  ; 

en  D et  /)',  où  y =r  o et  x = ±a 
et  en  E où  x = o et  y = — a. 

On  verra  bientôt  que  ces  points  sont  doubles , et  que  les 
tangentes  Ec  Ef  Ua  l)b...  font  avec  Ax  des  angles  qui 
ont  pour  tangentes  ÿj  pour  le  point  E , et  4/^  pour  U 
et  D’. 

Pour  les  points  où  la  tangente  est  parallèle'aux  x,  on 
fera  y'  — o = x (x’  — a’)  ; 1 °.  1 = 0 répond  à y — - — a 
et_y  = J a : ce  qui  redonne  le  point  £ pour  lequel  y*3  est  * , 
et  non  pas  = o ; on  trouve  aussi  le  maximum  en  F. 
a0.  x = lta,  donne,  outre  les  points  I)  et  D\  les  minima 
f)  et  H pour  lesquels  y = — \ a. 

Enfin  y = oc  , ou  y ( -f-  u ) — 0 > fcra  connoître  les 

points  F et  G "où  la  courbe  a sa  tangente  parallèle  aux  y : 
on  a AB  — AC  — Ü'E. 

IV.  Soit  encore  x'»  2.ax'y  — ay3  ==  o 

d’où . . . ay'  (ax3  — l^x  (x*  -f-  ay)  se  o 

Après  avoir  trouvé  que  l’origin.’.  peut  seule  être  un  point 


3ia  Calcul  différentiel. 

30.  multiple  , on  est  conduit  à la  dérivée  du  3'.  ordre  qui 
donne  y'  = o et  y'  = dt  V2-  Ainsi  en  .d  il  y a un  point 
triple  ; la  courbe  a pour  tangentes  l’axe  des  x et  les  lignes 
Ab  Ac. 

On  aura  les  minima  II  et  O en  faisant  y'  — o ou 
x ( x’  -J-  ay  ) = o , d’où  y = — a et  x = dz  a.  Enfin  les 
limites  G et  F se  trouvent  en  posant  y = oo  ou  ax’  t=  3y’, 
d’où  «=^±50^/6  ely  = — $0.- 

31.  V.  L’équation  y*  — axy’  -f-  x*  = o donne 

i° (ay*  — ox)  + 4X3  — ay'  = o 

2" 2(6y’ — ax)yJ‘‘  — ^ ayy' i2X'=  o 

3° 24 yy1^  — 6ay'>  -[■  24j;  — °- 

On  trouve  que  l’origine  est  un  point  triple , et  comme 
on  ay'=o  et  y/  = x , les  axes  sont  tangens  à la  courbe. 

3a.  VI.  On  pourra  s’exercer  sur  l’équation 

yl  -J-  x-'>  — 3 ay1  -f-  2 bx'y  — o;  la  courbe  a aussi  un  point 
triple  à l’origine.  Voy.  encore  l’exemple  685,  IV,  fig.  28. 

690.  Lorsque  l’équation  est  explicite,  la  recherche  des 
points  multiples  est  bien  plus  aisée:  on  a vu,  p.  a48  , 
que  l’abscisse  correspondante  doit  chasser  un  radical  de 
la  valeur  de  y , en  rendant  nul  son  coefficient.  Le  degré 
de  ce  radical  dépend  du  nombre  de  branches  , et  l’expo- 
sant du  coefficient  détermine  s’il  y a simple  intersection 
ou  osculation. 

33.  C’est  ainsi  que  y = (x  — 6)  \/(x  — .3)  -{-  3 , perd 
un  radical  lorsque  x = 6,  qui  ne  disparoît  pas  dans  y': 
on  en  conclut  que  AC  = 6,  CD  = 3,  donnent  en  D 
un  point  double  , pour  lequel  les  branches  se  coupent. 
D’ailleurs  AP  = 4 1 donne?  en  M et  N les  maxima  ; 
AB  — 3 fixe  la  limite  BE. 

D y a un  point  conjugue  à l’origine  pour ... 
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y = * \f  (x  — b)  , parce  que  y est  imaginaire  pour 
les  points  voisins,  et  que  y=o  lorsque  x—o. 

Eniin  y = (x — o)*  ÿ' (x — b)  -f-  c est  l’équation  de  34* 
la  courbe  EDFG  formée  de  deux  branches  qui  ont  en  D 
la  même  tangente  ED.  Si  a;  — a eût  été  au  cube , les 
deux  branches  auroient  eu  même  cercle  osculateur  , etc.... 

Du  reste,  un  point  triple,  quadruple est  annoncé 

par  un  radical  du  3*. , if.  degré. 

6.  De  la  Concavité  et  de  la  Convexité  des  Courbes  ; des 
Points  singuliers. 

“•fe 

691.  On  peut  employer  les  situations  diverses  de  la  2%. 

• tangente  à la  recherche  de  la  figure  des  courbes  (4.08,  4i3). 
Comparons  les  ordonnées  d’une  courbe  et  de  sa  tan- 
gente au  point*  (x,y),  pour  la  même  abcisse  x-J-A; 
elle  sont  (678) 

P*  11=. y -+■ y' h,  f(x-\-k)=P'M'  =y  -^-y'h  -f-  \y"  h' 

y—Jx  étant  l’équation  de  la  courbe.  Comme  on  peut 
prendre  h assez  petit  pour  que  le  signe  de  \ynhx  soit 
celui  de  g y"  hx  -f-  etc. , on  voit  que  l’ordonnée  de  la 
courbe  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  la 
tangente  , suivant  que  y"  est  positif  ou  négatif  ; en  sorte 
que  la  courbe  tourne  vers  l’axe  des  x , sa  convexité 
dans  le  1*.  cas , et  sa  concavité  dans  le  a'.  Si  les  or- 
données étoient  négatives,  ce  seroit  visiblement  le  con- 
traire ; donc  une  courbe  tourne  vers  Taxe  des  x sa  convexité 
ou  sa  concavité  , suivant  que  y et  yl!  sont  de  même  signe 
ou  de  signe  contraire. 

11  est  aisé  de  voir  qu’au  point  A' Inflexion  M,  où  3g  et 
la  courbe  change  sa  concavité  en  convexité  , y"  doit  40. 
aussi  changer  de  signe;  ce  qui  exige  qu’en  ce  point  y * 
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soit  nul  ou  infini.  C’est , au  reste  , ce  qui  va  être  dé- 
veloppé. 

(kj2.  Après  avoir  pris  un  point  M (a„3)  sur  notre  courbe, 
pour  juger  s’il  présente  quelque  particularité  , c.-à-d.  , 
s’il  est  Singulier,  il  faut  comparer  le  cours  de  la  courbe  de 
part  et  d’autre  de  ce  point,  où  l’ordonnée  est f 
Il  faut  examiner  deux  cas. 

I*r.  Cas.  Le  développement  de  f («  -f-l>)  ne  contenant 
pas  d'exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  soit 
pair,  on  a 

/(«+/i)  = Æ-f-  Ah-  +Bhh  +.... 

Les  coefïiciens  sont  réels,  puisque,  s’ils  étoient  imagi- 
naires , le  point  (a,$)  seroit  conjugué  (687).  De  plus  , * 

quel  que  soit  le  signe  de  h , h‘‘  h’’ sont  réels , en 

sorte  que  la  courbe  s’étend  de  part  et  d'autre  du  point 

(«,£)• 

i*.  Si  le  développement  de  f(a-{-h ) est  fautif  dès  le 
2*.  terme  Ah“  , ou  si  a est  une  fraction  — >0  et  <1, 

71 

y' est  infini,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  aux  .r , (G78). 
En  prenant  les  dérivées  relatives  à h , on  a 

>1 

Jf  (<  + ^0  •=  — A hn  etc> 

. n 

f («  + *)=—  Ah  " + ; 

la  valeur  de  f (x-j-h)  est  destinée  à donner  la  direc-, 
lion  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe;  pour  x=za,  cette  valeur  est  celle  que  nous 
venons  de  trouver  pour  J'  (*-j-A).  Voyez  note  p.  a5t. 
On  en  dira  autant  dé  f 11  («  -f-  h).  ’ 


Points  singuliers.  3i$ 

Cela  posé  , le  signe  de  Ah"  et  de  scs  dérivées  , dé- 
cide de  celui  de  la  série  entière  , lorsque  h est  très- 
petit.  n étant  impair,  si  m l’est  aussi , l’ordonnée f («»— f- A)  35  et 
croît  d’un  côté  et  décroît  de  l’autre  de  l’ordonnée  tan-  .'56. 

n 

gente , parce  que  A h”  change  de  signe  avec  h.  11 
y a donc  une  inflexion  disposée  comme  le  montrent  les 
figures  35  et  36,  suivant  que  A est  positif  ou  négatif. 

On  remarquera  qu’eu  effet  JfH  («  -J-  A)  change  aussi 
de  signe  avec  h , parce  que  l’exposant  m — an  de  h 
dans  le  ter.  terme,  est  impair  : ainsi  la  courbe  présente 
d’un  côté  sa  concavité , et  de  l’autre  sa  convexité , à 
l’axe  des  x (6qt).  Nous  avons  construit  les  équations 

y = (x— fig.  36 

_}•=£—  (*— «)$...  flg.  37. 

Qn  en  dira  autant  pour  y'J  — a'x  et  (y — t)3=  t — x. 

Mais  si  m est  pair , ■f  hm  a toujours  le  môme  signe  3^  et 
que  A , quel  que  soit  celui  de  A,  en  sorte  que  les  or-  3g, 
données  voisines  de  notre  tangente  de  part  et  d’autre, 
croissent  lorsque  A est  positif,  et  décroissent  dans  le 
cas  contraire  ; à-peu-près  comme  pour  les  maxima.  La 
courbe  prend  la  forme  indiquée  fig.  37  et  38,  que  nous 
appellerons  CiratoïJe  ( *).  Le  signe  de  JH  (*  A)  est 
visiblement  négatif  pour  l’un  , et  positif  pour  l’autre  , 
en  sorte  que  la  courbe  doit  présenter  à l’axe  des  x des 
deux  côtés  de  i’ordonnee  tangente,  sa  concavité  ou  sa 
convexité  , suivant  que  A a le  signe  -j-  ou  le  signe  — . 


(*)  Nous  avons  préféré  les  dénominations  de  CèraUnJc  et  Ram — 
pfiT'tJe  à celles  de  trhroussémcnt  de  la  Irr.  et  de  la  a*,  espère  sons 
leMjncllr»  ces  points  sont  connus.  Ces  mots  «ont  dérivés  de  K if/w  corne , 
Vxfiyit  bec  Soitcau , EÏV»  forrrç. 
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Les  ëquationsy  = ,3  — (a: — a)  3 et  = /S  far  — «)*■ 
donnent  les  fig.  3y  et  38.  On  en  trouve  un  autre  exemple 
dans  la  Cycloïde. 

2“.  Mais  si  le  de'veloppemcnt  n’est  pas  fautif  dans  les 
deux  i"‘.  termes  ; a = i , y'  n’est  plus  infini , et  ou 
a A pour  la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  jc 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  («, Æ)  : elle  est 
parallèle  aux  x , si  A = o ; inclinée  à 5o°,  si  A = i,  etc» 
On  ai>i,  et 

/(«  "f  - A ) — fi  -f-  -}•  ^A6 

/'  («  + h)  = A + bBhb-'  + 

f"  (a  + h)  = b (6—0  •BA'"-’  +•••*• 

D’après  cela  , si  le  plus  petit  exposant  b'  est  un  nombre 
pair , ou  une  fraction  dont  le  numérateur  soit  pair  , 
la  courbe  ne  présente  au  point  («,/S)  rien  de  particu- 
lier, puisqu’elle  s’étend  de  part  et  d’autre  au-dessus  de 
la  tangente  si  B est  positif,  et  au-dessous  si  B est  né- 
gatif ; la  différence  entre  les  ordonnées  de  ces  deux  lignes 
étant  Bhh  -J-  etc.  On  voit  d’ailleurs  qu’alors  le  signe  de 
f"  («-{-A)  est  le  même  que  celui  de  B. 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  l’équation.7'=/3-f-x,4-  'x — «)$. 

Cependant  si  z#  = o , il  a maximum  ou  minimum  t 

Voy.  p.  284-  Cela  arrive  pour  y = fi  k (x — •)  . 

% et  Mais  si  A est  un  nombre  impair  ou  une  fraction  — 

4°-  ...  " 

dont  le  numérateur  m soit  impair,  Bhb  ou  B y'  Am  , 
change  de  signe  avec  A,  en  sorte  que  les  ordonnée.* 
croissent  d’un  côté  et  décroissent  de  l’autre  : de  plus , 
J'U  (a-j-.A)  est  dans  le  même  cas,  puisque  l’exposant  de 
son  ter.  terme  est  aussi  un  nombre  impair  b — 2 , ou 
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«ne  fraction  dont  le  numérateur  m — an  est  impair  : 
donc  il  y a une  inflexion  au  point  («,£) , dont  la  dis- 
position dépend  de  la  direction  de  la  tangente , et  du 
signe  de  B.  Voici  plusieurs  exemples  s 

i°.  y=  x-f(x— «)J;  2°.  y — l x+  (*_«)!; 

3*.  y—  x + (jc  — «)J  ; 4“-  (*— ; 

5“.  x-f  (x— a)*; 

la  tangente  est  inclinée  à 5o“  dans  les  exemples  i et  5 ; 
à i5o°  dans  le  5*.  ; elle  est  parallèle  aux  x dans  le  4*- 
Si  b est  entier  (c.-à-d.,  3,5,7-..),  y"  est  nul;  on 
pourra  rapprocher  notre  théorème  de  celui  des  maximo 
(676).  Chacune  des  racines  de  y"  =0  ne  peut  répondre  à 
une  inflexion,  qu'autant  que  la  ire.  des  dérivées  y"' y'*.* . 
qu’elle  ne  rend  pas  nulle  , est  d’ordre  impair.  Si  b n’est  pas 
entier  comme  il  est  > 1 , y11  est  nul  ou  infini , suivant 
que  b est  > ou  2. 

II'.  Cas.  Le  développement  de  f («-{-h)  contenant  un 
radical  pair , l’une  des  ordonnées  J ou  f [a. — h) 

est  imaginaire  , l’autre  est  double  à cause  du  radical 
pair  qui  y introduit  le  signe  ±.  Ainsi,  la  courbe  ne 
s’étend  que  d’un  côté  de  l'ordonnée  fi  , et  elle  a deux 
branches. 

i°.  Si  le  développement  est  fautif  dès  le  a',  terme  , 

• TTl 

a est  entre  o et  1 1 l ordonnée  fi  est  tangente.  St  a=~  > 

n 

n étant  pair,  le  tenue  •jzA  4/ hm  montre  que  le  point 
(*,/S)  est  une  Limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x ; 
elle  a la  forme  NMQ  ou  N'M'Q’ , suivant  que  h doit 
être  pris  en  -J-  ou  en  — ; l’une  des  ordonnées  est  > fi, 
l’autre  est  ou  PM  : d’ailleurs  pour  les  points  voisin* 


* 
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4>-  fie  Jlf , l’une  des  valeurs  de  ft  (a-j-A)  est  positive  ; 
l’autre  est  négative,  ce  qui  prouve  que  l’une  des  bran- 
ches NM  est  concave , et  que  l’autre  QM  est  convexe 
vers  l’axe  des  x. 

lies  cquationsy  = 4 (x — «)* , et. . . . 

y—k-\-x±{a — x)* donnent  l’une  QMN,  l’autre  Q'MN'. 
Jiôus  en  avons  trouvé  plusieurs  exemples  (689). 

42.  Mais  si  le  radical  pair  affecte  un  des  termes  qui  sui- 
vent Aha , pour  les  ordonnées  voisines  de  celle  qui  est 
tangente  , /3  est  ]> f (a-\-h ) quand  A est  positif;  le  con- 
traire a lieu  lorsque  A est  négatif  : en  sorte  que  les 
branches  de  courbe  ont  la  forme  QMN  dans  un  cas  , 
Q'MN1  dans  l’autre.  On  voit  d’ailleurs  qu’alors  f11  (a-p/j) 
étant  de  sitrne  contraire  à A , la  courbe  doit  affecter 
cette  figure,  que  nous  nommerons  une  Ramphoïde.  C’est 

ce  qui  a lieu  pour  y — fc  +4  (x — «)ï-|-/(x — <*)«. 

Si  h doit  être  négatif,  pour  quey  ( u-\-h  ) soit  réel, 
la  courbe  est  à gauche  de  l’ordonnée  tangente  PM. 

a®.  Si  le  développement  n’est  fautif  qu’au  - delà  du 
ar.  tenue,  a:=.i  et  la  tangente  à la  courbe  au  point  («,,3) 
sera  facile  à construire.  Si  le  terme  Rhb  porte  le  ra— 

^5  dical  pair,  il  a la  forme  l’une  des  branche* 

est  au-dessus  de  la  tangente  , l’autre  s’abaisse  au-des- 
sous , puisque  cette  droite  a pour  ordonnée  Y—/3~\-  Ah  : 
il  y a donc  une  Cèratoïdc.  Un  a y11  nul  ou  infini,  sui— 

P 

vaut  que  b est>  ou  < a.  L’équation  yirr/S-f-x-f-  (x «)T 

est  construite  fig.  4‘C*-  La  tangente  est  inclinée  à So*  : 
on  a décrit  aussi  la  courbe  dont  l’équation  est 

44.  *•  aj=  — 1 — x — a vt — x)*. 
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Mais  si  l’exposant  dont  le  dénominateur  est  pair  esk  4® 
au-delà  de  Uh!‘  , le  signe  de  L suffit  pour  décider  quelle 
est  la  plus  grande  de  l’ordonnée  de  la  courbe  ,’  ou  de 
celle  fi  -{-  Ah  de  la  tangente.  On  voit  donc  qu’il  y a 
une  Rampho'ide.  On  donne  ici  les  courbes  dont  les  équa- 
tions sont 

yc=(s-\ -x+ax'  en  QMN  46 

y=fi-\-x  — ax1  -f-ày/x1 en  Q’MN1. 

6g3.  Concluons  de  là  que  t*.  aux  limites  dans  le  sens 
des  x ou  des  y , y'  est  nul  ou  infini; 

a*.  Aux  inflexions  et  aux  cératoïdes , y1'  est  nul  ou 
infini  ; 

3"..  Pour  trouver  les  points  singuliers , il  faut  prendre 
la  dérivée  My'  -f-  jV=o  de  l’équation  <p  (x,_y)  = o de  la 
courbe;  faire  jV  = o ou  iV=o  ; en  tirer,  à l’aide  de 
q>  (x,ÿ)  = O , les  racines  qui  peuvent  seules  appartenir  aux 
limites  ; 

4°.  Prendre  de  même  la  dérivée  du  ar.  ordre  , ou  celle 
M . Q 

dey  — — t qui  donne  y#  = (ire.  règle,  n°.  63a), 

puis  faire  Ç=o  , ou  N=  o ; 

5*.  II  faudra  ensuite  chercher  le  développement  de 
J (ar-j-A)  pour  chacune  des  valeurs  de  x ainsi  obtenues  , 
ou  plutôt  reconnoître  le  cours  de  la'  courbe  de  part  et 
d’autre  du  point  qu’elles  déterminent  ; 

6°.  Les  ramphoïdes  et  les  cératoïdes  peuvent  être 
considérées  comme  des  points  multiples  et  soumis  à la 
meme  analyse  : elles  ont  une  tangente  commune  à leurs 
deux  branches  au  point  de  rebroussement  ; 

7”.  On  peut  encore,  dans  la  discussion  des  équations, 
s aider  du  développement  de  y en  série  ascendante  ou 


320  Calcul  différkntikl. 

descendante  (669)  suivant  les  puissances  de  x;  on 
aura  aisément  leurs  limites  si  elles  en  comportent,  et, 
pour  les  branches  infinies , on  obtiendra  leurs  asymp- 
totes courbes  ou  droites,  etc.  Outre  les  exemples  assez 
nombreux  que  nous  avons  donnés  , on  en  trouvera  beau- 
coup d’autres  dans  le  Traité  de  Cramer.  Nous  propose- 
rons encore  les  suivans  : 


4»- 

jyr=x+ v/(x— 1) 

y=*'  + VLx~- a) 

45. 

y=x  + y/{x—if 

Jr=*3+\/*3 

46. 

(x—i)s 

_y£=ax’-f  fx5 

a4- 

3 

y=  yfx8-f /Sx 

3 

y=y  (x— 

?7  et 
38. 

3 

y=t+ v'x* 

39  et 

yz=x'+  V(*—  ‘)s 

_y=x3  -j-x'* — y xi 

4o. 

7.  Des  Surfaces  et  des  Courbes  dans  l'espace. 

** 

6g4-  Soient  z=f  (x, f),  Z=F  (X,  T)  les  équations 
de  deux  surfaces  courbes  ; pour  qu’elles  aient  un  point 
commun  (x,y,z),  il  faut  que  pour  les  mêmes  ordon- 
nées Z=z,  on  ait  x=X,  jr—Y.  Prenons  sur  chacune 
un  autre  point  répondant  aux  abscisses  xf-h  et_y-j-Af; 
nous  représenterons  pour  abréger  les  z correspondant 
(663)  par 

z fph -f- ^ rh*  • Z -f- Ph  j /IA1  -j- . . • , 

-\-qk-\-  shk  -j- . . . . -J-ÇA: -}-  Shk  -)-•••  . 

+ i 4*  ï -j- , . . . 

La  distance  entre  les  deux  points  dont  il  s’agit , est 
(p— />)*+(<?— V)A+s(fl— r)A’+  etc. 

Si  P— p et  Q—  f,  c’est-à-dire,  si  les  différentielles  par— 
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lieilcs  du  i".  ordre  de  nos  fonctions  f et  F sont  res- 
pectivement égales,  les  raisonnemens  du  n”.  684  feront 
voir  qu’une  3'.  surface  ne  pourra  approcher  des  pre- 
mières autant  qu’elles  le  sont  l’une  de  l’autre,  à moins 
que  celle-là  ne  remplisse  les  mêmes  conditions  à leur 
égard  : il  y a alors  Contact  du  i,r.  ordre.  Pour  le  con- 
tact du  a',  ordre  , il  faudrait  en  outre  que  les  diffé- 
rences partielles  du  a*,  ordre  fussent  aussi  égales  entre 
elles,  ou  R=r,  S— s,  7—1. 

Par  exemple,  tout  plan  a pour  équation  (6o6) .. . 
Zxx  AX-\-BY-\-C  ; sa  position  dépend  des  trois  cons- 
tantes A,B,C  : on  peut  donc  les  déterminer  de  manière 
à établir  une  osculation  du  tcr.  ordre.  x,y  et  z étant 
les  coordounées  du  point  de  contact , il  vient 


z = Ax-j- By -(-  C , p=A,  q = B , 
p et  y désignant  toujours  les  fonctions  — — , tirées  de 

l’équation  e=y  (x,_y)  de  la  surface  courbe  j cette  équa- 
tion ayant  par  conséquent  pour  dérivée  d z — pi\x  -f-  qà y. 
Si  on  élimine  A,B,C,  on  trouve  pour  l'équation  du  plan 
tangent 


Z— z— P (X—x)  + q (Y— y). 

Une  fois  l’équation  du  plan  tangent  obtenue  , il  sera 
facile  de  trouver  tout  ce  qui  se  rapporte  à sa  position. 
Ainsi  (6ig,  i°.  ) l’angle  qu’il  fait  avec  le  plan  xy , a 
pour  cosinus , 


i 


La  normale  passe  par  le  point  (x,y,z‘) , elle  est  de 
plus  perpendiculaire  au  plan  langent  ; ces  conditions  , 
exprimées  en  analyse  (6t4)  j donnent,  pour  les  équations 
de  la  normale , 

a.  ai 
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X — x-\-p  (Z — *)  = o,  Y — y + q (Z — r)  = o. 

On  pourrait  aussi  trouver  les  tangentes  et  cercles  os- 
cillateurs aux  courbes  à double  courbure , les  sphères 
osculalrices  aux  surfaces  (lorsqu’il  y en  a),  juger  par 
là  de  la  forme  de  ces  surfaces  ou  de  ces  courbures  , 
de  leurs  maxima  , etc.  , etc.  Mais  comme  cela  nous 
écarteroit  trop  de  notre  but , nous  renverrons  aux  Fond, 
anal  y.  , n°*.  s 4- 1 1 «le.,  et  à Analyse  de  Monge. 

6y5.  Pour  que  le  plan  tangent  soit  perpendiculaire  au 
planer,  il  faut  que  son  équation  soif  réduite  à la  forme 
Z — z = q (K — y ) , (602)  ; ainsi  pz=  o.  Plus  générale- 
ment, soit  Pdx-)-Çdy-j--ftd;::=o  , la  différentielle  de  l’é- 
quation d’une  surface  ; P = o est  la  condition  qui  exprime 
que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  yz.  Il 
faut  donc  que  les  coordonnées  x,y,  z du  point  de  contact 
satisfassent  à l’équation  P—  o,  et  à celle  <f  (x,y,z")  = o 
de  la  surface.  Ces  équations  sont  donc  celles  de  la  courbe 
qui  jouit  de  la  propriété  que  le  plan  tangent  soit  per- 
pendiculaire au  plan  yz  ; cette  courbe  est  la  limite  de 
la  surface  dans  le  sens  des  yz.  Ainsi  en  éliminant  x , 
on  a la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  des  yz. 
De'inême  celle  sur  le  plan  xy}  se  trouve  en  éliminant 
t entre  <p  = o , et  P=o,  etc. 

Pour  la  sphère  , par  exemple,  (601) 

(x  — a)*  -f  (y — b?  -f-  (z  — c)>  = r»; 

la  dérivée  relative  à z seul  , est  a:  — c = o ; élimi- 
nant z , on  a ( x — a )’  + (y  — b )’  = r’ , pour  l’équa- 
tion de  la  projection  sur  le  plan  xy , ce  qui  est  d'ailleurs 
visible. 

Nous  ne  pouvons  donner  sur  cette  théorie  des  détails 
[dus  étendus;  mais  nous  croyons  que  ces  principes  suffi- 
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ront  pour  l’intelligence  du  traité  de  M.  Monge,  auquel 
nous  renvoyons. 

696.  Projetons  sur  le  plan  xy  l’arc  s de  courbe  dans 

l’espace  , puis  développons  ( 286,  ) le  cylindre  formé 

par  le  système  des  perpendiculaires  à ce  plan  : la 
base  est  la  projection  a de  l’arc.  Or,  on-  peut  conce- 
voir cet  arc  rapporté  aux  coordonnées  rectangles  a et  x ; 
l’aire  du  cylindre  et  la  longueur  de  l’arc  seront  données 
(681,682),  par  les-relations  /'  = z et  s'x  ss  1 -f-  r'J, 
dans  lesquelles  les  dérivées  se  rapportent  il  a.  Si  on  veut 
qu’elles  soient  relatives  à x , on  aura  (656) 

dr  = xdÀ  ds*  ==  dx’  -f-  dA‘  ; 

mais  notre  projection  A est  de  même  rapportée  aux  va- 
riables du  plan  xy  , en  sorte  que  dA’  = dx1  -j-  dj  ’ ; 
donc 

d<  = x y^dx’  -f-  dy’) 
ds’  = dx’  -J-  dy‘  -J-  dx\ 

Si  on  substitue  ici  les  dérivées  ây  et  dx  en  fonction  de  x 
tirées  des  équations  jlfezso,  N = 0 de  notre  courbe,  on 
aura  par  l'intégration,  d'une  part  l’aire  ( du  cylindre  droit 
qui  a pour  base  la  projection  do  l’arc  , et  qui  est  ter- 
mine par  cet  arc  ÿ et  de  l’autre  la  longueur  de  l’arc  rec- 
tifié. 

697.  Supposons  que  le  trapèze  curviligne  CBMP  tourne  aa< 
autour  de  l’axe  Ax\  cherchons  le  volume  v et  l’aire  u 

du  corps  de  révolution  qu’il  engendre , l’équation  de 
l’arc  UM  étant  donnée,  y — fx.  Soient  v = Fx , u = <px  ; 
il  s’agit  de  déterminer  les  fonctions  F et  <p.  Attribuons 
b x l’accroissement  PP  t=  h , y , v et  u deviendront.  . . 

PM'  = y 4-  h,  v 4-  /,  u -f-  /,  et  nous  aurons 

h —y1  h 4-  etc- , 1=^  4 etc.,  I = u'h  4-  etc. 
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11  s’agit  maintenant,  pour  appliquer  la  méthode  ides 
limites,  de  trouver  des  grandeurs  qui  comprennent  entre 
elle»  les  accroissemens  i et  l , quelque  petit  que  soit  h. 

1°.  Les  rectangles  ftlP  LP  engendrent,  dans  leur 
révolution  autour  de  Ax  , des  cylindres  dont  les  volumes 
sont  xy'h  et.  t (y  4-  k)‘h  ( 3o8  ) : leur  rapport  ayant 
l’unité  pour  limite , et  le . volume  i étant  toujours  inter- 
médiaire entre  ceux-ci  , l’unité  doit  être  aussi  la  limite 

i u'  -4-  etc.  , i • ’ ' 

du  rapport  ou  : dope  v ==  »y’. 

11  ,yh  xy1  -i  . i 

6q8.  a*.  La  corde  MM'-  décrit  un  cène  trbnqué  dont 
l’aire  est  t ( zy  k J x MM'  : de  même  comme 

QH=zy'h  (678),  l’aire  décrite  par  la  tangente  MH 
est  x \o.y  -f-  y’ h ; x MH.  Enfin  la  difTérence  des  cercles 
concentriques  engendrés  par  PH  et  PM'  , ou  l’aire 
décrite  par  HM' , est  x (y  -)-  k ;* — x (y  -\-yh  )*’  ou 
Wjyllh'  + etc.  Ajoutant  à l’aire  décrite  par  MH,  on 
a pour  le  rapport  entre  le  tronc  de  cône  MM'  et  celte 
somme,  , 

‘x  (2. y -f-  k)  MM’ 

x ( 2 y 4-  y1  h ) MH  4-  xyy"h'  4*  etc-  ’ 

l’aire  l est  toujours  Comprise  entre  celles-ci , quelque 

petit  que  soit  h , et  comme  ce  rapport  a visiblement 

n • • . ,11  x (2  y 4-^)  MM' 

1 unité  pour  limite  , celle  de  — — — est 

un;  d’où  u'  — six  y ^ ( 1 -j-y1’). 

On  mettra  donc  fx  pour  y , dans 


aussi 


v'  — xyx  et  u'  t=r  2 xy  ^ ( 1 4-  y'2  ) = 2 x ys'  , 

et  il  restera  à intégrer,  c.-à-d.  à trouver  quelles  sont 
les  fonctions  qui  ont  pour  dérivées  les  résultats  ainsi 
obtenus  (754). 
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6gg.  Traçons  sur  un  plan  A PB  un  trapèze  CHEF  : 47- 
soient  cdej  sa  projection  sur  un  autre  plan  AÇB,  et  « 
l’angle  de  ces  deux  plans;  supposons  que  les  côtés  CD  EF 
soient  perpendiculaires  à leur  intersection  AB.  On  a (601), 
cd  — CD  x cos  * , ef—  EF  x ros  a ; donc,  l’aire  du  tra- 
pèze cdrf  = i GII  x ( CD  -{-  EF  ) cos  « , ou 

= CDEF  x cos  ».  i. 

Cette  relation  entre  notre  trapèze  et  sa  projection  a 
egalement  lieu  pour  un  triangle  quelconque  DIF , puisqu’ en 
menant  les  perpendiculaires  CD  EF  sur  AB,  et  CE 
parallèle  à DF,  on  forme  le  trapèze  CDEF  dont  l’aire 
est  double  de  celle  du  triangle  DIF.  Or  d’une  part, 
toute  figure  rectiligne  est  décomposable  en  triangles;  de 
l’autre  on  peut,  par  la  méthode  des  limites,  étendre  aussi 
la  proposition  à toute  aire  curviligne.  Donc  la  projec- 
tion P sur  un  plan  d'une  aire  quelconque  A tracée  sur  un 
autre  plan , est  le  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de 
l'angle  a.  qu’ils  Jnrment  entre  eux , ou  P =.  A cos  ». 

700.  Soient  donc  » »'  »"  les  angles  que  fait  une  aire 
plane  A avec  les  plans  coordonnés  , P P P*  scs  trois 
projections  on  a P — A cos  » , jP  = A cos  »'  , ...» 

R'  — A cos  »"  : faisant  la  somme  des  carres,  il  vient 

x • •«  • * ) 

A'  = R + P‘  + P"\ 

à cause  de  cos’a -4- cos’*' -(-  cosJ«*  = t (6i8,3“).  Donc 
le  carré  d’une  aire  plane  quelconque  est  la  somme  des  carrés 
de  ses  trois  projections. 

Ces  théorèmes  servent  à trouver  l’étendue  des  surfaces 
planes  situées  dans  l’espace , en  les  ramenant  à être 
exprimées  à l’a  de  de  deux  variables. 

701.  Soit z l’équation  d’une  surface  courbe; 

menons  quatre  plans  parallèles  deux  à deux  à ceux  des 


-b 
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49-  xz  et  de*  yx  : cherchons  le  volume  F et  l’aire  V du 
corps  MSC  renfermé  entre  ces  limites.  Pour  cela , attri- 
buons à x et  y les  accroissemensA  et  k : le  point  M x ■y,x) 
sera  comparé  au  point  C , en  sorte  que  le  corps  aura 
pris  l’accroissement  renfermé  entre  les  plans  ME  SD  SB  FM : 
F et  U sont  donc  des  fonctions  de  * et  y qu’il  s’agit 
de  déterminer,  x étant  augmenté  de  h et  y de  kf  V sera 
accru  ( 663  ) de 


dF  dF,  d 'Vh'  , d’F  d’F  k' 

~àzh  +17*  + i^hk +~sft  +■ 


or  , si  on  n’eût  fait  varier  que  x,  le  corps  auroit  reçu 
l’augmentation 


dF  , d’F  h' 

PEDMQ  t=  -j—  h + -j“r  — ri- 


de même  en  ne  faisant  croître  que  y , on  a 

MPRBF  : 


dF  , , d*F  k' 
-j—*  4"  “ïH f~- 

dy  dj*  a 


d’F 


donc  en  retranchant , on  a volume  MCRQ  — -r—, — hk-i-... 

dard y 


à‘U 


on  verroit  de  même  que  l’aire  MC  — - — — hk  -f- 


dxdy 


So. 


Pour  appliquer  ici  la  méthode  des  limites , cherchons  des 
grandeurs  entre  lesquelles  ce  volume  et  cette  aire  soient 
toujours  renfermés , quelque  petit  que  soit  h : repré- 
sentons le  corps  MCBSQP  à part,  fig.  5o. 

i*.  Le  parallélipipcde  rectangle  MPSs  a pour  volume 
hkz  ; relui  de  tout  autre  prisme  construit  sur  la  même 
base  , et  dont  z -f-  / est  la  hauteur,  est  — hk  (x  /). 


Le  rapport  — ~ ^ de  ces  volumes  ayant  l'unité  pour  limite  t 
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à'V  . . 

celle  de  hkz  : -j— r-  kh  -f  etc.  est  un  ; ainsi 
dxd y 


Zij 

5*. 


d’F  _ 
d xAy  - Z ’ 


on  mettra  donc  pour  rs  a valeur  / (x^y)  ; puis  on  in- 
tégrera deux  fois  , d’abord  relativement  à x , en  regai  - 
dant  y comme  constant  ; enfin  on  intégrera  de  nouveau 
le  résultat  par  rapport  i y.  ( Voy . n*.  755). 

70a.  a*.  Menons  un  plan  tangent  Ms'  au  point  5o. 
M ( xy,z  ) : l’aire  Mr’s'q'  qui  est  renfermée  entre  les 
plans  MR  MQ  QS  s' R est  (699)  le  quotient  de  sa  base 
PQRS  divisée  par  jle  cosinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  le 

plan  xy  ou hk  : ^ = hky/(i  -tfp’  + f)  , 

(6g4).  Mais  il  est  facile  de  voir  que  l’unité  est  la 
d*t/ 

limite  du  rapport  de  — — ■ — hk  -f-  etc.  à cette  quantité. 


Donc 


A' U 
dxAy 


= VO+P'  + 


rr 


H faudra  donc  différentier  l’équation  z =/  (x^y)  de 
la  surface  , puis  de  d z — pAx  -f-  qAy  , tirer  les  valeur* 
de  p et  q en  fonction  de  x et  y , et  les  substituer  ici  : 
enfin  intégrer  comme  on  l’a  dit  ci-dessus.  Nous  donne- 
rons des  applications  de  ces  diverses  formules 


8.  De  la  Méthode  infinitésimale. 

7o3.  Nous  avons  déjà  remarqué  (tom.  I,  note  p.  a5i)r 
en  appliquant  la  méthode  des  limites  ( 167)  à une  équa- 
tion entre  des  constantes  et  des  variables  qui  peuvent 


\ 


\ 
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être  rendues  aussi  petites  qu’on  veut,  que  lorsqu’on  n’a 
besoin  que  de  la  relation  qui  lie  les  termes  constans , 
ce  n’est  pas  commettre  une  erreur  que  de  négliger  dans 
le  calcul , quelques-uns  des  termes  qu’on  sait  devoir 
disparoître  par  la  nature  même  du  procédé.  La  certi- 
tude mathématique  ne  sera  donc  pas  altérée  par  ces  omis- 
sions volontaires  , pourvu  qu’on  se  soit  assuré  qu’en  effet 
elles  n’affectent  que  les  quantités  qui  n’entrent  pas  dans 
le  résultat. 

704.  On  pourra  donc  dans  toute  question  semblable , 
omettre  les  termes  indéfiniment  petits  , que  les  géo- 
mètres ont  appelés  avec  Leibnitz  des  indéfiniment  petits. 
En  se  dispensant  d’y  avoir  égard  dans  les  calculs , on  les 
abrégera  beaucoup  , puisqu’il  est  souvent  difficile  de  les 
évaluer  ; et  les  résultats  seront  tout  aussi  exacts.  On  pourra 
même  présenter  la  théorie  avec  la  rigueur  géométrique, 
en  prouvant  qu«  les  quantités  omises  sont  au  rang  de  celles 
qui  doivent  en  être  ôtées.  Cette  méthode  est  précieuse , 
non-seulement  pour  graver  les  résultats  dans  la  mémoire, 
mais  encore  pour  les  spéculations  analytiques  compli- 
quées ; et  il  importe  de  ne  pas  se  priver  d’un  secours 
si  puissant  , sur-tout  en  considérant  qu’011  peut  toujours 
rendre  au  procédé  la  rigueur  qui  lui  manque  en  appa- 
rence. * 

yo5.  Les  applications  de  ces  notions  aux  élémens  de 
géométrie  sont  si  faciles  , que  nous  nous  dispenserons 
de  les  faire  ; chacun  pourra  aisément  y suppléer.  Mais 
venons-en  à celles  du  calcul  différentiel. 

Soientjy  z t.  . . des  fonctions  quelconques  de  ac  : si  x 
prend  l'accroissement  dx , ceux  que  prendront  . . 

seront 


dy  = AAx  -f-  jBdjc1  -f-  etc. 
d z = .rif'dx  f Æ'dx’  -J-  etc. 
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et  ainsi  des  autres;  or  ; quel  que  soit  le  but  de  notre 
opération , i\y  doit  être  combiné  avec  dz , df,  ...  de 
manière  à former  une  équation  M = o.  Le  facteur 
commun  dx  pourra  être  omis  , en  sorte  que  les  pre- 
miers coefliciens  en  soient  seuls  exempts.  Mais  x y z. . . 
étant  maintenant  regardés  comme  des  termes  fixes , leurs 
accroissemens  dx  dy...  pourront  être  rendus  aussi  petits 
qu’on  voudra,  de  sorte  qu’en  faisant  dx  = o , l’équa- 
tion M = o devra  perdre  tous  les  termes  B , B'  , ... 
on  pourra'  donc  d’avance  dégager  le  calcul  de  ces  termes, 
et  dire  que  dj-  = Adx  , dz  — A'dx,  etc.  . les  autres 
termes  sont  négligés  comme  des  infiniment  petits  du  2'. 
ordre , expression  qui  sert  à éviter  une  circonlocution. 

A est  la  dérivée  que  nous  avons  désignée  par  y’  , 
et  que  nous  savons  trouver  , par  des  règles  sûres  , pour 

toute  fonction.  On  verra  aisément  que 

d ‘y  = dA.dx  = Àdx’ , et  que  d1^  est  infiniment  petit 
^sdu  second  ordre  . . . . , etc. 

706.  Soit  BM  = s un  arc  de  courbe  , les  coordon- 
nées de  M étant  x et  y ; enfin  y = fix  l’équation  de 
celte  courbe.  La  tangente  TM  sera  supposée  le  prolon- 
gement de  l’élément  infiniment  petit  MM'  de  la  courbe  ; 
ce  qui  revient  à dire  que  *la  corde  de  l’arc  MM'  — ds , 
pouvant  approcher  autant  qu’on  veut  de  MH , l’angle 


1 


ne  diffère  de  I JMQ 


it *' 
élit  y 


9 M’O 

* M’MQ , dont  la  tangente  = ^ ; 

que  d’une  quantité  indéfiniment  petite.  En  résolvant  le 
triangle  M’ MQ , dont  les  côtés  sont  dx,  dy  et  ds,  on  a 
donc  (678) 

ta,ngr=ÿ3co,r  = ^,sm  F = 

dx  d$  dj 

Puisque  l’arc  MM'  = s et  sa  corde  diffèrent  aussi  peu 
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qu’on  veut , la  longueur  de  l’hypothénuse  , ou.  . . . . 
^(dx1  + d_y’),  ne  Peut  difTérer  de  di  que  d’une  quan- 
tité du  a*,  ordre;  donc  (681) 


ds  = ^ ( dx*  -f-  <| ly’  ). 

Soit  t l’aire  CBMP  ; le  rectangle  indéfiniment  petit 
MPPQ  = jdx  , pourra  difTérer  aussi  peu  qu’on  voudra 
de  d<  ; donc  (68a) 

dr  =ydx. 


707.  Appliquons  ce  procédé  aux  coordonnées  polaires. 

Du  pôle  A pour  centre , décrivons  l’arc  MQ  par  le 

• „ , , MO  AM  MQ  r 

point  M (r,  t)  nous  aurons  — — =— ; — ou  = — : 

v mq  Am  dl  1 

donc  MQ  = rdl.  Menons  AT  perpendiculaire  sur  AM , 

et  la  tangente  TM'  qui  se  confond  avec  l’are , suivant 

l’élément  MM'  =dr  : or  les  triangles  semblables  MM'Q 


AT 


donc 


'Titra  j MQ  AT  rd* 

TMA  donnent  rrj--  = ou  -3— 

M’Q  AM  dr  r 

r’dt 

sous-tang.  AT  = — — . Dans  le  triangle  rectangle  TMA, 


on  a tang  TMA  = - , - — — : comme  n".  680. 

0 AM  dr 

De  plus  MM' * = MQ * M'Q ’ devient 

dr’  = r’dr  -J-  dr".  Enfin  l’aire  ABM  = r comprise  entre 
deux  rayons  vecteurs  a pour  différentielle  AMM'  qu’on 

peut  regarder  comme  égal  à AMQ  : or 

AMQ  = j AM  x MQ  ; d’où  dr  = £ r’dl , comme 
n°.  683.  . 

708.  Dans  sa  révolution  autour  de  Ax , CBMP  en- 
gendre un  corps  dont  le  volume  est  v et  l’aire  u ; or 
l’aire  MM'  décrit  la  différentielle  de  o,  qui  est  un  tronc 
de  cône,  et  = i MM'  (cir  Pii/-}-  cir  Pii/')  , ou  plutôt 
= MM'  x cir  PM  ; donc  du  = 2 » yds.  De  même  L’aire 
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MPPM'  engendre  la  différentielle  du  volume  v ; on 
peut  le  regarder  comme  égal  au  cylindre  décrit  par 
HJ  PP' Q = PP  x cercle  PM  : donc  dv  = *ydx.  Cela 
est  conforme  au  n®.  697. 

709.  Soit  la  surface  courbe  BD  dont  l’équation.  . . 
z — f(x  , y)  est  donnée  : lorsqu’on  fera  croître  x de  dx, 

le  volume  V = HIN  croîtra  de  MB  FR  = — dx.  Si  dans 

dx 

ce  résultat,  on  augmente  y de  dj,  le  volume  MB  croîtra  de 
à'V 

MCSP  — j-j — dxdy.  On  verra  de  même  que  l’atre 

d'U 

Mz  = U augmentera  de  MC  = -j— ^-.dxdy. 

Cela  posé,  1®.  le  plan  Mr/q,  parallèle  au  plan  xy , 
formera  .le  parallélipipède  MPSs  dont  le  volume  est 
zdxdy  : donc  d%V  ~ zdxdy , formule  qui  revient  à celle 
du  n®.  70  t. 

a®.  Le  plan  tangent  Mr's'q'  peut  être  supposé  con- 
fondu avec  la  surface  dans  l’étendue  de  MC  : et  comme 
(699)  la  base  PS  ou  dxdx  est  = MC  x cos  <*  dé- 
signant l’inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  x y,  on  a 

MG  — ss  dxdr  J ( 1 4-  »’  -f  q') , (694).  Donc 

COS  a 

d’I7  = dxd y v/  (*  + P'  + .7’  ) comme  n®.  703. 
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CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Intégration  df.s  fonctions  d'une  seule  variable. 


i.  Règles  fondamentales. 

710.  Lf.  calcul  intégral  a pour  but  de  remonter  des, 
fonctions  dérivées  à leurs  primitives  ; on  'y  'parvient  à 
l’aide  d'une  série  de  principes  et  de  transformations. 
l?o  11  r éviter  les  modifications  qu’elles  devroienl  faire 
éprouver  aux  formules,  en  vertu  des  divers  cliangcmcns 
de  variable  indépendante  (65b;,  nous  préférerons  l'em- 
ploi de  la  notation  de  Leibnitz.  Lorsqu'on  veut  marquer 
qu’on  doit  prendre  l’intégrale  d'une  fonction  , on  la  fait 
précéder  du  signe  f qu’on  prononce  Homme  : ainsi.  . . . 
ÿe-r 4-r1,  étant  la  dérivée  de  af-|-c  , on  écrira  dy  = ^'d.r, 
d’où  y—zj'fc'  d_r  x'  -f-  c. 

711.  Examinons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
foncti  >n:  primitives  Jx  et  Fx  d’une  tnéme  dérivée  y’ . 
Le  théorème  de  Taylor  donne 

J &ÆÊ)==J-*+fh+iyllh'  + 

J’Wfh) = Fx  hr' ■ h + y A’  -f- 

» K * 
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retranchant.,  on  trouve 

J (*  + h)  — F 'xfh)  zxfx  — Fx. 

Il  faut  donc  que  fx — Fx  n’éprouve  aucun  changement  , 
quelque  valeur  que  prenne  a-  ; ainsi  fx  — Fx  est  indé- 
pendant de  x , d’où  fx  = Fx  C , C désignant  une 
constante.  Donc  toutes  les  fonctions  primitives  qui  ont 
même  dérivée , ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  valeur 
du  terme  constant.  Si  donc  on  ajoute  une  constante  ar- 
bitraire à toute  intégrale , elle  prendra  la  forme  la  plus 
générale ' dont  elle  soit  susceptible. 

712.  En  renversant  les  règles  principales  du  calcul  des 
dérivations  , on  trouvera  autant,  de  règles  du  calcul  in- 
tégral. Il  sera  facile  d’en  conclure  que  , 

I.  L’intégrale  d'un  polynôme  eSt  la  somme  des  inté- 
grales de  ses  divers  termes  : on  conserve  à chaque  terme 
son  signe  et  son  coefficient  (629). 

II.  Pour  intégrer  t" dz,  il  Jaut  augmenter  l'exposant 
n d’une  unité , supprimer  le  facteur  dz  , et  diviser  par 
l'exposant  ainsi  augmenté , (635)  ; ou 


Azn+' 

f A z"dzz=  — (-  C. 

J n-|-  r « 

■ » Aie 

Pareillement  Az~n<lzt  ou  — — , a pour  intégrale.... 

^2’* — n-+-i 

ou  — ; . Ainsi  lorsque  la  variable 

— n-f-r  (n—  i)z"-‘  ' 

est  au  dénominateur , on  prend  la  fraction  en  signe  con- 
traire; on  diminue  l’exposant  de  la  variable  d’une  unité, 
et  on  la  multiplie  par  cet  exposant  ainsi  diminué. 

Ces  règles  s’appliquent  aussi  aux  fonctions  qu’on  peut 
ramene:  à z” dz.  Pour  axn~',d.v  (èf-cxf)"’ , on  remarque 
que  la  différentielle  de  -b-^cxn  est  ncxn~‘.  dj^;  on  peut 
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préparer  le  1".  facteur  ax*“'  de  manière  à le  mettre  sous 
cette  forme,  puisqu'il  n’en  diffère  que  par  le  facteur  cons- 
tant ne , et  on  aura 

— x ncx*~' dx  (b  -4-  cx”)m  = — rmdf , 
ne  ni/  nc 

en  faisant  i-}-ex“=z.  On  a donc  pour  intégrale 

a 

— -, es  ou  — ;■  r— c (6  + c*")"4-  -f  C.  La  trans- 

nc(m-l-i)  ne  (m  4-1) 

formation  qui  a introduit  z n’étoit  même  pas  nécessaire , 
et  il  conviendra  à l’avenir  de  l’éviter , parce  qu’elle  fait 
languir  les  calculs.  • 

De  même  fG  (4*’+  3)  xdx  = i -j-  C. 

III.  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  npp  — 1 , 
puisqu’on  trouve  fz~'dz  — oo  ; mais  cela  vient  de  ce  que 
l’intégrale  appartient  à une  autre  espèce  de  fonction.  On 

/'dz 

— = log  z -+ -c,  et  plus  générale- 
ment 

dx  . „ „ 

= log  (o  + r)  ~bC. 


f. 


a-\-z 

I 

Donc  toute  fraction  dont  le  numérateur  est  la  différen- 
tielle du  dénominateur  a pour  intégrale  le  logarithme 
du  dénominateur.  Dans  ce  cas , nous  mettrons  à l’avenir, 
pour  la  commodité  des -calculs,  la  constante  arbitraire 
sous  la  forme  log  C. 

_ . . 5x’dx  . 

Pour  intégrer  ~ -,  ^ ■ , je  remarque  qn  au  facteur  cons- 
tant près  5 , cette  fraction  rentre  dans  la  règle  pré- 
cédente ; je  la  prépare  donc  ainsi 

’5  ■**’'*  5l.6tCC3^+7)l- 


A 


ta 


« 
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IV.  Toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  un  radical 
carré , et  dont  le  numérateur  est  la  différetUielle  de  la 

Jonction  que  ce  radical  affecte  , a pour  intégrale  le  double 

de  ce  radical  (636)  , ou  /£=*'+* 

V.  Une  des  règles  les  plus  importantes  à considérer, 
est  celle  de  l’intégration  par  parties  ; voici  en  quoi  elle 
consiste.  On  a vu  (63o)  que  d (ut)  =wdl-|-<du ; donc,  en 
intégrant, 

ut  = fuit  -+- ftiu 
et  fuit  — ut  — ftiu  ; 


ainsi , en  décomposant  une  différentielle  proposée  en  deux 
facteurs  dont  l’un  soit  directement  intégrable , il  faudra 
intégrer  en  regardant  l'autre  facteur  comme  constant  ; 
mais  on  devra  retrancher  ensuite  l’intégrale  de  la  quan- 
tité qu’on  obtient , en  difjérentiant  ce  résultat , par  rap- 
port à la  seule  Jonction  qu’on  a prise  pour  constante. 

Ainsi,  pour  intégrer  log  * iLr,  je  regarde  dx  comme 
seule  variable,  et  j’ai  x log  x ; je  différentie  ce  résultat 
par  rapport  à log  x seul , et  j’ai 

J log  i dx=:i  log  x — fx.  — —x  log  x — a:  -f-  C. 

X 

Cette  règle  offre  l’avantage  de  faire  dépendre  l’inté- 
grale cherchée  d’une  autre  ; et  , l’adresse  de  ce  genre 
de  calci|l  consiste  à faire  la  décomposition  , de  sorte 
que  cette  dernière  soit  moins  compliquée  que  la  pro- 
posé?. 

VI.  La  règle  du  n”.  65a  donne,  le  rayon  étant  un. 
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/;7(rb)  =are  î”"=2>  + c 

r/’  — «1*  „ 

/— : = arc  (cos=r)  4-  C 

y v/(i— n 

/*  dz 

— pp-  = arc  (tang=z)  + C. 

On  pourroit  aussi  supposer  le  rayon  = r,  et  on  auroit 

— =arc  (sin=z)  -4-  C. 

/(r»— z’) 

Pour  obtenir  C , on  divisera  haut  et  bas  par  a, 

J * + *-’  1 

et  on  aura 

dz  , * , 

m - — m -m  / a at 

a i-f-  — o r 6 i-W* 

a 

en  faisant =(’.  Donc— — — arc  (tang  = /)  est  l’inté- 

a y (cro) 

gralc  cherchée  , le  rayon  étant  un  ; d’où 

f n’^‘  - — -y---  • arc  ^tangzzrzl/  — \-f  C. 

,/  a -\-bz'  \/(a4)  \ ' o J 

/ 

On  trouve  de  même 

/v'^-fc-rT?  •»»(«" =v  »") + c- 

Le  calcul  différentiel  pourroit  fournir  encore  d’autres 
règles,  mais  nous  n’y  aurons  pas  égard  présentement. 

2.  Des  Fractions  rationnelles. 

» 

7i3.  Nous  avpns  donné  (55g)  des  procédés  généraux 

N 

pour  décomposer  toute  fraction  rationnelle  — en  d’au- 
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très  . dont  la  forme  soit  l’une  des  suivantes  : 

A A 

x — a ’ (x — a'f 

Ax-j-B  Ax  -f-  J? 

x'+px+q’  (x’-f^x-f  y)"  ’ 

■Ai  B iP i Çi  b étant  des  constantes,  et  les  facteurs  de 

x'+px  + q étant  imaginaires.  Il  s’agit  donc  de  donner 

des  règles  pour  remonter  de  ces  fractions  aux  expressions 

dont  elles  sont  les  dérivées.  Remarquons  que  dans  les 

deux  dernières , si  on  fait  disparoitre  le  terme  px , par 

la  transformation  x=r £-~-~p  , puis  si  on  faitS’xny Lp*f 

quantité  positive  par  supposition , on  a simplement 

* • 

Az  + B'  # Az  + B' 

*‘+r  et 

Ier.  CAS.  L’intégrale  de  -j^îf  est  log  (x— a)  -f.  log  e, 

ou  log  c (x — a ).  Par  exemple  , on  a vu  (56o,  a°.  ) que 

d-r  i / dx  d.c  \ 

a * — **  aa  \a  -f-  x a — x)  ’ 

d°nt  ~zâ  — log  (a  — *)  + loge}  est  l’inté- 


grale; d’où  rJfL.^jL  i„g 

/a* — x*  2 a b a — 

™ * C2 — 4*0  dx  2i\x  2dx 

x’ — x — a 2 — x x-f-t 

grale  —a  log  (x — a)  — a log  (x-ft)-f-  log  c,  ou 

log  7— T 


a pour  inté- 


(x' X— 2)’" 


Alix 


11*.  Cas.  La  fraction  — — a pour  intégrale 


xa 


s 


* 
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(rccle  II)  . Par  exemple  (56o,  6°.) 

v ° ' (71  — i)  x — a;”—  v ' ’ ' 

x'-f-x’-f-2  , adx  dx  ?dx  |dx  £dx 

— (IX  — -f~ — — — — 

x5— ax'-j-x  x (x— 1/  x-i  (x-J-i)*  x 4*  > 

donne  pour  intégrale 

alogx  — j|og(x— i)  + ^y^---^og(x+i)-f-c. 

III*.  Cas.  Pour  la  fraction  ^ 2 — Az , on  intègre  sc- 

*’+/5’  6 

, AzAz  Bdz  ..  . , | 

parement  — — et  -■  ^ — ; la  première  par  la  réglé  III , 

la  deuxième  par  celle  VI , n°.  713.  On  trouve 

/(Az-X-P>')Az  B / x\ 

Ainsi  on  décompose  J'  — en  (56o,  5°.) 

rh-à*  _ P\  (*-i)dx  . 

J * — « J -*’  + •*  + « ’ 

le  1".  terme  = ^ log  (x — t)  ; pour  le  3*.  on  fait  x=r— a, 

ce  qui  donne— ^ f 1W  «t 

= — Z lo8  (*’  + 4)  = — i log  \A*‘  + * + «)  î l’autre 
donne  j\/3  . arc  ^tang=-^7^.  Donc 

/^77=5{,<>g<*-0-logV/(*,+iE+i)4-\/3arc(ung=7il)j. 

Prenons  pour  second  exemple  (56o,  4®.) 

(x*— x-f-ildx  , dx  J (x-J- 1)  dx 

(X+l)  (x’-l-i)  t=i  X+J  *'  X’  + I * 
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c i)3 

l’intégrale  est  log  — * — i arc  (tang=x). 

y (a:3  -f*  t ) 

IVe.  Cas.  Il  s’agi  1 d'intégrer  une  série  de  fractions  de 
, (Ae+B)dz 

la  forme  — ; • , n étant  successivement  =2=1,2, 3... 


Pour  cela,  chacune  se  partage  en  deux, 
Bdr 


Azùz 


et... 


l*+rï 

et  donne 


(*  -MV 

La  ir*.  s’intégre  sur-le-champ  (règle  II)  (*)  , 
— A 


■ £_•'  : si  cependant  n = 1 , 


3 („_  ,) 

on  a Jdlng'z’+f). 

Bd  r ' l 

7 1 4-  Quant  à - ■ — , on  en  facilite  l’intégration 

z P,  esiBH  fj» 

en  la  faisant  dépendre  d’une  autre  plus  simple.  Pour  cela , 
K et  L étant  des  coefïicieus  indéterminés , on  sup- 
pose (**)  •(•••  si 

/'‘As  K i p IAc 

J JF+fiÿ  ~ (*’  + .sr-‘  +J  (T+iS-)— • ; 

pour  trouver  les  valeurs  de  K et  L , on  différent!.™ 
cette  équation;  puis  on  réduira  au  même  dénominateur 
(**  + 4’)",  et  on  aura 

. i—K  (r’  +4")  — 2 K (n  — 1)  z’-J-L  (*’4-/r>) 


(*)  Fn  faisant  z*  •+■  jl*  = t*  , la  fraction  devient  monome  , ou  a 

A de  — A 

- ■■ . dont  l'intégrale  est  “ -• 

f 2 l'y  t J 

( "*)  La  forme  de  cette  équation  est  légitimée  par  la  suite  dn 
calcul , qui  conduit  à deux  équations  seulement  poür  trouver  AT  et  L . 
Cette  transformation  est  indiquée  par  l'Iiabitude  de  Fanal  tse  > qui  fait 
prévoir  que  le  résultat  ne  peut  contenir  que  des  tenues  de  deux 
especes , les  uns  en  z%  les  autres  consians. 
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d’où , comparant  terme  à terme  , on  tire 

K+L=*K  (n  — i),  ( K + L ) ; 

tirant  les  valeurs  de  K et  L , et  les  substituant,  on 
obtient  enfin 


/’  dr 

(F+Tÿ' 


2(n-i)ê'(z'+Fy-'  3. 


2n  — o 

Cn-0  £%/ (■ 


d z 


*’  + *V 


L’usage  de  cette  équation  est  facile  à concevoir.  On* 
a une  série  de  fractions  de  la  forme  f- — — : on 

J (*>+*>)" 

intégrera  d’abord  celle  où  n a la  plus  grande  valeur,  et 
notre  formule  la  remplacera  par  deux  termes,  l’un  in- 

/I  J j 

tégré,  et  l’autre  de  la  forme  / , qui  s’aiou- 

J&+PTT1 

tera  avec  la  fraction  suivante.  On  continuera  ainsi  jusqu’ù 
la  fraction  — • dont  l’intégrale  est  connue  (règle  VI). 

* ~V  & 

Soit , par  exemple , la  fraction 
(xé-f~ 2X3 3 x’-j-  3)  dx  ( — ax-f-i)dx  (ax-f-i)dx  dx 


x'-|— I 


(x3-)-l)3  ■ (x’+O3  ^ (x*+.) 

les  t,r*.  termes  de  chacune  donnent 

/— axdx  t f axd*  —i 

+ (**+.)■*  J (*’  + »)*"'  *’  + i ’’ 

quant  aux  seconds  termes  on  a , par  notre  formule  , 

f âx  __  x - ..s  r tlr 

J (x*+t)5  4(*’+0*  V (*’+«)• 

Or,  ce  dernier  terme  , joint  à celui^^^-— de  n<£re 

/>  dx 

; ; — r-  • mai*  on  a de  même 

4-  ') 


Fractions  rationneli.es. 


34* 


, rj±_ _ 7*  , r r . 

7 (*’+!)•  8(**  + 0 1/  x*  + i 

enfin , ajoutant  ce  terme  à intégrer  avec  la  3*.  fraction  , 
on  trouve 

i5  C dx  *5  ^ 

/ — — = — ■ arc  (tang=x). 

8 J x'+i  8 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  réunir  ces  diverses  parties , et 
on  a , pour  l’intégrale  de  la  fonction  proposée  , 

2 x -t.  — 5 — -J.  ^ arc  (tangtrs*)  + C. 

4(x,+i)*  + 8 (x’+t)  ^ 8 

En  opérant  de  même , on  trouvera  l’intégrale  de 
. Cette  fraction  a été  décom- 


(i  + x)  x’  (x*  4-  a)  (x’-f-  0* 
posée  (56o,  8».).  Les  seuls  termes  qui  peuvent  pré- 
senter quelqne  difficulté  , sont 

r i jzz-  dx  + r^fzzidx 


= e — y T~~r — r +i  H (**+0— *ire  (tang=x). 

fl  5.  Le  procédé  du  n°.  55q  , pour  déterminer  les  coef- 
ficiens  des  fractions  composantes,  étant  d’une  longueur 
rebutante,  on  préfère  le  suivant. 
i°.  Soit 

,Ar  A P 
U x — a 


\ 


+ ~tr 


équation  où  il  s’agit  de  déterminer  A sans  connoitre  P, 
et  où  il=5(x— o),  S n’ayant  pas  x— a pour  fac- 
teur. On  »’ 

N—AS-\-P  (x — «)  y •;  * .0  ï&ïû»  -, 
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et,  comme  celte  relation  doit  subsister  quel  que  soilx; 
faisons  x — a , et  désignons  par  n d et  s ce  que  de- 
viennent alors  A 1)  et  S ; nous  aurons 


ainsi 

donne 


n = As , d’où  A— 
1 A 


n 

B 


a ’ — x ’ a — x a-\-x 

i~A  (a-f-x)  -J-  B (a  — x). 

Faisant  tour-à-lour  x=a,  et  x^ — a,  on  trouve. 


A=B=- 


La  dérivée  de  l’équation  D=S(x — à)  est  réduite  à 

d'—s,  lorsqu’on  fait  x=a;  ainsi  A=~. 

d' 

a".  Multiplions  par  (x  — a)’  l’cquation 


A 


B 


D (x — o)n  (x—  a)" 


+ 


h -ç-  j 

x — a o 

il  vient  Kz=A-\-B  (x — à)  + C (x — o)’  H 

A 

K désignant  — . En  faisant  x—o,  on  trouve...... 

«3 

A=K—  — ; 

s 

et , comme 


K — A-=B  (x  — a)  C (x — a)1  + • • •, 

le  icr.  membre  K-—A  doit  être  divisible  par  x— a , et 
h la  forme  K — A=.K,  (x — a);  donc 

. À',  =B  -f-  C (x — a) 

On  fera  de  nouveau  x=a,  et  on  déterminera  B— K,  j 
et  ainsi  de  suite. 
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On  peut  encore  employer  le  calcul  différentiel  avec 
avantage  ; car  on  a 

K —A+B(x-a)+  6'(x — o)’+  D(x— 

K' = B -f-aC(x — a)  -J-3Z)(x — a)*... 

K"—  slC  -4-6 D(x— o)  . . . 

etc.  . . 

en  faisant  x = a , on  obtient 

A = k B = k’  C = ±k",  D = 1 A'", . . 

Soit  par  exemple  (fiGo,  6“.) 

^ + ■» 1 + 3 __  A B _P 

x4 — ax3  + * (x  -(-  i)’  x + i+  .S 

d'où  J — " = A + B (x  H-  1)  + ^ (x  -f  i)a 

x ^x  — 1 y o 

3x’  -4-  3-T A < 3x’  — - 4 * “H  * ) n 

— -, - -<  = B + etc. 

x (x  — 1)’ 

faisant  x = — x , on  a Az=  — B = — J. 

3°.  Pour  l’équation 

N Ax  4-  B _P 
~1)  x’  -f-  px  -J-  7 S 

on  a Ar=  (Ax  -j-  B ) S -j-  P (*’  -\-px  -f-y) 

on  substituera  pour  x l’une  des  racines  imaginaires  de 
x’  + px  -(-9  = 0;  P disparoitra  , le  résultat  aura  deux 
sortes  de  termes  , les  uns  réels  , les  autres  imaginaires  ; et 
l’équation  se  partagera  en  deux  (494)  qui  ferout  connoitre 
A et  'B. 

_ . x Ax  -4 -B  P 

(x  — 1)  (x*  + x -j-  1)  X‘  -j-  X 4-  I S 

d’où  x = ( Ax  4-  B ) ( x — t)  -j-  P (x1  -}-  x -f-  j) 
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mais  s?  4*  x 4*  1 = 0 donne  x = — — 3;  donc 

en  substituant  on  trouve 


— a = — 6 B , 1=  — 2 A B,  d’où  — A — B = 
4*.  En  multipliant  par  (x’-f -px-\-q)"  l'équation 


JV 


Ax  + B 


. _ P 

})  (x'  + px  y (x'  + px  + y,"-*  5 

on  a AT  = Ax  -4-  B 4-  (A'x  4-  B'  ) ( x’  -f-  px  4-  <f  ) -f-  etc. 

K représentant  toujours  — — . Ce  casse  compose  des  deux 

précédens  , et  doit  être  traité  de  même.  On  substituera 
d’abord  l'une  des  racines  de  x’  4*  Px  4”  1 — 0 » et  li- 
quation K = Ax  4-  B , se  partagera  en  deux,  qui  servi- 
ront à déterminer  A et  B.  La  dérivée  de  notre  équation 
est 

K'  = A + ( A'x  4-  B')  (ax  4-  p ) 

en  omettant  les  termes  dont  x1  4-  px  4-  ? est.  facteur.  La 
rarine  imaginaire  de  x mise  ici  , on  aura  encore  deux 
équations  qui  donneront  A'  et  B' , etc. 

x’  — ax*  4-  x — 3 

l’onr  — ■ » , on  trouve 

(x'  — ax  4-  a)’ 

x3 — ax1  4- x — 3 = Ax  4-  B 4-  (■/É'x-^-.B')  (x*  — ax 4-  a) 

faisant  *=  1 4 \/ — 1 , on  trouve  A — — I , B = — 3; 
transposant  Ax  4-  B,  il  vient 

x1  — ax’  4-  ax  = (A'x  4-  B'  ) (x*  — ax  4-  a) 

dont  la  dérivée  est 


3x’  — 4x  4-  a=  ( A'x  4-  f>v  ) (ax  — 2)  4“  etc- 

et  faisant  de  nouveau  1 = 1 + ^ — 1 , on  obtient  enfin 
A’  x=  1,  B’  =xo.  La  fraction  proposée  équivaut  donc  à 
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x + 3 


r.  + 


(x*  2X  + 2)’  ‘ X’ 2X  -f-  2 

En  voici  encore  deux  exemples. 

/A’d-r  P J, j/(x — °)  (*’  — ax+0’) 

xa  — «®  3a';  * °°  V (x  + a)  (x’+ei-fa’) 

(“"6=  77?)  + 3 irc  (“"*  =' 77?)+C} 


v/3J,t 

f ?-*’’+ ^.■=iIjI=ict(  +c. 

J x* — 3x3 — ox'-f"7x-J-6  6V  x — 3 J’  x-f-i 

3.  Fonctions  irrationnelles. 

716.  II  suit  de  ce  qu’on  vient  de  voir,  qu’on  sait  in- 
tégrer toute  fonction  algébrique  rationnelle  , et  celles 
qu’on  peut  rendre  telles  par  des  transformations.  Voyons 
d’abord  les  radicaux  monomes.  Soit 
3 

x -f-  x y/x  -4-  x* 

■ j - ■ dx 

x -f-  t/* 

il  est  visible  qu’en  faisant  x — z6  les  irrationnalités  dis- 
paroîtront,  puisque  6 est  divisible  par  les  dénominateurs 
3 et  2 des  exposans  proposés. 

Par  là  on  aura  à intégrer 

z'i -f.  s"  _j_ -4  ~dz 

6dx.  — 1 = g"d.x -f-xdx — , 

x3-f-i  z3  + t 

ce  qui  n’offre  pas  de  difficulté. 


Pour 


dx,  on  fera  x = z7,  et  on  aur» 


2X*  dx 
z‘ — i 


= 2d Z -f* 


adx 


X’  — l 


Google 
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dont  l’inlégralc  est  ax  *f-  log  ( z — 1 ) 1°6  Cz  "f"  1 ) i ou 


a \/x  + log 


C (y/j  — O 

V X + 1 ! 


-i ’j.  Prenons  maintenant  une  fonction  quelconque 
affectée  du  radical  y (A  -f-  Bx  -f-  Cx')  ; on  dégage  il  a • 
bord  x * de  son  coefficient  C,  en  multipliant  et  ditisant 
par  y C.  11  se  présente  deux  cas , suivant  que  a:’  est 
positif  ou  négatif  (*). 

i*r.  cas.  Si  on  a y (a  -f-  bx  -f-  ae'),  on  fera 

\/(a  -\-bx-\-  x)  —x±z,  »u=z±x 
d'où  a + bx  t=  ± xxc  -f-  z' 

z ' — a 

la  valeur  de  x sera  rationnelle  = ■.  ■— — > 

b _f.  2-ï 


d'où 


dx  = 


3 {bz  -p-a  -t-g') 


d z 


(b  Up  ar)> 

puis  le  radical,  ou  x ±r,  sera  rationnel,  ainsi  que  la 

dx 


fonction  proposée. 

Soit , par  exemple  ,jL—^bx  + ^ 


; en  faisant  le 


radical  — z — * , il  devient  — i ct  *a  fonction 

, 2Z  -p  O 

proposée  se  change  en 


(*)  X désignant  une  fonction  rationnelle  de  x , on  aura  « intégicr 

— ou  X /(«+ii  + *'  ) Az  '■  C"  deux  eiprcs- 

y (a  ■+■  bx  + x'  ) ’ 

âiorn  « traitent  de  la  mime  manière.  On  pourroit  même  ramener 
l’une  à l’autre;  car  en  multipliant  cl  di lisant  celle-ci  par  le  radical , on  a 
Ji  ( a -fr*  bx  Hh  x*  ) dx 
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J, 


2<lr 
if  f ^ 


= log  (ax  -}-  £)  + const. 


donc 

donc 


f V (fi 


dx 


— =logc(x+iA+  V*+bx+x') 


/i-f-kt+x”) 

:-a) = log  c (r + 

Pour  intégrer  <1 \y  = dx  ^/(n>  -f  x’)  , on  fait 

v/ (a>  ■(■  •r’)  — * — x 1 d’où  dy  = xdx  — xdx 

ainsi  j = — £ x*  -f - f xdx  ; mettant  pour  dx  sa  valeur. . . 
dz 

~7  (a‘  + z')  ; puis  intégrant , on  a 


y = c + ¥*  V(a'  + x’)  + ï^’iog  {•*  + x/c°a  + *•)} 

, jj- 

Si  on  met  d}-  = — sous  la  forme. 


«!r  V— * = 


\/  0 — O 

dx 

on  a en  »ntégrant 


V (x*  — 1 ) 

J v/—  1 - 1°S  {x  + y'fx*  — 


mais  x — cos^-,  y/ (x’ — 1)  =^/— 1 .sinj-;  de  plus  c = o , 
puisque  x = 1 , doit  rendre  nul  : .on  retrouve  donc  la 
formule  (58o,  4°.  ) 


^■y  \/ — 1 ==  log  (cos  j-  il  y/ — 1 . sin y). 

718.  2'.  cas.  Si  on  a j/(  a 4.  bx  — x’),  la  méthode 
précédente  ne  peut  être  appliquée  sans  introduire  des 
imaginaires;  mais  remarquons  que  le  trinôme  <2 -J- bx — xx 
doit  avoir  ses  facteurs  réels,  puisque  sans  cela  il  seroit 
négatif  quel  que  fût  x (4y5).  Le  radical  étant  alors  ima- 
ginaire , il  faudroit  , comme  dans  l’exemple  précédent, 
mettre  y/ — 1 en  facteur  , puisqu’on  ne  doit  pas  espérer 
de  trouver  l’intégrale  réelle.  Ou  retombcroit  alors  sur  le 
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cas  qu’on  vient  de  traiter.  Soient  donc  • et  fi  les  deux 

racines  réelles  de  x'  — bx  — a = o , on  fera 


y/(o+bx  — **)=  V/(jr  — «)  (£— x)  =(x  — • ) z 

carrant  et  supprimant  le  facteur  commun  * — «,  on  a 
fi  — x = (x  — *)  r’  ; x et  dj  sont  donc  rationnels. 

Par  exemple  on  trouve 

./✓(.  + fa-*-)  = ' - 3 {“”«  “ 

f*  dx 

De  même  pour  / — , qu'on  sait  d'ailleurs  être 

s/v/  («—•*■) 

l’arc  dont  le  sinus  est  x , on  fera  (i  — x ) = C1  — *)  x» 


d’où 

enfin 


■ , dx  = 


4-rdi 


+ « C*‘  + 0* 

1 ad  z 


y’'  dx  zdz  . . , „ 

= / = c 4-  ï arc  ( tane  = z ) 

v/(«-0  /*■  + * 8 

ou  arc  (sin=x)  — — -w-J"  a arc  ^tang  = {î~^~xO 

Pour  dy  = dx  ^ (o*  — x’),  on  trouve 
8a’x’dx 

Jj”=ü+4Î 

fonction  rationnelle  facile  à intégrer. 

On  pourroit  appliquer  ce  procédé  au  Ier.  cas  , lorsque 
les  racines  de  x’  + bx  -f-  a — o , sont  réelles. 

719.  L’adresse  qu’on  acquiert  par  l’habitude  , indique 
les  transformations  les  plus  favorables.  Ainsi  on  pourra 
faire  dispanulre  le  second  terme  sous  le  radical  (boa) , 

ce  qui  le  mettra  sous  la  forme  [z'  ±0*)  ou 

V(o’  ±r'),  en  sorte  qu’on  aura  pour  termes  à intégrer 

z"‘dz  r™dsr 

V C-'^O  °u  V C"'  =£*  ’) 
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c’est  ce  qui  fera  bientôt  le  sujet  de  notre  attention  (724). 
Dans  ce  dernier  cas , on  pourra  chasser  aussi  l'irration- 
nalilé  en  faisant  y/  ( o’  ;£  z'  ) = a — uz,  parce  que  le 
carré  de  celte  équation  est  divisible  par  z , et  que  * et  dr 
•ont  rationnels 

a au  . b*  ±:  1 

z— , az  = 20 uh  . — . 

it‘  (u*  i)> 


C’est  ainsi  que 


dx 


, devient 


— dx 


^ (2  bx  — x ) y'  (4*  — **  ) 

faisant  x = b — z ; l’intcgrale  est  donc  (règle  VI) 

c -f-  arc  ^cos  = ou  c -f-  arc  ^cos  = ? ^ 

On  auroit  pu  aussi  terminer  'le  calcul  par  la  transfor- 
mation indiquée  ci-dessus  , ^ (ô1  — z *)  = b — uz  ; ce 

• . adu  % ^ 

qui  auroit  donné  ■ ■— ^ — , d’où  <? — 3 arc  (tangs=o) 

pour  intégrale. 

De  qtéœc  en  faisant  x = z • — a , dans 


djr: 


ad  j 


\/(  2ax  -f-  ■*’) 


qui  est  l’équation  de  la  Chaînette  , ( V . ma  Méca.  n*.  92) 

■V  odz  . . , i 

on  a dv  =:  — , d ou  on  tire 

y s=  a log  c jx  4-  a -f-  y/(sax  -f-  x*)}. 

' *>  ' ’ ’ ' * ' ' .1 

4-  Différentielles  binômes. 

720.  Proposons-nous  d’intégrer 

K x^dx  ( a 4-  bx*Y 

m,  n,  p étant  quelconques,  entiers  ou  fractionnaire*. 
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positifs  ou  négatifs  (*),  on  supposera 
z = a + bxn 

d’où  x = ^ — - — J : élevant  les  doux  membres  à la  puis- 
sance m -f-  1 , et  différentiant , il  viendra 

m 


"dx  = 


{z- a)  n 


dz 


nb 


en  substituant , la  fonction  proposée  devient 

m4>l 

K 


- (*  — «) 


zfdz 


n b 


■ Or  il  est  clair  que  si  l’exposant  de  z — a est  entier,  on  sait 
intégrer  la  fonction.  Si 


. m -f-  i 


= t , on  a zpdz  à intégrer  : 


. m + i , 

fi i est  positil  et  t=  n , on'  aura  une  suite  de 


monomes,  en  développant  (z  — a,l‘.zpdz:  enfin  si 

™ ' — i est  négatif  on  aura  une  fraction  rationnelle. 

Donc  toutes  les  fois  que  F exposant  de  x hors  du  binôme , 
augmenté  de  un , est  divisible  par  celui  de  x dans  le  binôme , 
on  sait  intégrer  la  fonction. 

Ce  cas  n’est  pas  le  seul  où  on  sache  intégrer  ; en 


(*)  On  pourroit  rendre  aisément  m et  « entiers  par  le  procédé  (716). 

Ainsi  x’  dx  ( a 4-  b. r’  )*,  en  faisant  x =r  x*  devient  6 z"  ds(o  4- 
Mais  cette  transformation  n'est  nullement  nécessaire  pour  ce  qui  r* 
4tre  dit 
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divisant  le  binotne  proposé  par  x"  et  multipliant  hors  du 
binôme  par  x"J',  on  a 

Kx",+nf  (6  -f  ajtr—y 

Or  en  reproduisant  ici  le  théorème  précédent , il  est  clair 

• . ii  , m -f-  np  4-  « 

que  celte  expression  sera  intégrable  quand  ■ 

ou  plutôt  quand  — i—  -f-  p sera  entier.  Ainsi  lorsque  la 

condition  indiquée  précédemment  ne  sera  pas  remplie, 

on  ajoutera  p au  résultat  fractionnaire  obtenu  m ‘ , 

n 

et  si  la  somme  est  entière  , la  fonction  sera  intégrable 
par  cette  voie. 

721.  Nous  ferons  remarquer  que  si  p est  fractionnaire 
(et  ce  cas  est  le  plus  important,  puisque  sans  cela  on 
n'auroit  à intégrer  qu’une  suite  de  monomes) , en  sup- 
posant que  q est  le  dénominateur  de  p , il  sera  plus 
facile  de  faire  le  calcul , en  faisant  a -|-  bxn  = zi. 

On  demande,  par  exemple,  d’intégrer 

s 

x- 'dx  (a  -(-  x3)  3 

m-|-l , 

— est  ici  — j ; mais  si  on  ajoute  — 5 , on  trouve  — a ; 

il  faut  donc  pour  intégrer  , multiplier  et  diviser  par 

(x’)— a ou  x-3  et  on  a 

X~ idx  ( 1 -f-  ax~3  )~  s . 

(x1  — r \“  ï 
J ; puis  éle- 
vant à la  puissance  — G et  différentiant , on  trouve  x~rdx; 
d’où 

- (t—-3)dr 


by  Google 
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dont  l’in  légrale  est  — — (z  -J-  j z~ ')=c ' ~T  ~ ~a 

2a,xy'  (a:’  -f-  a)* 

I 

De  même  x3dx  ( a » + x’)  3 deviendra  f dz  (zfi — a’x5), 
en  faisant  n’  -j-  x’  = z's  ; on  conclura  pour  l’intégrale  de 

la  proposée  & y '(«’  + *’)♦  (4f*  — 3a’)  + c. 

722.  Lorsque  les  conditions  d’intégrabilité  ne  sont  pas 
remplies,  011  cherche  à faire  dépendre  l’intégrale  deman- 
dée d’une  autre  qui  soit  plus  facile  à obtenir  : c’est  ce 
qn’on  fait  à l’aide  de  l’intégration  par  parties  .(712,  V). 
Intégrons  donc  x'^dx.^f,  en  supposant  d’abord  z constant, 
nous  aurons 


f xmàx  ,zP=  ■ 


r 


ZP 


m -J- 1 m -j-  1 


d’où  f xmdx.zP= 


Xm+'zP 


nbp 


m -j- 1 m -j-  1 


.fzr-'xm+'  d z 


J x""*"'dx . zP—'...  (1) 


à cause  de  z~  a bxn  et  d z z=  nbxn—'  dx.  Mais... 
zP  = Zf-'Z  = ZP-'  ( a 4-  bx")  ; donc 

f x"’Ax.zp  —a  fxmdx.zP~'  4 -bf  zP—‘x"+adx... (a) 

égalant  les  valeurs  (t)  et  (2),  on  trouve 

b {m-\-i~{-np)  f zP-'x"'+ndx=zxm+'  zP-a  'pi-j-t)  fzP—'xm dx...(3) 

changeons p — t rn/ietm^-n  enm,  nous  aurons 

rm_„+,r^+1  — afm  — n 1 | )fxm-nzrdx 

J xmdx.zP= ...L-f) 

b (1724-14-/»/?)  1 

en  mettant  pour  le  dernier  terme  de  l’équation  (2)  sa 
valeur  que  donne  celle  (3),  on  obtient 

zPxm+'  4-  anp  f xmdx  . zP~'  , 

/ x’ndxzP— — — LL ...  lÿ) 

m -p-t  -j-  np 
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723.  Voisi  l’usage  de  ces  diverses  formules  dans  les- 
quelles 

* = a -f-  bx*. 

1°.  L’équation  A fait  dépendre  l’intégrale  de  x"dx . zr 
de  celle  de  xm—"z’’ dx  : elle  sert  à diminuer  l’exposant  de 
x hors  du  binôme  de  n unités  par  une  i‘*.  opération,  puis 
celle-ci  de  n,  par  une  a*. , etc.;  en  sorte  que  l’intégrale 
proposée  dépendra  de  celle  de  xr”~ ‘"xfdx,  » étant  un 
nombre  entier  positif. 

a°.  La  formule  B sert  au  contraire  à diminuer  l’expo- 
sant p du  binôme,  de  1,2,  3 ...  » unités. 

3*.  Ln  résolvant  les  équations  A et  B par  rapport  au 
terme  à intégrer  du  3*.  membre , on  obtient,  en  changeant 
m — n en  m dans  A et  p — 1 en  p dans  B, 


,p_^'^'-‘b'm  + np+n+l)fx^ePdx 

f~A,  ^_-^'^-'+^+>y+»+oy^dx2^ 

, *n[p+i) 

Ces  formules  servent  an  contraire  k augmenter  les  expo— • 
sans  de  x hors  du  binôme  et  celui  du  binôme,  ce  qui 
*st  utile  lorsque  l’un  ou  l’autre  est  négatif. 

4°.  On  pourra  donc  remarquer  la  loi  des  exposans  d* 
* dans  le  résultat  d’une  intégration  , proposée.  Ainsi  pour 

-,  il  sera  facile  de  voir  que  le  résultat  a la 

yCi— x*j  * 

forme  ( Ax1*  -f.  Bx ’ C’)  \/(i  On  évitera  donc 

si  on  veut  l’usage  assez  pénible  de  nos  formules,  en  éga- 
lant les  différentielles  de  ces  quantités,  comparant  en- 
suite terme  h terme , comme  dans  la  méthode  des  coef- 
ficiens  indéterminés  (714)  » ce  qui  fera  connoître  ABC. 
734.  Nous  donnerons  ici  un  procédé  d’intégration  qui 
a.  a3 
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est  remarquable  par  sa  simplicité  et  par  les  nombreuse* 
circonstances  où  il  peut  être  appliqué.  Diflerentions  U 
fonction  ’ V ( i — *’)  ; nous  aurons 

multiplions  et  divisons  le  i".  terme  de  cette  différen- 
tielle, par  ^ (t  — x')  >1  viendra 

x"~’dx  nx"dx  . 

a { -*•)}=("-  o v * 

enfin  intégrant  et  transposant,  on  a 

/>  xndx  _ *--y  O— *')  , » f x"-»dx  lE^ 

^(l_X’)“  n + «7 

En  appliquant  le  même  genre  de  calcul  à x"~V (x’±i), 
on  trouve 

y’  *"d*  x"— ‘v/  (x*  — 0 — »-  1 rxn~,Ax  t as 

^(x’rt  i)  « ^ n J V(x*3:i)" 

1 t 

Ces  formules  servent  à intégrer  toute  fonction  affectée 
du  radical  ^ {A  -{-  Bx  -f-  Cx’  ) , puisqu  on  peut  la  ra  — 
zndz  z" dr 

mener  à la  forme  ^ ^ (7‘9)-  H 

fest  même  facile,  en  divisant  haut  et  bas  par  a,  de 
changer  le  radical  en  I £ J‘)  ou  VC1*—  1 '* 
les  expressions  E et  F serviront  à faire  dépendre,  en 
dernière  analyse,  l’intégrale  cherchée  de 

I i • . • * * / 

f'  x^x  ou  fL-flÈf— si  n est  impair, 

J y/{*'±Ù  r P 

fl.,  d~. — ou  C-r— si  n Pair- 

J v («-*•) 


.»  'Z- 
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Les  deux  i"*.  rentrent  dans  la  règle  iV,  n°.  71a;  la  3*. 
a été  donnée  7175  la  4*-  est  l'arc  ( sin  =s  x). 

Par  exemple , on  a 

y»  x5dx  /■  x’  , 

= - ( t + ri) + * 


/; 


x’dx 


_ — ix  v^(i  — **)  + ! arc(sin  = x)-pr 

Vi1-*)  > . 1 I <.1  ,(  ri  • \ 

y'  x<dx 

x/(l— X»)  ~ 

725.  Cependant  si  l’exposant  n étoit  négatif , oh  ne 
•ourroit  plus  appliquer  les  formules  EelF  ; mais  en  fàisctht 

et..  | *{•'•>  ■.  > , 'i-iiii,'  •*.  '1  . 

x = — , on  trouve 

Jr  * " ■ J:i  : . . * 

a i dx 


"—cl* 


x"  ( r — • x’  ) 
dx 


y/C*’-«) 

dz 


■ -f, 


x"  y^  (x*  — I ; 

On  pourroit  aussi  intégrer  directement  ces  formules  par 
un  calcul  semblable  à celui  ci-dessus  ; car  en  différen— 
liant  x"+l  x’j,  etc.,  on  trouve  \ 

/"*  dx  -V/fi-x’)  n — 2 /" 

~j  ( 1 — x*)  (n — i;x"—  n—ijxn~'^/{i — i1)' 


dx 


(G) 


formule  dont  l’usage  est  facile  à concevoir.  On  a d’ailleurs 
dx  , ( 1 -fv/'1 


J- 


-W{ 


J xy/  (1 
(718).  On  trouvera  de  même 


/*  aràx  x*— (2»i-t)«/’±m-,dx 

/ —, 7 v aux — x1  -( / ...  (/fi 

/ y(2«x-x*)  m * t n»  0/  y^anx-x’;  v y 


L 
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5.  Des  Fonctions  exponentielles. 

726.  Il  suit  des  règles  de  la  différentiation  (647)  que 


f1 


a'dx  = 


loga' 


On  saura  donc  intégrer  deux  des  cas  particuliers  que 
peuvent  présenter  les  exponentielles. 

1».  Si  r =/(.  ox  ) , la  fonction  za*àx,  en  faisant  a*  ss  k, 

log  u . . . 

deviendra  F (u)  du , à cause  de  x = • Ainsi.  . . 


azàx 


■ sera  changée  en  r— ^ — . 


du 


V(i  + 0 0 iogfl’V(*+“"J 

2”.  En  différentiant  ze*,  on  a exdjc  (z  -j-  z')\  en  sorte 
que  toute  fonction  exponentielle,  pour  laquelle  le  facteur 
de  erd.r  est  formé  de  deux  parties , dont  l’une  est  la  dérivée 
de  l’autre,  sera  facile  à intégrer.  Par  exemple, 

fe* dx  ( 3 x'  -f-  *3  — 1 ) r=  (x*  — x ) e*. 

ezxàx 


De  même 


”'/(T 


+ *)’ 


en  faisant  1 -if-  x = X se  ira  ns— 


‘--yrÇf- 

727.  Mais  flans  tout  autre  cas  on  devra  recourir  à In- 
tégration par  parties  (règle  V,  n*.  71a)-  Par  exemple, 
pour  x’ilx.a* , on  regardera  d’abord  ar"  confrtne  constant , 


et  on  aura 


/i.dx.a,=fl£l_  " fa-xr-ix; 

J loga  logo  J 

en  traitant  de  même  axx^—'dx , et  ainsi  de  suite,  de 
proche  en  proche  , 


ou  aura 


Fonctioxs  exponentif.ii.es. 


/ xn  BX"-'  , 

"dxsirW 1 1- 

\Iogo  log’ a 


n(n- i)x"~'  1.2. 3 ...n\ 


i±±li\+  , 


\Ioga  log’ a log*  a log-^'a 

Il  est  évident  que  le  même  calcul  s’appliquera  à za'ôx, 
z étant  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x.  Ainsi 


f°-ix =^i~f 


a*z'  dx 


728.  Mais  si  V exposant  n est  négatif , en  réfléchissant 
sur  l’esprit  de  la  méthode  qui  vient  d’étre  employée  , 
on  verra  qu’il  faudrait  au  contraire  faire  croître  succes- 
sivement l’exposant  de  x.  On  intégrera  donc  en  regar- 
dant d’abord  aT  comme  constant  , et  il  viendra 

/a*dx  — ar  log  a a1  dx 

x*  (n — .)*— + n — 1 J x*— ' ’ 

en  faisant  ici  le  même  raisonnement  , on  réduira  la 
fonction  à la  forme 


/«Tdx — a’  / i log  a 

xn  n — i \x"~‘  (/»  -a;x"“’  ~^(n- 


a)(n- 


^ , lor-«  r 

•s)x/  ~ 2.3..  . n — î ~)J 


I • 2 • 3. • • (a  ■ 


mais  ici  on  ne  peut  ponsser  plus  loin  le  calcul , parce 
qu’il  faudrait  ci-dessus  faire  n — i , et  qu’on  trou- 
verait l’infini  ; langage  dont  l’algèbre  se  sert  pour  in- 
diquer qu’il  y a absurdité.  L’intégrale  f* - — ^ a long- 

,/  x ». 

tems  exercé  les  analystes , et  on  est  forcé  de  la  regar- 
der comme  une  transcendante  d'une  espèce  particu- 
lière , qui  ne  peut  dépendre  des  arcs  de  cercle  ni  des 
logarithmes.  A défaut  de  méthode  rigoureuse  , on  em- 
• ploie  les  séries  ; on  a (647) 
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Caicox.  intégrai. 


a”  r log’o  . log5« 

-=T+logo  + -_x  + ^x-+. 


Multipliant  par  dx  et  intégrant  chaque  terme , il  vient 


= log  x-\-x  log  a 


x’iog’a  x3  log5  a 
a. a +XI73_  + 


•••  + *• 


739.  Si  n étoit  fractionnaire , l’une  ou  l’autre  des  mé- 
thodes précédentes  servirait  A réduire  l’exposant  de  x à 
être  compris  entre  o et  1 ou  — 1 , et  le  développement 
en  série  (728,  7^3)  servirait  ensuite  A donner  par  ap- 
proximation l’intégrale  cherchée. 

Tout  ce  qu’on  a dit  ici  peut  également  s’appliquer  A 
za'àx , lorsque  t est  une  fonction  quelconque  algé- 
brique de  x. 


6.  Des  Fonctions  logarithmiques. 


73o.  Proposons-nous  d'intégrer  zdx.  log"x,  t étant  une 
fonction  quelconque  algébrique  de  x. 

Si  n est  entier  et  positif , on  intégrera  par  parties  ei* 
regardant  d’abord  log"r  comme  constant,  il  viendra 

dx 

Jzàx  log"x  = log"x/rdx  — nf  log"- 'x  . — ftax  , 

et  comme  fzAx  est  supposée  connue  par  les  priqeipes 
antérieurs , on  voit  que  l’intégration  proposée  est  ré- 
duite à celle  d’une  fonction  de  même  forme  , où  l’ex- 
posant du  logarithme  est  moindre.  Le  même  calcul 
appliqué  à celle-ci , et  de  proche  en  proche,  aux  sui- 
vantes , achèvera  l’intégration. 

Vins!  pour  xm  Iog'x.dx,  on  a 
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log^x — 
log'—'x- 


n 

m -f-  i 
n — i 

m-H 


yiogn~,x.x'"A* 

■ /logn- ’x.x-dx 


» 


et  ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  résultats  successifs , 
on  trouvera 


/^iog-«.d«=wiîeL-îÿ£ , 

V'1+I  (m-ft)* 


x «(n-i)log*~’x 


(«+0* 


73t.  Mais  si  n est  entier  et  négatif,  on  verra  comme 
précédemment  (728)  que  pour  faire  croître  au  contraire 
t’exposant  du  logarithme,  il  faut  dans  l'intégration  par 
parties,  prendre  d’abord  g constant  dans /zdx  log'Vr.  Pour 
cela  comme 


log"^"x 

7+T  ’ 


on  partagera  rdx.log"x  en  ces  deux  facteurs  zx , et.  . . 

dx  x 

— .log"x,  d’où  on  tirera 

formule  qui  remplit  visiblement  le  but  qu’on  veut  at- 
teindre. Mais  pour  mieux  voir  la  nature  des  obstacles 

/iTm(I.Tr 

- — , on  aura 

/x"dx  — i"+l  . Tri  — f-  r fxmtlx 

log"x  (n- i;log"— ’x  n — 1 J log'“~'x  * 

et  opérant  de  même  sur  ce  dimier  terme,  etc.,  puis 
réunissant  ces  divers  résultats  ; on  aura 
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f 


xmdx 


Ar"'4'1 


log-J? 

(W>  + l)»  I 
(i»-a;  ,«-3/  log"- *x 


n — i 


;{ 


« . 

logn_lx  'a  — 2 ' log" 

. > ■ (”»  + »)—  r 

1 ) + I 


^7T  + 


x'-dx 
log  a?  ‘ 


Nous  sommes  obligés  de  nous  arrêter  ici  ; car  nous  ne- 
pourrions  prendre  n — ï,  dans  notre  formule,  sans  y 
introduire  l'infini.  Mais  faisons 


x’"4-1  = d’où  (m  -f-  i)  x“dx  = d s. 


11  vient 


xmdx  dr  e*du 
log  x log  z u ’ 


en  posant  log  e = u.  On  reproduit  donc  ici  la  fonction! 
du  n”.  728 , qu’on  ne  sait  intégrer  que  par  séries. 

73a.  Lorsque  n est  fractionnaire  , soit  positif , soit 
négatif,  l’une  ou  l’autre  de  ces  formules  ramène  l’in- 
tégrale de  rdx.log"dx,  à celle  d’une  fonction  de  même 
forme,  n étant  compris  entre  1 et  — 1.  Après  quoi  il 
faut  recourir  au  développement  en  séries  (738,  743)- 


7.  Des  Fonctions  circulaires. 


qiX.  S’il  entre  des  arcs  dans  une  fonction,  pour  l’in- 
tégrer , on  remarquera  que  la  différentielle  de  ces  arcs 
est  algébrique , et  que  pâr  Conséquent  si  on  pratique 
Fintégratiorr  par  parties,  en  regardant  ces  arcs  d’abord, 
comme  rrfnstans  fq  12,  règle  V),  la-  fonction  proposée  et* 
sera  exempte.  Ainsi  , z étant  une  fonction  de  x,  on  a.- 


/xdx.arc  (sin  s 
De  même  on 
/xdx.arc  ( tang  — 


ej  arc  (sin  = x)fzix 


trouvera 


; t ss=  arc  (tang  = x)  jzàx  —jf — 


dx./rdx- 
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734-  Mais  lorsque  les  fonctions  renferment  des  lignes 
trigonométriques,  il  y a plusieurs  manières  de  les  in- 
tégrer, qui  offrent,  tantôt  plus,  tantôt  moins  d’avan- 
tages. Nous  allons  exposer  les  principales. 

1"*.  méthode.  On  peut  toujours  ramener  ces  fonctions 
«rx  différentielles  binômes,  en  faisant  sin  * ou  cas  X—Z. 
En  effet , soit 


dx 


sin  x s=  K , cos  x = »/(  i — g'  ) , dr  = — , 

d’où  sin"x.  cos®xdL*=  x"dx.l/(i — x’)”- 


1°.  Si  n est  impair  , le  radical  disparoit. 

a’.  Si  m est  impair,  la  i™.  condition  d’intégrabilité  (yao) 

est  remplie  , puisque  j ( m -f-  i ) est  entier. 

3*.  Si  m et  b sont  pairs,  la  a*,  condition  (710)  est  satis- 

, . . m -j-  n 

laite,  puisque est  entier. 

On  trouvera  par  exemple 


f sin *x.  cos’xdx  — f t*dz  (1  — x’)  = J sin** — t sin7x-f-  e 
fi in’xdx  b=  — 3 cos  x (3  — cos’x  ) -f-  e 

/sin1*dx=^  =-i(s»n5ar4-^inx)cosx+~--+-tf* 

735.  11*.  méthode.  Il  suit  du  n®.  65i,  3°,  que 
fidx.cos  kx  s=  sin  kx  -f-  e 

/"dx.sin Ax= — j- cos  Ix  +<: 
k 

■ «. 

or  , ôn  a appris  , n®.  586  , à développer  tonte  pnîssauc# 

de  sin  x et  cos  x en  séries , suivant  les  multiples  de  l’arc  x ; 


ydxsin' 


/dxsin1 


./dxsin' 


S6a  Calcul  intégral. 

on  aura  donc  A intégrer  une  suite  de  termes  de  la-  , 
forme  ci-dessus.  Par  exemple  , > 

/cossx.dx  =7X75  cos5x  -f-  cos  3 x + § cos  x ) dx 
s=  -j-  sin  5 x + & sin  3 x + | sin  x + c. 

On  emploie  souvent  cette  méthode , parce  que  quand  on 
veut  obtenir  des  solutions  numériques , ce  qui  est  le  cas 
le  plus  ordinaire  , il  faut  préférer  les  sinus  et  cosinus 
des  multiples  des  arcs  , aux  puissances  de  ces  lignes. 

736.  III".  méthode.  Les  formules  ( I,  58o  ) serviront  aussi 
à traduire  en  exponentielles  les  sinus  , cosinus... , ce  qui 
ramènera  l’intégrale  de  ceux-ci  à celle  des  premières  (736}. 

737.  La  IVe.  méthode  consiste  dans  l’intégration  par 

parties.  Comme  — dx  sin  x est  la  différentielle  de  cos  x, 

décomposons  le  produit  sinmx.cos"x.dx  , en 

dx.sin  x.cos"x  x sin1"- 'x  ; le  ier.  facteur  ayant  pour 

, cos"+»x  . 

intégrale , on  obtient 

n + 1 


• sin'"- 'x  m — 1 „ . 

"xcos"xï= cos°+,x4-  /cos"+,xsin""~,x.dx. 

”+» 

mettons  pour  eosl,',',x , sa  valeur  cos”x.cos’x  ou.  . . . 
cos"x  ( 1 — sin1  x);  transposant,  il  vient 

sin’"~'x.cos"+lx  m — 1 „ „ ,, 

’x.cos’x^» : 1 ydx.sin'"-"  x.cos"x...(*j 


1 + n 


m —J — /a 


En  opérant  par  rapport  au  cosinus  de  la  même  ma- 
nière que  nous  venons  de  te  faire  pour  le  sinus  , on  aura 

sin"+,xcos"~ ’x  n — 1 ... 

’x.cos"x=-— /Jx.sin',x.cos”— !x...(A) 

771  + 71  ~771  + 71J  ' 

L’une  de  ces  formules  abaisse  l’exposant  du  sinus,  l’autr» 
remplit  le  même  but  pour  le  cosinus  ; leur  usage  com- 
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biné  et  successif  donne  l’intégrale  lorsque  m et  n sqnt 
entiers  et  positifs.  Par  exemple  , on  a 


fàx  sin3*  cos’x  = — j sin’x  cos3*  -|*  | /dx  sin  x cos’* 
/dx  sin  x cos’*  = 3 sin’*  cos  x -f-  j/d*  sin  x 

or  , ce  dernier  terme  = — $ cos  * -(-  c ; réunissant  ces 
diverses  parties,  on  a 

/3*sin3*cos’*  = cos*( — ^sin’xcos’x  -f-  -*ssin’x — tÙ+c. 

738.  Mais  si  m ou  n est  négatif,  ces  formules  exigent 
quelque  modification.  La  i,e.  donne 

/dxsin’”* sin'"”1*  m-i  dx  sin”— ’ 

cos"*  {m-n)  cos"-1*  m-n  ,/  cos"* 

qui  fera,  comme  on  voit,  dépendre  l’intégrale  cherchée, 
, . dx  sin  * dx 

de  celle  de  — ou  — selon  que  m est  impair 

cos"*  cos"*  1 r 

•u  pair.  L’une  de  ces  intégrales  s’obtient  en  faisant 

00s  x—s , ce  qui  donne  -/  — ; l’autre  va  être  donnée. 

La  seconde  de  nos  formules  , en  faisant  n négatif, 
et  résolvant  par  rapport  au  dernier  terme  , puis  chan- 
geant n en  a — n , donne  , 


y^dxsin"* sin'*+,x  m-n- 1-2  ✓’dx.sin"’* 

J cos"  x (n-iJcos"~’x  n — i ,/ 


cos  * 


va  être  donnée,  la  a*,  l’est  par  la  formule  (I). 

789.  Si  on  fait  n ou  m nul , on  a 

/».  , — cos  x.  sin1"— 1 x m — i f , 

sin”**  d*  = — -4 / dx  sin'"-’* 

m m J 


f'eosnx  dx= 


m 

sin  x.  cos"~ 1 


dx  cos"-’  * 


Ci) 


•( M ; 


L’intégrale  demandée  se  ramène  donc  à celle  de  dx  sinmx, 

1 dx  sin"1  x , . 

-,  selon  que  n est  pair  ou  impair.  La  ir'. 


n 
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CO*  X 

(m — î)  sin'"-1  * 
sin  x 

(n  — i)  cos"- ' * 


Au  lieu  dp  déduire  ainsi  toutes  ces  formules  des  deux 

premières,  on  pourroit  les  trouver  directement.  Il  suffi— 

roit  pour  cela  de  réfléchir  à la  nature  de  l'intégration 

par  parties  , et  au  but  qu'on  s'y  doit  proposer. 

On  pourroit  encore  intégrer  d’une  autre  manière  le* 

. . cos^x.dx  sin^x  dx  , 

L'actions  — : et  : car  la  i“. , par  exem— 

sm”*  co*"x 

, , . ....  (i — sin’x)*d.T- 

ple , si  m est  pair  et  = uh  , équivaut  a — i 

développant  (i — sin’x)*  , on  a une  suite  de  termes  de 
la  forme  sin*x.dx.  Si  m est  impair  ett=a&-f-i,  on  s» 


cos’*x.  cos  x . <lx  (i  — ar’)*dx 

sin"x  r" 

en  faisant  sinx  = x. 

74-0-  Pour  le  cas  où  les  exposans  du  sinus  et  du  co- 
sinus sont  à la  fois  négatifs  , on  multipliera  le  numé- 
rateur par  cos’x-j-sm’x,  , et  on  aura 


/*— t — =/’— ^ — + f-, 

J sin”*x.cos"x  J sin'"- ’x.  cos"x  si 


dx 


sinmx.cos"— ’x 


On  parviendra  donc  à des  fractions  dégagées  de  sin  x 
ou  de  cos  x.  Si  m—n,  comme  sin  x cos  x — j sin  xx  , 
la  fraction  proposée  se  change  en 


/’  dx  p dx 

r— — = 2"“'  / ~r—  j 

cos'x.sin  x J si»  ~ 

» 

en  faisant  xx— z. 
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74*  • Nous  intégrerons  à part  cinq  fonctions  circulaires  , 
soit  parce  qu’elles  offrent  des  calculs  plus  simples , soit 
parce  que  nos  formules  y ramènent  toutes  les  autres. 

i“.  Soit  - ; en  faisant  cos  x=r  , on  a — — , 

sut  x i 

fraction  rationnelle  (713,  Ier.  cas  ) ; d’où 


f 


dx  1 — cos  x 

- = log  c -f  jlog  — ; 

sm  x 0 6 i-|-cos  x 


. , i COS  X 

et,  comme  (35g)  tang’  jx=  — ; ; on* 


f 


A + COS  X ’ 

d.x  tdfî  — eos  x ) 

==  ,0É>  — 77— J r-  — log.  tang  i x -f  e. 

V'(i  + cosx)  0 o»  1 


sm  x 

a*.  "Un  calcul  semblable  , en  faisant  sin  x=z,  donne 

**  * 

/*  d*  , r ^(t-4-*inx) 

^ = loe  V<i-s».xj  = lüs-  tans (5°v + + A- 

, dx.cosx 

3°.  Pour  — ^ , comme  le  numérateur  est  la  dif- 

sin  x 

férentielle  du  dénominateur  (712,  règle  III)  , on  a 
./’tlxcosx  /»  dx  . . 

J (C  S1°  *>• 

4*.  On  a de  même 


/dx  sin  x ..  /°dx 

=/dx.Ung  *==/—  =Iog 


dx 


e . 

cosx* 


5°.  En  ajoutant  ces  deux  formules , on  trouve 


f 


dx 


sin  x cos  x 


, c iin«  . 

= lo8  = lo6  lans  *)• 


cosx 
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8.  Constantes  arbitraires;  Intégration  par  séries. 

742.  Soit  P l'intégrale  d’une  fonction  edr  de  St,  ou 
dP=.zdx,  etc  la  constante  arbitraire  qu’on  doit  ajouter 
pour  qu’elle  soit  la  plus  generale  possible  (711),  on  a 

fzàx  = P -{-  c. 

Tant  qu’il'  ne  s’agit  que  d’un  calcul  , c reste  quelcon- 
que ; mais  lorsqu'on  veut  appliquer  cette  intégrale  à une 
question  déterminée , la  constante  c cesse  d'étre  arbi- 
traire , et  doit  satisfaire  à des  conditions  prescrites.  Si , 
par  exemple,  on  demande  l’aire  BCPM—t  comprise 
entre  les  ordonnées  BC  PM  dont  la  position  répond  aux 

abscisses  a et  b -,  comme  (682)  on  a dt—ydx, 

t=Jydxs=P+- c.  Or,  l’aire  P-Çc  commençant  lorsque 
x c=  AC  — a , t doit  être  nul  lorsqu’on  fera  x = a 
dans  P-f-c  , ou  A-\-c—o  , A étant  la;  valeur  que  prend 
la  fonction  de  x désignée  par  P lorsque  x — a ; on 
tire- de  là  V=2  — A,  d’où  l’aire  t — P — A.  11  restera 
ensuite  à mettre  b pour  x , et  l’aire  sera  renfermée  dans 
les  limites  prescrites. 

C’est  toujours  de  cette  manière  qù’on  doit  détermi- 
ner la  constante  arbitraire.  On  établit  ''d'après  les  con- 
ditions de  la  question  , quelle  valew  k doit  prendre 
l’intégrale  t=.P-\-c  lorsque  x—o,  et  on  a k=A^-c, 

d’où.  5 ,1  _ . \ «Jilil.xlfy  - . ^ 

c — k — A et  t = P+k  — A, 

sans  qù  il  soit , comme  on  voit , necessaire  de  connoître 
l’origine  de  l’intégrale  , c.-à-d.  , pour  quelle  valeur  a rie  x 
elle  est  nalfer”1*  ^ - “ ■ ..  ■ • . . 

Toute  intégrale  dont  l’origine  n’est  pas  fixée,  se  nomme 
Indéfini*  ; elle  n’est  Complété  que  quand  elle  renferme 
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tilne  tonstante  arbitraire.  Lorsque  les  limites  a et  b sont 
donr.é»s,  l'intégrale  Définie  est  B — A,  IJ  étant  la  va- 
leur que  prend  P lorsque  x—b.  En  remarquant  la  forme 
de  cette  expression , il  est  visible  que  pour  l’obtenir , 
il  suffit  de  faire ■ x = a et  x=  b dans  l'intégrale  indé- 
finie P , et  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second. 
Tout  ceci  s’éclaircira  bientôt.  , 

743.  Lorsqu’une  foncYion  proposée  n’est  pas  susceptible 
d’une  intégration  exacte  , on  a recours  aux  approxima- 
tions. Ainsi  pour  trouver  fzàx , on  développera  z en 
série  , suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes 
de  a:  (658,  668);  puis  multipliant  chaque  terme  par  Hr  , 
on  l'intégrera.  Nous  n’en  donnerons  que  deux  exemples. 

/dx 

- ----  > cette  intégrale  est  arc  (tang  = x). 

En  développant  (i-fx*)-1 , on  a (48t). 

* * * \ .10 

—--^dx  (t—  x*-f  x<  — x®-f...), 

d’où  , arc  (tang=x)=x— Jx’+^x3—  *x7 

a*.  Pour = arc(sin  = x),  on  dévelop^ 
pera  ( t — x’)— 1’ , ce  qui  donne  t 4 
d’où 


x 


1.3x4 
+-— • ••(485)î 


••  • , . . x*  3X5  3*5iæ7 

arc  (sm=x)=x  + — 4*  — — ç 4 — — 

On  n’a  pas  ajouté  de  constante,  parce  qu’on  suppose’ 
que  l’arc  dont  il  s’agit  ici  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  x 
est  le  sinus  ou  la  tangente,  et  qu’alors,  quand  ils  sont 
nuis , Tare  1 est  aussi.  La  première  de  ces  formules  a 
servi  (58i)  à trouver  le  rapport  » de  la  circonférence 
au  diamètre  ; oa  peut  employer  la  deuxième  au  même 
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* car  le  liffs  du  Quadrant  a ira  ■>#  1 • 

r . ^u^urans  ayaut  - pour  sinus  , «* 

tMrfnt  x=i,  on  aura 

' ' ' 1 *•  3 1.3.5 


= ± + 


— : I *■>  , ».*.$ 

a a. 4.S.*5  + *4.-6.7.a  7 


1m"  dlnL’  ,a  !OÎ  de  CW  séries  Suh  du  ca,cuJ  ”>w,e  qui 

744-  Pour  qu’une  série  soit  de  qnelquWe  dam  Je* 
•ppl.ct.ons  numériques,  il  fau*t  qu*e„e  conw  . ;I 
est  donc  convenable  d’avoir  divers  procédés  pour%fTec* 

tuer  ce,  sorte,  d’intégrations.  La  suivante  es,  due  à Jean 
Bernoulli. 

Faisons  * = -X  dans  la  formule  de  Taylor;  comme 
J {x—x)  ou  fo  est  <*  que  devient^  eujx  lorsqne  x— 0 
Jo  est  une  constante  b;  donc  ’ 

b ~y  —y*  + i y*  x'  — etc.  ; 
or,  la  dérivée  de  y étant  donnée  , il  s’agit  de  trouver  v • 
«oit  donc  JzAx  l’intcgrale  cherchée,  a = j',  *' —y"  ... 
et  on  trouve  * 

y =fzdx  = * + **  — i^x*  + * r*,* m.  etc. , 
et,  il  suit  de  ce  qu’on  a vu  (66,),  qu’on  peut  ob- 
tenu des  limites  de  la  somme  des  termes  négligés. 

Par  exemple,  pour^-if-  = log  (a+x)  f 
b ~ log  a,  jr=^~ ! _/ “ 1 „ 2 


o - j-  JC 

-loga-i 


on  a 


(x* 


ÎÎ  + 


'W~bx? 

X3 


•et  log  [a  +*)  = logo  -f  + 

o+x  •(•  + *)• T 3 

745.  La  formule  de  Taylor  *|onne  aussi  ’ 

/ {x+h)—fx=zh  -f  i/A’  -f.  > gnh3 

d’où  / (x  -f  b -ko)iy-fx  = e ( b—n) 4.  x ( b— a)'  4.,  M 
•n  fusant  h=:b~a.  Si  on  prend  ensnite  <r==fl>  ^ 
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qui  change  z z'  je*....  en  des  constantes  A A'  A11... 
on  obtient 


Jb  — fa  — A (b-a)  + i A'  ( b-ay  + l A»  ( b-ay .... 


c’est  l’intégrale  fzàx  entre  les  limites  x = a et  x=é  (74a). 
Mais  pour  que  cette  série  soit  applicable , il  faut  que 
celle  de  Taylor  ne  soit  pas  fautive.  On  examinera  donc 
la  marche  de  la  fonction  z depuis  x — a , jusqu'à  xz=b  , 
et  si  elle  devient  infinie  pour  de  certaines  valeurs,  on 
partagera  cette  variable  x en  autant  de  parties  séparées 
par  les  termes  auxquels  répondent  les  valeurs  infinies  de 
la  fonction  z , et  on  appliquera  séparément  la  série  à 
chacune  de  ces  parties  ; on  pourra  même  la  faire  con- 
verger autant  qu’on  voudra  ; car  , partageant  l’intervalle 
b — a en  n parties  égales  »,  en  sorte  que  b — a — ni: 
on  prendra  d’abord  l’intégrale  entre  les  limites  a et  a 1 , 
c.-à-d.  qu’on  mettra  ci-dessus  a -f-  1 pour  b. 

De  même  on  prendra  l’intégrale  depuis  a -j-  1 jusqu’à 
a -f-  ai  ; ensuite  depuis  celte  quantité  jusqu’à  a -f-  3i.... 
on  fera  donc  successivement 


x=a  ce  qui  changera  z z'  z1* ...  en  A A'  A" 

x=a-f-i  . B B'  B1'. 

xc=o-f-at.  .........  C C'  CH , 

etc.  ; 


d’où  f(a  + «)  — fa  z=Ai+{A'i'  + $ A», ■>+... 

J (a  + a») -/ ( o + 0=Bi+i  B' P + * B" P +... 
f {a  +3»)  — / ( a + a»)  = Ci+i  OP  + £ OP  +... 
etc 

J (a  +n»)  — / + (« - 1 ) i)=Mi+±M'P  + J M"P  +... 

746.  La  somme  de  ces  équations  est 


/ (a-f-m  ) —Ja  =/i  —fa  — fzAx  — 

a.  24 
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telle  est  l’intégrale  de  fzàx  entre  les  limites  de  a à ti 
Si  on  prend  i assez  petit  pour  se  borner  au  1".  terme, 
en  a 

fzàx  — Ai  -f-  Bi  -f-  Ci -(-  àli  , 

série  dont  les  divers  termes  sont  les  valeurs  que  prend 
sucrcssivenicnt  la  fonction  rdx,  lorsqu’on  fait  x égal 

à a,  a-\-i,  a -{-ai, C’est  pour  cela  que  dans  la 

méthode  infinitésimale  on  regarde  l’intégrale  comme  la 
Somme  d’un  nombre  infini  d’élémens  , qui  sont  les  va- 
leurs consécutives  que  prend  la  fonction  lorsqu'on  fait 
passer  la  variable  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires 
entre  scs  limites  : c’est  ce  qui  s’éclaircira  par  la  suite 

(749)- 

747.  Nous  ne  dirons  rien  des  intégrations  du  2".,  3' 

ordre , puisqu’elles  rentrent  dans  ce  qu’on  a exposé.  11 

y a alors  2,3....  constantes  arbitraires  (V.  n".  773). 

_ , PP{.a' — -t’)  dx’  . , 

Par  exemple,  pour  on  intégrera  une 

première  fois  ; et  comme  la  fraction  proposée  se  décom- 
oa’d.r  dé- 


pose (71b)  en 


(x’-j-a’)’ 


et  que  la  1”. 


x'-f-a’ 

x z1  dx  . 

donne  ( 71 3,  L°.) {-  / — ■ : il  reste  à intégrer 

' «’-f-a*  ,/  x’-j-o* 

de  nouveau  — — - cdx.  On  a donc 


Jï- 


x* 


g.  Des  Quadratures  et  Rectifications. 


748.  L’aire  t d’une  courbe  plane  (682)  est  =/ÿ dx , 
et  il  s’agit  d’intégrer  cette  expression  entre  les  limites 
convenables  ; c’est  pour  cela  qu’on  a donné  le  nom  de 
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Méthode  des  Quadratures  aux  procédés  qui  nous  ont  occupés 

jusqu'ici,  par  lesquels  on  obtient  l'intégrale  des  fonctions 

d’une  seule  variable.  En  voici  divers  exemples. 

1 / 

1.  Pour  la  parabole  AM , y*  — zpx  , doue  St.' 

*=/V  (3/0- **<**  = • V(-P)  x ± + c=3*y  + c. 


Si  l’aire  doit  partir  du  sommet  A , x=o  donne  f= o« 
ainsi  c est  nul  ; donc  Y aire  MAM'  d’un  segment  de  para* 
bote , est  les  deux  tiers  du  rectangle  circonscrit  M'A. 

Si  l’aire  est  comprise  entre  BC  et  PM,  en  faisant 
AB  = a , BC  — b — ^ [2pa),  t est  nul  lorsque  x~a , 
d’où  c—  — j ab  , puis  t—  J \xy — ah).  L’aire  C'CMM' 
est  les  deux  tiers  de  la  différence  des  rectangles  A 'M 
et  D'C. 

En  général , pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés 
Toutes  ces  courbes  sont 


y"=ax",  on  a C: 


m ,-(->* 


donc  carrablcs. 

II.  Pour  l’iiyperbole  équilatcre  MN  entre  ses  asymp- 
totes Ax  Ay , on  a xy-=sm'\  donc 

t — [yàx  ■=.  J — = m’  logx-f-c; 

l’aire  t ne  peut  cire  prise  depuis  l’axe  Ay,  parce  que. 
x — o donneroit  t ■=.  o et  c — — m * log  o = ce  . Mais 
si  l’aire  doit  commencer  à l’ordonnée  BC  qui  passe  par 
le  sommet  C,  comme  AB  — m (4t8),  on  a 

c = — m'  log  m , d’où  (rrm’  log  — . On  voit  donc 

772 

que  si  m — x , on  a / = log  x , chaque  aire  , prise  à 
partir  de  BC  , est  donc  le  logarithme  de  l'abscisse. 
Mais  si  l’angle  des  asymptotes  est  « , l’aire  est  (C8a) , 

< = ^'dx  sin  a= J — — - , en  faisant  m = i ; donc 


5a. 
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t — Log  * , en  prenant  pour  système  de  logarithmes  celui 
dont  le  module  est  Jl/=tin«.  Si  l'angle  « est  droit, 
il/  = 1 , on  retombe  sur  le  1".  cas  , «t  on  obtient 
les  logarithmes  népériens  ; mais  on  voit  qu’en  faisant 
varier  l’angle  « des  asymptotes , on  peut  obtenir  tous 
les  splémes  possibles.  Ainsi  , lorsque  la  base  est  10  , 

on  a jl/=o,  434294^ L’angle  qui  a ce  nombre 

pour  sinus,  le  rayon  étant  un,  est  «=a8°,  601 

tel  est  l’angle  que  doivent  former  les  asymptotes  d’une 
hyperbole  , la  puissance  étant  un  , pour  que  chaque  aire 
soit  le  logarithme  tabulaire  de  sou  abscisse.  On  voit  par 
là  que  c’est  très  - improprement  qu’on  avoit  donné  la 
dénomination  de  Logarithmes  hyperboliques  à ceux  de 
Néper. 

111.  Pour  le  cercle  y'  = o’ — a:1,  l’origine  étant  au 
centre  C , on  a 

’ r /,  , ,,  , P «’dx  P *’dx 

t — / y — x')dx=  /— — /— , 

en  multipliant  et  divisant  par  y' (o’ — x’).  Or,  ce  der- 
nier terme  est  facile  à intégrer  par  parties,  puisque... 
x<\x 

— est  la  différentielle  de  — y(o’ — x’).  On  a 

y a'  — x’j  T ‘ 

donc 


S\Jk^—x')  = -*  v'C"1  - *’)  +/dx  ÿ(a'-x')=-xy  + t. 

Substituons  et  transposons  t , nous  aurons 

odx 

mais  la  formule  di’  = dx’  -|-  dy’  appliquée  à notre  cercle, 
odx 

- j donc  en  prenant  l’arc  s 


donne  dr  = ^^i^= 


y \/(“’ — X*) 
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dans  les  mêmes  limites  que  l’intégrale  proposée,  on  a 
enfin  t — tXy-^-{  as  -f-  c.  Soient  CA  = b , AB  = k : 
doublons  et  intégrons  depuis  x = a jusqu’à  x z=zb  , pour 
obtenir  l’aire  du  segment  BOB',  nous  aurons  (74a)' 
a x arc  BOB'  — bk  ; puis  ajoutant  le  triangle  CB  B', 
il  vient  le  secteur  CBOB ' = { CO  x arc  BOB' , ce  qui 
s’accorde  avec  les  principes  connus. 

b r, 

IV.  Pour  l’ellipse  y = — y (a’ — *’)  , d’où  53» 

/b  b 

— \/(fi'  — x')dx  = — x z, 
a a 

x désignant  la  partie  de  l’aire  du  cercle  circonscrit  qui 
est  comprise  entre  les  ordonnées  limites.  Les  aires  t et  z 
sont  donc  dans  le  rapport  constant  de  b à a.  Ainsi  l'aire 
du  cercle  est  à celle  de  l’ellipse,  ou  l'aire  d’un  segment 
de  cercle  est  à celle  du  segment  de  l’ellipse  inscrite  qui 
est  terminé  par  la  même  ordonnée,  comme  le  grand  axe 
est  au  petit  ; et , puisque  l’aire  du  cercle  circonscrit  est 
i«’\  celle  de  l'ellipse  entière  est  eab. 

V.  Pour  la  cycloïde  FM  A,  mettons  l’origine  en  F,  a3» 
et  soit  FS  = x , SM  —y  ; nous  aurons  ( 678 , VI  ; , 

%=\/ )»  *=fyà*=/b/(.vy— fWi 

cette  intégrale  est  l’aire  de  la  portion  FKN  du  cercle 
générateur  ; donc  l’aire  FyAM=FKEF=z  j * r*.  Comme 
d’ailleurs  AE—  *r,  le  rectangle  y E = a»r",  d’où  .... 
AFE  = l *r“  et  l’aire  AF  A'  de  la  cycloïde  entière  est  triple 
de  celle  du  cercle  générateur. 

749.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 
t°.  Si  l’aire  t est  comprise  entre  les  branches  BM  T)K  55* 
d’une  même  courbe  ou  entre  deux  courbes  différentes. 


"T 
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55.  données  , en  nommant  Y = Fx  , y = fx  , les  ordonnées 
FM  PE , ou  a BCPM  —fYàx , DCPE  =xfydx,  d’où 
BDEM  —f(Y—y)Ax. 

2°.  Quoique  la  méthode  infinitésimale  n’ait  pas  le  ca- 
ractère de  l’évidence  , cependant  comme  on  peut  toujours 
k remplacer  par  une  analyse  rigoureuse  , dont  elle  n’est , 
pour  ainsi  dire  , que  l'abrégé  , on  ne  doit  pas  faire  diffi- 
culté de  l’employer.  C’est  même  ce  que  nous  ferons 
dorénavant  , autant  par  la  facilité  qu’elle  offre  pour 
l’introduction  des  limites  dans  le  calcul,  que  parce  qu’elle 
est  usitée  dans  les  traités  les  plus  célébrés  , tels  que  les 
Mécaniques  céleste  et  analytique  , etc.  . . et  qu’il  con- 
vient d’y  être  très-exercé. 

5a.  L’aire  t peut  être  considérée  comme  la  somme  (746) 
de  rectangles  tels  que  m , dont  d.r  et  Ay  sont  les  côtés  ; 
da-dy  sera  donc  l’élément  de  l’aire  t , et  il  s’agit  d’in- 
tégrer entre  les  limites  convenables.  Par  exemple , pour 
BDEM,  opérons  relativement  à y,  et  prenons  fyAx  depuis 
E jusqu’en  M;  les  ordonnées  PE  PM  étant  y et  Y,  . . . 
< Y — y ) dj:  est  donc  l’élément  EM , infiniment  pêtit  dans 
une  dimension  : et  il  s’agira  d’intégrer  { Y —y)  da:  depuis 
BD  jusqu’à  EM.  On  retombe  ainsi  sur  la  formule  pré- 
cédente. 

t 

•54.  Pareillement , concevons  que  dans  le  cercle  ,C  on  ait 
pris  un  élément  m en  un  lieu  quelconque  ; sa  dis- 
tance au  centre  ou  Cm  r et  l’angle  mCx  sas  4 en  fixent 
la  position.  L’aire  de  l’élément  peut  être  représentée  par 
dr  d<  , dont  l’intégrale  relative  à 4 est  id r : en  la  prenant 
depuis  4 = o jusqu’à  I — 2»r,  011  a l’aire  'd’une  cou- 
ronne circulaire  = 2»rdr,  dont  l’épaisseur  dr  est  infini- 
ment petite.  L’intégrale  est  tr’  ; prise  depuis  le  centre  C 
où  r = o , jusqu’à  la  circonférence  B où  r = R = le 
rayon  du  cercle , on  a %R'  pour  l’aire  du  cercle. 
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L’application  de  cette  méthode  à la  recherche  des 
centres  de  gravite  et  des  momens  d’inertie  est  sur-tout 
remarquable.  Voyez  ma  Mécanique , n“’.  G4  et  242. 

3°.  Si  l’aire  est  renfermée  entre  quatre  branches  de  53. 
courbe  , telles  que  BM  Bl  1K  KM , il  sera  facile 
de  la  partager  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  en 
parties  qu’on  sache  évaluer  séparément  d'après  les  prin- 
cipes précédens.  Et  si  l’aire  est  comprise  dans  le  contour 
d’une  courbe  fermée  , il  faut  intégrer  (Y — y)<lx  depuis 
la  plus  petite  jusqu’à  la  plus  grande  valeur  de  x. 

4°.  L’ordonnée  y de^  la  courbe  ne  doit  pas  devenir 
infinie  entre  les  limites  de  l’aire  (6G1 , 745). 

5“.  L’élément ydx  change  de  signe  avec,y  ou  x , d’où 
il  suit  que  l’aire  devient  négative  lorsque  rouy  sont  de 
signes  contraires. 

6°.  Si  la  courbe  coupe  l’axe  des  x entre  les  limites 
de  l’aire , il  faut  chercher  chacune  des  deux  parties  et 
ajouter,  parce  que  l’une  est  positive  et  l’autre  négative, 
et  que  la  somme  demandée  doit  être  obtenue  sans  avoir 
égard  à ce  dernier  signe. 

Par  exemple  , la  courbe  KACJ)  a pour  équation  . , 56. 
y = x — , AK  = Al  = 1 , l’origine  est  en  A.  L’aire 

c : si  elle  doit  commencer  au  point  B 
pour  lequel  AB=x\/\,  on  trouve  c = — ^;d’où  . . 

» = ;i'  — j x$  — ^ : et  si  l’aire  doit  être  terminée  en 
E , AE  = x/iî»  on  trouve  *=  o,  ce  qui  indique  seu- 
lement que  les  aires  BC1  IED  sont  égales  et  de  signes 

contraires.  En  effet , on  voit  aisément  que  

BCI=zijX=  — DIE.  De  même,  l’aire  prise  depuis  K 
jusqu’en  / est  nulle  , parce  que  ACI  = i =’ — KOA. 

75o.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (662’,  53, 
t'  = 5 (xy1  — y)  , qui  sert  à trouver  l’aire  t comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs,  cherchons  l’aire  CMO  dans 
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l’ellipse  DO;  on  a a'y%  -j-  b*  x'  = a'  b',  y'  e= * 

ji  , a’ y ’ 

d ou  * 

T>_  ■ (»*'  \ b'  , *’dx 

■W-O — v’  ,=_1T 

le  signe  — provient  de  ce  que  x décroît  quand,  r croît 

(66 1)  : on  peut  omettre  ce  signe  n un  a . — i b J'Jl * 

Mais  la  formule  (681)  des  rectifications  appliquée  au  cercle 
dont  le  rayon  est  b , donne  pour  longueur  de  son  arc 
S^bàx 

s —J  —y-  En  le  prenant  entre  les  mêmes  limites 

x—CO  et  x = CA,  on  a r = ±bs  ou  MCO=  a bx  arc  BO. 

Pour  l’hyperbole  MN  on  a xy~m‘  d’où  r'  = _ y et 
dr==ydx,  r=/>dx:  donc  le  secteur  quelconque  hy- 
perbolique CAM  = CB  PM. 

jSi.  Lorsque  les  coordonnées  sont  polaires,  on  a 
(682),  dr  = i r’àl.  Ainsi  dans  la  spirale  d’Archimède 

(47*)  » où  2» r = ai  , on  trouve 

» f'  , * r3 

T — r’“r  — — • -g*  + c.  Pour  l’aire  ^O/  formée 

par  une  révolution  entière  du  rayon  vecteur  AM , il  faut 
prendre  l’intégrale  depuis  r = o jusqu’à  r = a.  On  ob- 
tient AOI  — i = le  tiers  du  cercle  dont  le  rayon 
est  a ou  AI. 

Remarquons  que  pour  pouvoir  étendre  l’intégrale  au- 
dela  de  i s=  400"  j il  faut  avoir  égard  à ce  que  l’aire 
contient  celle  qu  on  vient  d'obtenir,  comme  n°.  749,  6®. 

•jSa..  Donnons  quelques  exemples  de  la  formule  (681) 
des  rectifications,  s — f y/ (dx’ dj’) 

1.  Pour  la  parabole  y 1 = 2px  donne  ydy  = pdx  , 

/*dy 

~ V (j'  + P’)-  Celte  intégrale  est  (717,  i°.) 
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v'C/»*  +r~)  + ïp iog  {?+  v (.p'  +jo}  5i 

Si  l’arc  s commence  en  A , y — o donne  s = o : on  en 
tire  c = — 1 p log  p;  donc 

AM=î££±n+ i P bg  ^.+  V»-+rn 

II.  pour  la  seconde  parabole  cubique  y*  = arx’,  on  a 

s—/dy  : on  trouve  donc  (720) 

En  général^  = 01"  représente  toutes  les  paraboles  ou  les 
hyperboles suivant  que  n est  une  fraction  positive  ou 
négative  : on  obtient  s=zf  àx  y/  { \ -f-  n’a’x”*- *).  Toutes 
les  fois  (720)  que  2 ( n — 1)  sera  exactement  contenu 
dans  1,  on  aura  l’arc  s sous  forme  finie. 

III.  Pour  le  cercle  , suivant  que  l’origine  est  au  centre 
ou  à l’extrémité  du  diamètre  , on  a y’  = r*  — x*  ou 

y'  = 2rx  — x*.  Dans  ces  deux  cas  il  vient  s = Çr^X . 

J y 

En  mettant  pour  y sa  valeur  en  x,  on  voit  que  l’inté- 
gration ne  peut  s’effectuer  que  par  séries  (743) , ou  par 
des  arcs  de  cercle , ce  qui  ramène  la  question  au  point 
d’où  on  est  parti. 

IV.  Pour  l’ellipse  d’y * b’x’’  a'b' , donne 

fa'  — x1  (a’  — b‘)\ J/ (a’ — e’x3) 

y {a‘  — x1) 

en  faisant  ae  — (a*  — b'  ) ; e désigne  le  rapport  de 

1 excentricité  au  demi  grand  axe.  O11  ne  peut  intégrer 
cette  expression  que  par  une  série  ; mais  il  faudra 


3^8  Calcul  intéghaü. 

disposer  le  calcul  de  manière  à la  rendre  convergente. 
53.  Ainsi  on  pourra  développer  ( 485  , II  ),  v/(a'  — «’**)? 

Ou  bien  on  fera  l’arc  OB  du  cercle  circonscrit  = I , 

d’où  CA  = x = a cos  I,  et  ^ *=  — * > Puis 

s ~ — a f Ai  y(i — e'  cos’»).  On  aura  à intégrer  une 
suite  de  termes  de  la  forme  A cos’m«.de  (734);  par  là 
l’arc  OM  dépendra  , à l’aide  d’une  série  -,  de  l’arc  corres- 
pondant OB  du  cercle  circonscrit. 

La  rectification  de  l’hyperbole  offre  un  calcul  semblable. 

^3  V.  Dans  la  cycloïde,  l’origine  étant  en  F,  on  a (678,  VI) 
y<  — > ^°nC  (7,a  » 1V) 


On  n’ajoute  pas  de  constante,  parce  que  l’arc  s com- 
mence en  F.  Or  x/(2ry)  = KF,  donc  FM  — a fois  la 
corde  KF. 

753.  Si  les  coordonnées  sont  polaires  (683),  on  * 
<Jj  — ^(r’dt’  -(-  dr1).  Ainsi  la  spirale  d’Arcbimcde  , où 

a*r=  at,  donne  s = En  com- 
parant cette  expression  à celle  de  l’arc  de  parabole  , on 
voit  que  les  longueurs  des  arcs  de  ces  courbes  sont  égales, 

lorsque  r est  l’ordonnée  de  la  parabole  et  — le  paramètre. 

Dans  la  spirale  logarithmique  (4y4)»  * = l°g  r ; on 
trouve  s = y dr  y 2 = r y a -f-  e,  si  l’arc  commence  au 
pèle,  c = o,  et  on  a s=  r y 2.  Ainsi  malgré  que  la  courbe 
n’atteigne  son  pèle  qu’après'  un  nombre  infini  de  révolu- 
tions , l’arc  s est  fini  et  égal  à la  diagonale  du  carré 
construit  sur  le  rayon  vecteur  qui  le  termine. 
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Voyez  pour  les  courbes  à double  courbure  , ce  qu’on 
a dit  n°.  696. 

10.  Des  Aires  et  des  Volumes  des  Corps. 


754.  Le  volume  v et  l’aire  u d’un  corps  de  révolution 
sur  l’axe  des  x , s’obtiennent  (698)  eu  intégrant 

v^/aj’dx,  u ~ f x*yàs  = / a (dar’  -f  dj*) 


Voici  quelques  applications  de  ces  formules. 

I.  Pour  l’ellipse  , en  recourant  à la  valeur  de  dr , 
n”.  75a  , IV,  on  trouve 


= ^y^-xi)dx’ --J  v 

=*b'(x-ê-*  + c):  « 


la  l".  donne  e : 


le  sommet 


est  une  des  limites  , c t=  — 5 a.  Soit  donc  z la  hauteur 
du  segment  d’ellipsoïde  , ou  x •=.  a — z , le  volume ..... 


(3a  — z).  Pour  l’ellipsoïde  entier  z 3= : sa,  et  on 


a *-*6*0.  Il  en  résulte  que  t°.  le  volume  de  la  sphère 
= itaJ  ; 3°.  ces  deux  corps  sont  entre  eux  ;;  b'  ; a'  ; 
3°.  chacun  d’eux  est  les  | du  cylindre  qui  lui  est  cir- 
conscrit ; 4°.  enfin  le  segment  sphérique  = iz'  (a  — |r) 
L’intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  u , est  visible- 
ment l’aire  d'une  portion  de  cercle  concentrique  à l’el- 
lipse , comprise  entre  les  mêmes  limites  que  l’arc  géné- 
rateur, et  dont  le  rayon  est  — . Soit  z celte  aire,  facile  à 


eblenir, 


on  aura  u = 


ajr  bez 


rtl.r 


S’il  s’agit  de  la  sphère,  on  a (7$ 2,  111),  dr  = , 
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d'où  « = /" 2»rd*.  On  trouve  aisément  2 *rz  pour  la  sur- 
face de  la  calotte  ou  de  la  zône  dont  z est  la  hauteur  ; et 
4*r’  pour  l’aire  de  la  sphère  entière. 

11.  Pour  la  parabole  y*  = xpx  ; on  trouve 


v = JinpxAx , u î=^y  . yAy^/  {y*  4-  p'  ) 
d'où  r“+/,’)3+c^ 


si  l’origine  est  au  sommet  c = o et  C = — p*.  On  a donc 
ainsi  le  volume  et  l'aire  d'un  segment  de  paraboloïde  de 
révolution. 

111.  Soit^”*  = ax"  , on  en  tire 


V ~ f 1 \J a*  .yj x’n  d*  = 


mxx 
m -f-zn 


\J  (axny  = 


mxxy' 
m -j-o/i 


re  calcul  se  rapporte  aux  paraboles  et  aux  hyperboles  sui- 
vant que  n est  positif  ou  négatif. 

y55.  Le  volume  V et  l’aire  U d’un  corps  sont  donnés 
par  les  formules  (701) 

V=(f  zAxAy  17=  ff  AxAyyJ  (1  -f  p'  + ?’) 

voici  comment  on  doit  entendre  ces  doubles  intégrales. 
Après  avoir  mis  pour  z , p et  q leurs  valeurs  en  x et  y,  on 
intégrera  , en  regardant  comme  constant  x ou  y à vo- 
lonté , suivant  que  l’une  offrira  des  calculs  plus  simples 
que  l’autre.  On  aura  ensuite  égard  aux  limites  que  la 
question  détermine.  Par  exemple  si  l’aire  U est  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  aux  xz  , et  qu’on  ait  intégré 
par  rapport  à y,  les  équations  de  ces  plans  étant  x = a 
et  x = b , on  prendra  l'intégrale  entre  ces  limites  ; le 
résultat  sera  délivré  de  y j mais  il  contiendra  x , qui  , 
dans  z,  p et  y , a été  regardé  comme  constant.  On  inté— 
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* grrra  de  nouveau  relativement  à x , depuis  la  plus  petit* 
jusqu’à  la  plus  grande  valeur  de  cette  variable  , et  ou 
aura  l’aire  demandée. 

La  première  intégrale  représente  l’aire  CMD  d’une  tran-  49- 
che  EMQRD  infiniment  mince  comprise  entre  deux  plans 
parallèles  aux  xz , et  terminée  en  C et  D aux  limites  con- 
venable-. La  seconde  intégrale  est  l’aire  de  la  somme  d’une 
série  infinie  de  tranches  semblables. 

Si  le  corps  est  terminé  latéralement  par  des  surfaces 
courbes , on  devra  introduire  pour  limites  de  x des  fonc- 
tions de  y,  en  opérant  d'une  manière  analogue  au  n°.  y4y- 
Des  exemples  éclairciront  tout  ceci. 

Pour  la  sphère  x’  -J-  y'  -f-  z*  = r’ , d’où 


on  fera  d’abord  x constant , et  r’ 
dy 

tegrant  


/>  = — q——~,  VO  +P'  + ?’)«=  -J 

u-  rr  n3j,l-r 

JJ  y/lr-x'-yŸ 

r’  = A%  ; puis  in— 

Y -y)  ’ on  a arc  (sin  = t)‘  °r’ |P  plan 

xy  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  Cy  dont  l’cquation 

est  x*  -f-  y'  = r’ , et  dans  lequel  l’abscisse 

AE  = ± yé  (r' — x')  =^z  A , est  le  rayon  du  cercle 
formé  par  le  plan  coupant  DmC.  Si  donc  on  prend  celle 
intégrale  depuis  x=  — A,  jusqu'à  x = -f-  A , on  aura 
l’aire  infiniment  étroite  DmC  d'une  bande  parallèle  aux 
xz  , et  tracée  sur  l’hémisphère  supérieur. 

Faisant  donc  x = — A et  x = + A dans  arc 


(“=:?)’ 


puis  retranchant  le  i,r.  résultat  du  a*,  nous 

aurons  t,  parce  que  l’arc  dont  le  sinus  si,  est  j t.  Mul- 
tiplions par  la  quantité  rdx,  qu’on  a prise  pour  constante, 
bous  aurons  vrxpour  intégrale  ; elles  limites  étant  — r et 
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r,  qui  sont  la  plus  petite  et  la  plus.grandc  valeur  dtyj  * 
a,r’  sera  l’aire  de  l’hémisphère  supérieur. 

Disons-cn  autant  pour  le  volume  V — (f  sdxdy  : faisons 

a-  _ A',  et  x constant,  et  nous  aurons 

Vx=.Jf>J(A% — y‘)  dxdy  ; d’où  (748 , 111)  pour  1".  in- 
tégrale , 

/‘v/{A'-y")ty=iyW'-‘rî+i**TC  (sin  = j) 

prenons  les  limites  — A et  + A , comme  ci-dessus;  le 
i «r  terme  disparoit  et  on  a ± *A\  Il  faut  donc  intégrer 
de  nouveau  \ * (r*  - x’)  dx  qui  représente  le  volume 
de  la  tranche  DmCE  ; et  on  a i » ( r’x  — ^ x3  ) ; qui 
revient  à V=  § * r3  entre  les  limites  — r e*.  + r.  C’est 

le  volume  de  la  demi-sphère. 

-56.  Quand  le  volume  V est  renfermé  dans  un  cylindre 
parallèle  aux  z,  et  qui  s’étend  depuis  le  plan  xy  jusqu’il  • 
la  surface  , on  intègre  de  même  zdxdy  relativement  a x. 
Pour  que  le  résultat  Zày  soit  le  volume  de  la  tranche 
mnJMNl)  du  corps,  il  faudra  prendre  pour  limites.... 
x = Pm  et  x = Pn  , c’est-à-dire , les  valeurs  de  x qui  , 
dans  la  base  J g du  cylindre,  répondent  à une  ordonnée 
quelconque  y =AP.  Soit  donc/(x,^)  = o l’équation  du 
cylindre  , ou  de  sa  base  (Goa)  i on  la  résoudra  par  rapport 
à x , ce  qui  donnera  deux  valeurs  Fy  et  çy.  On  chan- 
gera donc  x en  Fy  et  Vy  dans  Zdy,  et  on  retranchera 
le  1"  résultat  du  3e.  Il  ne  restera  plus  qu’a  intégrer  a 
fonction  de  ainsi  obtenue  depuis  la  plus  petite  valeur 
AB  dey,  jusqu’à  la  plus  grande  AC  ; c*s  valeurs  sont 
données  par  la  nature  du  cylindre  (676). 

De  même  si  tes  limites  de  l’aire  sont  déterminées  par 
une  courbe  FMNG  tracée  sur  la  surface  dont  il  s’agit  ; 
on  cherchera  sa  projection  fg  sur  le  plan  xy  (6o  ) , 
qui  déterminera  un  cylindre  droit  pour  lequel  on  raison- 
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fiera  précisément  de  la  même  manière.  On  intégrera  donc 
dxd_y  y/  (i  + p*  +7’)  entre  les  limites  ci-dessus  désignées. 

En  voici  un  exemple. 

Soient  tracées  sur  le  plan  xy , les  deux  paraboles  égales 
et  opposées  F AE  F'AE'  , dont  y1  = nx , y’  = — nx 
sont  les  équations;  puis  la  parallèle  FF’  à l'axe  des  x , 
AC  étant  = b.  De  plus  concevons  un  cône  droit  dont 
le  sommet  seroit  à l’origine  A et  qui  auroit  pour  axe 
celui  des  z;  l’équation  étant  z = m y' (x’ -f-y’)  » (608). 
On  demande  de  trouver  l’aire  du  cône  comprise  dans 
le  cylindre  droit  élevé  sur  AMFF'M'. 

L’équation  du  cône  donne 


mx  my  ... 

p j — - « o — — - — 1 1 4-  P*  + fl1  — ~ • 1 4- ïTi* } 

l’élément  de  l’aire  du  cône  est  y^i  + m*)  dxd_y,  sa  pro- 
jection est  en  m.  L’intégrale  relative  à x est 

^ (1  -f-/n')xd_y,  qU>;j  fant  prendre  depuis  M'  jusqu’en  M , 
et  on  aura  l’aire  d’une  bande  infiniment  étroite  projetée 
en  MM'.  Or  les  équations  des  paraboles  donnent 

«= — — , x =-f-—  pour  les  abscisses  des  points  M' 
n n 

«t  M ; ce  sont  les  limites  de  l’intégrale  qui  est 

— - VO  ty- 

t t 2.Y^ 

Opérant  maintenant  poury,  il  vient  — yj  (i-t-ro’)  , 


qu’il  faut  prendre  de  A en  C , c.-à-d. , depuis  y = 0, 

jusqu’à  y=b.  On  obtient  pour  l’aire  demandée 

ai3 

3^  ^ («+"*■>• 

L’application  de  ces  principes  à la  recherche  des  centres 
de  gravité  et  des  momens  d'inertie  est  sur-tout  remar- 
quable. Voyez  ma  Mécanique , n".  64  et  a42- 
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CHAPITRE  II. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


j .,  Séparation  des  V ariables  ; Équations  Homogènes. 


757.  Occupons-nous  de  la  Méthode  inverse  des  Tan- 
gentes , c.-à-d.  , intégrons  les  équations  du  i*r.  ordre 
entre  deux  variables.  Cette  dénomination  provient  de  ce 
que  , pour  trouver  la  courbe  qui  a pour  sous-tangente  , 
tangente,  ou  etc.,  une  fonction  donnée  de  x et  y, 
/(x,  y),  il  faut  intégrer  les  équations  (6781 

J=/  y VO  +/'*)  — 

Soit  proposée  l’équation  différentielle 

1 

Mdy  -f-  ATdx  =r  o 


qui  est  du  premier  ordre  entre  les  deux  variables  x et  y.  II 
est  clair  que  si  elles  ne  sont  pas  mêlées,  en  sorte  que 
M ne  contienne  pas  x,  et  que  N soit  sans  y , l’intégrale 
de  l’équation  sera  la  somme  des  intégrales  de  chaque 
terme  qu’on  trouvera  par  les  principes  antérieurs  , ou 
J'Mdy  J Hdx  = const. 

Il  en  sera  de  même  de  toute  équation  dont  on  pourra 
Séparer  les  variables.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où 
M est  fonction  de  x , et  N de  y seulement  ; car,  di- 

QV  (J  jç 

visant  l’équation  par  MN , on  a — -f-  — = o.  C'est 


ainsi 


que 


dx  VCl  +y')  — -vdy  = o 


Digitized  by  Google 


SEPARATION  UES  VARIABLES. 


386 


donne 


dx 


- , d’où  (717,  i«.) 


V(i  +ï‘) 

Iogcx-=log  {^+  V(I  +r’)},  etcx=j  + v^(t4-^*). 

7 58.  Si  M=XY , iV=X,r;,  X et  X,  étant  des 
fonctions  de  x , Y et  Y,  des  fonctions  de  y ; on  a 
XYdy  X,F,dx  = o , qui  donne,  en  divisant  par  XX,, 

Y , X.  . 

Y,  Aj  + T = °* 

7f>g.  La  séparation  des  variables  est  encore  possible 
dans  les  équations  Homogènes  (3^8)  par  rapport  à x 
et  j.  Soit  m le  degré  de  chaque  terme,  en  divisant  toute 
l’équation  par  x"1 , un  terme  quelconque  Ayk  x*  de- 
viendra A ^ 5 * cause  de  m — h -f-  i par  supposi- 
tion. On  voit  donc  que  M et  N deviendront  des  fonc- 
lions  de  — , en  sorte  que  si  on  divise  par  M l’équation 

f . y 

Mdy-\-  NAx  — o , cl  la  fraction  — haut  et  bas  par  x"1 , 

en  faisant  ytzzxz;  cette  fraction  sera  une  fonction  de  z 
seul.  On  aura  ainsi  dy-\-Zdx  — o ; mais  y — xz  donue 
dy=xds^- zdx,  donc  xdz-J-(z-j-X)  dx=o,  d’où 


dx 


■m- 


, Tv—°  ct  !°gx  + 

X Z /j  ,J 

I.  Prenons  pour  premier  exemple.... 

(ax by)  dy (Jx-\-gy)  dx  = o.  Divisons  par  ox-j-by, 
nous  trouverons  • , 

, ,,  . dx  (o  + bz)dz 

dy  d,r  — 0 , d’on  ' — “ 


a bz 


x bz'-\-(a+g)z+/ 


équation  facile  à intégrer.  11  faudra  ensuite  substituer  — 
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pour  z.  C’est  ainsi  que  ydy  + ( x + ) «kr  = ° i 4 

cause  de  a=o  , b=xf—  i , ÿ = 2 , donne 


dx  xdr 

x^z’+v+i 

3e.  ternie,  qui  devient 


on  ajoute  de  au  numérateur  du 


dr(i-f-*)  dx 

— - ou  — - — 

(t  +x;*  1 + x 


On  a donc 


à intégrer 


dx  dx  dx 

âT+  1 + x““(l  +x)’ 


d’où  log  ex  + log  (1  -f-  z)  -+-  - + - = 
ou  log  c(x-j-xx)= -i-  , log  c (x -fj)  -{- 

1 Z 

en  remettant  y pour  xz. 


x +y 


II.  Pour  af'ùy  -f  (xm  + by")  dx  = o , 


o. 


on  a 
d’où 


, 1 4 - bzr  . 

dy  1 dx  = o ; 

J azm 

dx  azmàz 

x o;",+l  -f-  bz -f-  * 


in.  Soit  xdj— jdx  = dx  V/(x’+^’)»  on  div!s"a 
par  x , et  on  aura  d \y  — -^-dx  = 

\ 

faisant  y=xxz7 

dx  * dx 

Ay—  zdx  = dx  V(*  + **)•  ^où  — = ^(t+ 

dont  l’intégrale  (717)  est  x = cz-\-c  ou 

x’ =çy-f-cy'  fx’ +J’’),  qu’on  réduit  à x' = zcy c' f 
en  transposant  cy  et  élevant  au  carré. 

IV.  Quelle  est  la  courbe  dont  l’aire  BCMP  est  égale 
au  cube  de  l’ordonnée  PM  qui  la  termine , divisé  par 


L 
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l'abscisse,  et  cela  pour  cbacun  de  ses  points,  et  à partir  Si. 

d’une  ordonnée  fixe  BC.  De  fj-Ax  — —,  on  tire  en  dif- 

férentiant,  (x’j-J-j-1)  dx:=3x7'>dj-  ; en  faisant  j=zx , 
dx  3zàz  , 

on  trouve  — e=  —,  doux  (x — 2xz’)J=c,  puis 

enfin  (x’ — aj’)3  = ex*. 

760.  Toute  équation  qti’on  pourra  rendre  homogène 
sera  donc  intégrable.  Ainsi  pour 

(ax  + by  + c)  Ay  + (mx+ny+p)Ax=io  , 

on  fait  <jx-}-^/-+-c=x  , mx  -^-ny-+-px=t  t 

) 

d’où  odx  -f-  bAy=  Az , mdx-j-  nAyz=zAt  ; 


djr  = 


mAz  — adt 


, dx  : 


bAt  — nAz 


puis  , 

mb — na  mb  — na 

la  proposée  devient  rdj'-f-fdx— o,  ou 

(,mz  — nf)dx-f-(Ar — az)d/=o,  équation  homogène. 

Si  mb — na— 0,  ce  calcul  cesse  d’être  possible,  mais 

alors  m = — , et  la  proposée  est 

bcAy  -f-  bpAx-\-  (ax  + by)  (idj'4-ndx)  = o , 
dont  on  sépare  les  variables  en  faisant  ax  by=z  5 

on  substitue  cette  valeur  et  dr  t=  — 

b 

7G1.  Prenons  enfin  l’équation 

Ay-\-PyAx=QAx , 

où  P et  Q sont  des  fonctions  de  x seule  : on  nomme 
cette  équation  Linéaire  , ou  du  i,r.  degré  et  du  x,r.  ordre. 
On  fera 

y=zt,  d’où  zAt-{-tAz+ PetAscxQAxi 
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et , comme  on  peut  disposer  à volonté  de  l’une  des 
indéterminées  z et  t,  on  égalera  à zéro  le  coefficient 
de  z , ce  qui  donne  ^ 

de  -f-  Ptdx  = o , tdz  — Qdx  ; 

. la  r*.  donne  ^ = — Pdx,  d’où  log  < = — ./"Pdx,  et 

comme  Pdx  ne  contient  pas  y , l’intégrale  u de  Pdx 
est  facile  à trouver.  On  a donc 

log  t = — u + o,  ou  t=e~'"ha  = e°  e~“  = y/e~“ , 

en  faisant  la  constante  e a—  A.  On  substitue  cette  va- 
leur dans  idzzxQdx,  et  on  a Adz=(£eu  dx  , d’ou 

Az  — fQ,e“  dx  -f-  c , 

Q cl  u sont  des  fonctions  connues  de  x,  et  l’intégrale 
fQe“Ax  étant  obtenue , on  remettra  pour  Az  sa  valeur 

yfy 

—z~  ou  yeu,  ce  qui  donnera  enfin  •* 

yca  = fQc" dx -f-c  , où  u=yPdx. 

I . ^ 

11  suit  de  ce  calcul  , qu’il  est  inutile  d’ajouter  une  cons- 
tante a à l’intégrale  JPdx=u. 

Soit,  par  exemple,  dy  -^-ydx  = ax3dx;  on  a P=  ij 
Qz=axl,  urzzfPdx  — x ■, 

fQéudx—fax3erdx,=ae*  (x3 — 3x’-f-6x  + 6)  ; 

donc  y=ce~x a (x3 — 3x’-f-Gx — 6). 

a.  Du  Facteur  propre  à rendre  intégrable. 

•* 

76a.  L’équation  Mày-\-  Vdx=o  ne  résulte  pas  tou- 
jours immédiatement  de  la  différentiation  d’une  équa- 
tion / (x,y)^=o  i »ar  on  a pu , après  ce  calcul , mul-‘ 


I 


Différentielles  exactes. 


3«9 


tiplier  ou  diviser  toute  l’équation  par  une  fonction 
quelconque  , ou  en  éliminer  une  constante  (G4.2)  a l’aide 
de  f(x,yj  = o,  ou  enfin  combiner  ces  équations  entre 
elles  d’une  manière  quelconque.  L’équation  proposée  peut 
donc  ne  pas  être  une  différentielle  exacte. 

En  général  , soit  u~= f x, y),  la  différentielle  étant 

du  Miv  -f-  Ndx , la  relation  •= — — = - — — 'devient  ici 

axdjr  djilx 


dx 


d N 


TT — TT 


Ainsi,  toutes  les  fois  que  Mdy  -f-  Ndx  est  une  différen- 
tielle exacte , la  condition  (i)  doit  être  remplie.  Réci- 
proquement si  M et  N satisfont  à la  condition  ( t ) , 
Mdy -{- Ndx  est  une  différentielle  exacte  qu'il  sera  tou- 
jours possible  d’intégrer. 

Pour  démontrer  cette  réciproque  , intégrons  Mdy.  en 
regardant  x constant,  et  soit  P-j-X  l’intégrale  ; X repré- 
sente ici  une  fonction  quelconque  de  x;  P est  une  fonction 
connue  de  x et  y résultant  de  j Mdy  relative  à y seul  , 

J p 

ou  Af=-r — La  différentielle  complète  de  P 4-  X ést 
J ( 

dx  -4-  4—  dr-f-dX,  ou  — — dx  -f-  Afdy-f-dX  ; d’où- 
dx  ay'/  dx 

on  doit  conclure  que  P X sera  l’intégrale  de 

A/dj-f-  iVdy  (qui  sera  par  conséquent  une  différentielle 
exacte),  si  on  peut  déterminer  X de  sorte  que' 

JVdx==^-dx  + dX  ou  dX=^iV— i^^dx...(a) 

dP 

Or,  en  difTérentiant  M — ~ p-  par  rapport  à x,  on  trouve 
en  vertu  de  la  condition  (i) 
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AM  _ d’P 
dx  AjrAx 


AN 


ou 


AN  A'P 
Ajr  Aydx 


AP 


ou  enfin  la  différentielle  relative  à y de  JV est 

J dx 

dP 

nulle  ; ainsi  N -j — est  constant , c.-à-d. , est  fonction 

dx 

de  x seul  > ce  qu’il  s’agissoit  de  démontrer.  L’intégrale 
cherchée  est  donc  P-|-  X , P étant  celle  de  MAy  par 
rapport  à y seul,  et  X l’intégrale  de  la  fonction  de  x dé— 
„ dP 

signee  par  IV -j — . 

11  est  inutile  de  dire  qu’on  peut  également  commencer 
par  intégrer  IVdx , y étant  constant , et  opérer  d’une 
manière  analogue.  On  préférera  celle  de  ces  deux  voies., 
qui  facilitera  davantage  le  calcul. 

. dx  J 

I.  Soit  — r — aàx  4-  2&yiir  * 


où  M = aiy , IV  = — — 1 U a , 

on  trouve  Pz=by'\  ainsi  by 1 -(-  X est  l’intégrale  cherw. 
chée , puisque  la  condition  (i)  est  remplie.  La  diffé- 
rentielle de  byn  X relative  à x , comparée  à Ndx  ,, 

donne 


d X=  - +adx,  d’où  A'=«x-j-logc|x+v/  («+■»’ J ^ 

* » 
donc.  by 1 - ax  log  c {x-f-  V C1  "h  *’)} 

est  l’intégrale  demandée. 

IL  De  même  pour 

+ 3^’dv , 

vV+j’)  ~ x’-hr  T J * 
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•n  a 


717= 


°y 

V (*'+?')  x'+ÿ 


-,  + %” 


39» 


7V= 


ax 


y 

*'+.r** 


Après  avoir  reconnu  que  l’équation  (1)  est  satisfaite, 
on  intégrera  Ndx  par  rapport  à x : on  trouvera 

a y/  (x*-f-jr>)  -f  arc  ^tang  — y ) + r,  en  désignant  par 

Y une  fonction  de  y.  Différentiant  cette  expression  par 
rapport  k y,  et  comparant  à MAy,  on  aura  dK=3^K’d^, 
d’où  Y = iy>  c.  Ainsi  l’intégrgle  est  obtenue  complè- 

tement. En  faisant  a = £= o,  on  trouve 


yAx — xdjr 

*'+r 


Cette  intégrale,  employée  par  Laplacc  ( Mécnn.  d\ .,  I, 
p.  6),  est  un  cas  particulier  de  la  précédente.  Voy.  n".  6t>4- 
III.  On  trouvera  de  même 


/l 


dx  j j -f-  y"xJ  -f-y  ) } +j  d’y  _ 


{ * + V (*’  +y")  f V (*’ 


= log  c { X -f  V (x’ +_y’)  | . 


• 763.  Mais  si  Mdy  -j-  TVidx  ne  satisfait  pas  à la  con- 
dition d’intégrabiüté , on  peut  se  proposer  de  trouver 
si , en  multipliant  cette  expression  par  une  fonction  r 
de  x et  y , elle  pourroit  devenir  une  différentielle  exacte. 
Afdy  -(-  TVdx  = o résulte  de  l'élimination  d’une  constante 
entre  la  primitive  /(*,y,’r;sE»  et  sa  différentielle  im- 
médiate. Mettons  ces  équations  ssus  la  forme 

y1  —f*  A' o , exxp  'x,^) , ce  qui  est  permis;  K repré- 
sente une  fonction  quelconque  de  x et  y.  La  dérivée  do 

« = <P  O*».?')»  étant  Q = ot  on  a ÿ+  -^  = o; 
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et,  comme  la-  constante  c n’entre  plus  ici , cette  expres- 
sion (642)  est  identique  avec  f -J-  À' , ou 

y'  + K = ^—p~T  =p°na  f'=P  (jr'  + K)-, 

comme  ces  deux  membres  sont  identiques , et  que  ç’ 
est  une  dérivée  exacte,  P(_y'-J-fif)  J0'1  également  en 
être  une  , ce  qui  prouve  qu’iV  y a toujours  un  Jacteur  P 
propre  à rendre  intégrable  la  Jonction  y'  -f-  K , ainsi  que 
toute  équation  différentielle  du  ter.  ordre  entre  x et  y. 
Cherchons  ce  facteur.  Mzdy  -f-  Nzâ.x  ne  peut  être 

d (Mz)  d(iVz) 

différentielle  exacte  qu’aulaut  que 


dx 


cdUT  dN  ) d z az 

z l -, =->  = A.  M.-r- 


dx  dy  S 


dy 


dx 


(3) 


Cette  équation  , aux  différentielles  partielles  , est  rarement 
utile  à cause  de  la  difficulté  des  calculs  ; mais  on  peut 
en  tirer  quelques  propriétés  remarquables. 

1”.  Si  l’intégrale  u de  z (Mdy-f-  .Ada:)  étoit  connue, 
le  facteur  - scroit  facile  à trouver  ; car  en  comparant 

di  -f-  dy  avec  z ( Mdy  -)-  Ndx  ) , qui  lui  est 
lia;  dy 

identique , on  en  tire  aisément  z. 

a*.  Multipliant  l’équation  du  =z  (Jl/dy  -{-  JVTdx)  par 
une  fonction  quelconque  de  u,  telle  que  <pu  , nous  avons 
qiu.du  =zpu  (Jlfdy-f- JVür).  Or,  le  1".  membre  étant 
une  différentielle  exacte  , le  3’.  qui  lui  est  identique 
doit  jouir  de  la  même  propriété;  d’où  il  suit  qu’il  y a 
une  inCnité  de.  facteurs  propres  à rendre  intégrable  toute 
fonction  de  x et  de  y , et  que  la  connoissance  de  l’un 
d’entre  eux  suffit  pour  en  obtenir  un  nombre  indéfini 
d’autres. 

d1*.  Si  le  facteur  z ne  contient  que  l’une  des  variables 
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x ou  y,  on  le  trouve  aisément;  car  soit  z fonction  de 
* seul,  l’équation  (3)  se  réduit  à. 


d z dx  /AN  AM\ 

z M v Ay  dx  / 


(4) 


parce  que  — =o,  et  que  ~ n’est  plus  une  différence 

partielle.  L’intégration  de  cette  équation  donnera  z ; car 
l’hypothèse  exige  que  le  a',  membre  Soit  indépendant 
de  y ; on  reconnoîtra  même  à ce  caractère  si  elle  est 
légitime.  De  même , si  z est  fonction  de  y seul  , on  a 


(5) 


d z Ay  /AM  diV\ 

T _ Iv  v dT  ty)  " 

et  le  a',  membre  doit  être  indépendant  de  x.  On  re- 
marque dans  les  équations  4 et  5 que  la  partie  ren- 
fermée dans  les  parenthèses  est  nulle,  lorsque  MAy -}- iVdx 
est  une  différentielle  exacte. 

Voyez  n”*.  766,  S".,  et  770. 

I.  Soit  par  exemple  dx  -(-  (adx -j-aijy dy)  y^i  -j-x’)  = o 
la  condition  d’intéerabilité  n’est  pas  remplie  , puisque 
diV  AM  a byx  . ........ 

Ay  dx  y/  (1  +X»)  M . 

par  M ou  a.by  y^ft  4-x’),  donne  pour  quotient  une 


fonction  de 


— x 


donc  l’équation  sera 


x qU,  est  — - , 

rendue  intégrable  par  un  facteur  fonction  de  x.  L’é- 
quation (4)  donne 

/__  Tfl  T 

p =— *log(i +*>)=— logv'O-M’)* 

1 


donc  r=r  « 


V (»  +**) 

qu’on  a traitée  n”.  7G2 , 1. 


— . La  proposée  prend  alors  la  forme 


3g4  Calcul  intégrai. 

II.  De  meme , l'équation  linéaire 

ày  -f-  PyAx  — Qdx 

d N AM  _ 

donne  -j- — = P,  ainsi  la  condition  (i)  ni  pas 

lieu  ; mais  cette  fonction  P,  divisée  par  M ■=  i,  donne 

une  fonction  de  x ; ainsi  — = Pdx , d’où. . . . 


Iog  z—fPAxz=^u  et  x=e“.  Tel  est  le  facteur  qui  rend 

* la  proposée  intégrable.  Elle  devient 

e“dy  -f-  e“  (Py — Q)  dx  = o : il  ne  s’agit  plus  que  de 
suivre  le  procédé  du  n°.  762.  Intégrant  e“dy  par  rap- 
port à je,  on  a euy  -(-  X dont  la  différentielle  relative 
à x , comparée  à e“(Iÿ — Q)  dx,  donne  dJ£= — e“Çdx; 
donc  l'intégrale  cherchée  est , comme  on  le  sait  déjà 
(/60, 

<“jf  =/ Qe"dx  -f-c,  où  u—f Pdx. 


donne  logx= J' — = log  x : ainsi  il  faut  multiplier  la 


III.  De  même  x3' 
■*dx 


proposée  par  x pour  qu’elle  soit  intégrable.  On  trouve  enfin 
xîy  + v^(* — x1)  = c pour  intégrale. 

IV.  Le  facteur  propre  à rendre  intégrable  les  fonctions 
homogènes  se  trouve  aisément.  Soit  m le  degré  (3a8) 

d’une  telle  fonction  F des  variables  x,y si  011  les 

remplace  par  /x,  ty,--.  / étant  un  nombre  quelconque  , 
F deviendra  lmF  : ainsi  /=  1 -f-  A change  F en 

(1  -f- K)mF,sxF^i  -f-  mA-f-m. A’ D’un  autre 

côté,  x,y, sont  devenus  x -f- Ax , y + Ay, et  la 

fonction  F de  (x-j-Ax),  ( j’  -(-  Aj) . . . . se  développe  sui- 
vant le  théorème  (G63)  , 
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à'F  à'F  hy 


h'xy  + 


r,  AF  , , àF  d’.F  A’x’ 

dx  X ày  y dx*  2 ' dxdy  " ~J  ' dy'  a 

Comparant  les  puissances  semblables  de  h dans  ces  deux 
développemens  , on  trouve 

-,  àF  , dF 

"f=  j 7*+Mïr  ■■■■■ 


. . _ à'F  à'F  à'F 

m (m—i)  F = - — x * -4-  - — — 2xy-f-  y*-L. 

v ' dx’  T dxdy  dy7  ^ 


Pour  appliquer  ce  théorème  à Mày  -f  JVdx , M et  N 
étant  homogènes  du  degré  p , cherchons  s’il  existe  un  fac- 
teur homogène  z qui  rend  zMày  + zNdx  une  différen- 
tielle exacte  ; soit  n le  degré  de  z.  Comme  Nz  est  ho- 
mogène du  degré  p-f-n,  la  propriété  ci-dessus  donne 

, V d(lVz)  A(Nz) 

\P  + n)  Nz  = x — "j = y — ; — i ; or  on  a j 

dx  dy 

d (Mr)  d(,YO  , . , . ... 

— — » et  substituant  dans  la  precedente  pour 

ce  dernier  terme  sa  valeur , il  vient 

(,+»)  iv*=,  dÆ> +ü*fc2= _ v. 


dx 


dx 


ou  (,,+„+,)  l(f.j%+Arx[) 

do? 

équation  qui  sera  satisfaite  en  faisant  z = 


My  + Nx  * 

Mdv-f-iVdx  . , 

car  p — — n — i.  Donc  jyv  et  mtegrable  : l in- 

tégration ne  présente  plus  ensuite  de  difficulté  (76a). 

Ou  trouve  que  xd^-  — dx  { -|-  y'  ( x’  y' )}  = o, 

doit  être  divisé  par  x y/  (x’  -{-  y'  ) : intégrant 

dy 

'V\*‘+y')  par  raPPort  à^’  on a loê  {y  + V(*'  + r3)? 

aioulim^  différentûmt  par  rapport  à 


) 
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et  comparant  , il  vient 

ty -4-  y/  (x’-f-y’)  X J 

dX_-dx^  xyJyXi-\-y')  ^"\/(x,+r*}{j  + V<x,+J’)  ( ’ 

1 ( x'  + ?*  + W (x'  + y,)  2<lr  . 

~ 2 *VaV(^*+J’)  {jr-+-Vlx'+y’)\'  * 

ainsi  X— loge — log  x*  , et  l’intégrale  cherchée  est 
cy  4.  c yj  (xJ  4-yM  = x’ , comme  n“.  789 , III. 

764.  On  a quelquefois  besoin  de  différentier  relative- 
ment à y , des  fonctions  qui , telles  que  u —JMAx  , 
sont  affectées  du  signe  d’intégration  par  rapport  à x : on 
différentie  alors  sous  le  signe  J.  hn  effet , puisqu’on  a 


Au 

dx 


= M, 


d’n 


d’u 

d.rdj 


r djdx 

en  intégrant  par  rapport  à x , our  trouve 


AM 

= 4r; 

du 

Ay 


/AM 

àj 


dx. 


3.  Sur  les  Solutions  Singulières  ou  Particulières. 

* 768.  Soit  MAy  4-  JNdx  = o une  équation  différentielle 
qui  ait  pour  intégrale  complète  f (x,_y , c)  = o,  c étant 
la  constante  arbitraire.  Soit  Pdj’  -f-  Çdx  = o la  différen- 
tielle immédiate  de  cette  équation  , en  sorte  que  la  pro- 
posée résulte  de  l’élimination  de  c entre  ces  deux  der- 
nières (642)  Mais  il  est  clair  qu’on  parviendroil  également 
à l'équation  MAy  -f-  Adx  = o , si  différentiant.  . . . 
y (x,  y,  c)  = o relativement  à x y ej.  c , on  atlri— 
bunit  à c une  valeur  telle  que  la  différentielle  immé- 
diate de  f — o,  fut  encore  PAy  -f"  = 

pour  que  PAy  -4-  QAx  -f-  CAc  zxe  o se  réduise  à 
Pdy  _j_  Çdx  = 0,  il  faut  que  Cdc  = 0.  On  a 
donc  , ou  de  o,  ou  C = o.  La  rrc.  donne  c = const. 
C’est  le  cas  de  l’équation  primitive  y (x,  y,  c)  = o. 
La  2e.  donne  C s=  O , ou  -J-  = o t les  valeurs  de  t 
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qui  en  résultent  étant  substituées  dans  f(x  ,y,  c)=  o, 
donneront  à cette  équation  la  forme  S = o , telle  que 
sa  différentielle  sera  encore  Pi\y  -}-  Çldx  = o. 

Or,  il  se  présente  deux  cas  : t°.  Si  C = o donne 
pour  c une  valeur  constante,  l’équation  S=o  n’est 
qu’un  cas  particulier  compris  dans  l’intégrale  générale 
f(x,  y,  c)  = o,  c ayant  seulement  une  valeur  nu- 
mérique déterminée  : c’est  ce  qu’on  nomme  une  Inté- 
grale particulière.  Ce  cas  n’offre  rien  de  remarquable. 

2°.  Si  C=  o donne  pour  c une  fonction  de  x et  y, 
l’intégrale  J~(x,  y,  c)=  o,  deviendra  par  la  substitution 
une  nouvelle  équation  S=  o,  qui  , en  général,  11e  sera 
pas  comprise  dans  /- (x,  y,  c)  = 0 , puisqu’ici  c ne  peut 
y recevoir  que  des  valeurs  constantes  , tandis  qu’il  est 
devenu  variable.  L’équation  S ~ o , qui  ne  renferme 
pas  de  constante  arbitraire,  offre  donc  une  relation 
entre  x et  y,  qui  satisfait  à la  proposée  Mdy  -|-  iVdx  = o; 
quoique  n’étant  pas  comprise  dans  son  intégrale  géné- 
rale. C’est  ce  qu’on  nomme  une  Solution  singulière  ou 
particulière. 

Par  exemple  , on  a vu  ( 642  ) que  l’élimination  de 
la  constante  c entre  l’équation  y* — 2 cy  -f-x’=«'‘  et  sa 
dérivée,  donne 

(x*  — ay’)/1  — 4 xyy>  — x«  = o ; 

mais  si  on  regarde  c comme  seule  variable  dans  l’équa- 
tion primitive  proposée,  on  aura  c = — y , ce  qui  la  chan- 
gera tn  4-  s y1  = o.  11  est  visible,  et  on  peut  aisé- 
ment s’en  assurer  par  le  calcul,  que  l’équation 

x’  -(-  2y’  = o satisfait  à l'équation  différentielle,  quoi- 
qu’elle ne  soit  pas  comprise  dans  son  intégrale. 

Pareillement  x’ — 2 cy — b — c’  = o , a pour  dérivée  , 
après  l’élimination  de  c , 
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ÿ'  (*l  — * ) — zxyf  — *'• 


La  dérivée  relative  à c seul  donne  y - c — o , d’où 
c — — y , puis  x’’  yr  ~ b ’•  c’est  la  solution  singulière 

de  notre  équation  dérivée. 

( *’  -f  y'  — b ) (y'  — 2 cy  ) -f  (*’  — b ) c*  =o, 
donne  — y (x1  y'  — b)  -f-  (x’  — b)  c= o; 


pour  la  dérivée  de  la  primitive  relative  à c ; donc.  . . 
Wjc’4-  y’ — b) 

c s=  - — - j et  y’ (v* -f’X’  — A ) =o.  Mais  cette 

x‘  — b 

équation  n’est  pas  une  solution  singulière,  parce  qu’elle 
résulte  de  la  proposée  en  faisant  c = o ; y1  -f-  x‘  — 6 
est  donc  simplement  une  intégrale  particulière,  de  même 
pour  y — o. 

766.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 
i“.  Les  solutions  singulières  doivent  être  cherchées  avec 
autant  de  soin  que  les  intégrales  complètes,  parce  qu’elles 
enferment  souvent  la  vraie  solution  du  problème  qui 
conduit  à l’équation  différentielle  qu’on  a intégrée. 

j y 

3°.  L’équation  — = o exprime  la  condition  pour  que 


f (x,y,  c)=  oait  des  racines  égales  relatives  à c (673).  St 
donc,  à l’aide  de  l’équation  singulière  , on  chasse  x ou  y 
e la  proposée , l’équation  résultante  aura  des  factéurs 
égaux.  C’est  ainsi  que  dans  notre  Ier.  exemple,  si  on 
fait  x1  — — 3 y'  , la  proposée  devient 

j*  + 2 «r  + c'  ~ 'y  + *)•  = 

3°.  Puisque  la  constante  c est  arbitraire  , on  peut  con- 
sidérer l’intégrale  complète  f ( x , y , e)  = o,  comme 
l’équation  d’une  infinité  de  courbes  dont  le  paramètre 
c est  différent.  Si  donc  on  attribue  à c tontes  les  va- 
leurs possibles , res  lignes  consécutives  se  couperont 
deux  à deux  en  une  série  de  points , dont  le  système 
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forme  une  courbe  tangente  à chacune.  J (x,  y , e)  = o 
est  l’équation  de  l’une  de  nos  courbes , ainsi  que  celle 
de  la  courbe  qui  les  embrasse  toutes  ; seulement  c est 
constant  dans  celles-là  , quels  que  soient  x et  y , tandis 
que  c est  dans  celle-ci  une  fonction  variable  des  coor- 
données du  point  de  contact.  La  tangente  en  ce  point 
étant  déterminée  par  y , et  la  même  pour  l’une  et 
l’autre  , on  voit  que  y doit  conserver  la  même  valeur , 
que  c soit  constant  ou  variable  dans  f(x,y,  c)  = o. 

J C 

D’où  il  suit  que  si  on  élimine  c entre  J — o et  — = o , 

l’éqqjjtion  résultante  en  a:  et  y , qui  est  la  solution  sin- 
gulière , appartient  à la  ligne  de  contact  ■ des  courbes 
comprises  dans  l'intégrale  complète. 

4°.  Résolvons  par  rapport  à c l'équation  f (x  , y,  c)  = o, 
et  soit  c = q>  (x,  y).  Si  on  substituoit  <p  (x  , y ) pour  c 
dans  J(x,y,c)^  o,  le  résultat  seroit  identiquement 
nul,  ainsi  que  toutes  les  dérivées  relatives  soit  à x , soit 
à y ( 63i  ),  On  a donc  ( 634  )• 


if  4/  Aç  _ 

dx  de  dx 


if=_4/ . V. 


dx 


dx  * de 


•r  la  solution  singulière  rend  -p  = o,  donc  — = 


00, 


on  en  dira  autant  de  — - . Ce  caractère  offre  encor*  un 

4 y 

moyen  d’obtenir,  les  solutions  singulières , ce  qui  est  sur- 
tout utile  lorsque , dans  l’équation  primitive , c n’est 
qu’à  la  ÿe.  puissance  ; cas  qui  sembloit  échapper  à la 
méthode  générale. 

De  x’  — 2 cy  — c'  — b = o , on  tire 
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donc  x’  -h  y'  = b , qui  rend  celte  fraction  infinie,  est 
la  solution  singulière. 

de  de  ...  . 

En  posant  — ou  -r-  infini , il  conviendra  de  s’assu- 

tlx  dy 

rer  si  la  relation  entre  x et  y qui  en  résulte,  combi- 

née avec  la  proposée  , ne  donne  pas  Q (x, y)  = const.  ; 
car  alors  on  n’auroit  qu’une  intégrale  particulière. 

5“.  Soit  z le  multiplicateur  qui  rend  dérivée  exacte 
l’équationj'  -f-  K = o,  en  sorte  que  z ( y -f-  K ) — = o 

ait  pour  primitive  ç (x,  y)  s=  c : la  solution  singu- 
lière S = o ne  doit  pas  être  comprise  dans  cette  équa- 
tion. Par  conséquent,  si  de  S o,  on  tire  y en  /onc- 
tion de  x,  y = f®  substitution  dans  la  fonction 

<p  (x  , y)  ne  doit  pas  la  réduire  à une  constante  : ainsi 
sa  dérivée  <p'  ne  doit  pas  être  nulle. 

On  voit  donc  que  des  deux  expressions  y'  -f-  K i et 
<?'  ou  z ( y 1 -f-  K ) , l’une  doit  être  nulle  en  vertu  de 
y = 4 x,  tandis  que  l’antre  ne  doit  pas  l’être  : ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  z est  infini.  Il  en  ré- 
sulte que  les  solutions  singulières  rendent  infinis  tous 
les  facteurs  propres  à rendre  intégrable  l’équation  dif- 
férentielle proposée  : ou  plutôt  que  les  solutions  singu- 
lières de  cette  équation  , ne  sont  autre  chose  que  les 
facteurs  algébriques  que  l’on  peut  mettre  en  évidence , 
cl  séparer  entièrement  de  cette  équation  par  une  trans- 
formation convenable. 


Voyez  un  mémoire  de  Poisson  , i3e.  Jour,  polyt.  , 
p.  71  , où  il  est  démontré  qu’on  peut  toujours  déli- 
vrer une  équation  du  i*r.  ordre  de  sa  solution  particu- 
lière, ou  en  introduire  une  à volonté.  Voyez  aussi  un 
mémoire  de  Legendre,  Acad.  1790,  p.  226. 

767.  Concevons  que  y = .Y  satisfasse  à une  équation 
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proposée  y'  = F ( x , y ) , X étant  une  fonction  donnée 
de  x,  c.-à-d.  qu’on  ait 

y =F(x,  X)....  (.); 

cherchons  à reconnaître  si  y — X est  une  solution  sin- 
gulière , ou  une  intégrale  particulière  ; X ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire.  Soit  y ==  4 ( x , a)  l’inté- 
grale complète  de  y'  = F (x,  y)\  a étant  la  cons- 
tante arbitraire  : si  y = X est  nn  cas  particulier  de 
^ = 4>  (*,  a),  en  sorte  que  41  (x,  <*)  devienne  X lors- 
qu’on attribue  à a une  valeur  ft,  il  faut  que  4 (*,  «)  - X 
soit  zéro  (49*)  pour  a — b : donc 

■4(x,o)  — X=  (a  — b)mz, 

m étant  1%  plus  haute  puissance  de  a — b , et  z une 
fonction  de  x et  a qui1  ne  devient  o , ni  oo  , pour 
a = b.  Représentons  la  constante  (a  — b)m  par  c; 
l’intégrale  complète  de  y = F (x,y)  sera  donc 

y=X  + cz. 

Si  on  substitue  cette  valeur  de  y dans  y1  sr  F (x,^-)  , 
cette  relation  deviendra  identique, 

X'  4-  cz'  F ( x,  X -f-  cz  ) ; 

or  d'une  part , le  développement  de  z suivant  les  puis* 
sances  ascendantes  de  c,  a la  forme  (657) 

* = À"  -f-  Ac*  Bch  4-  . . . 4 

les^exposansa,  b.. . étant  croissans  et  positifs  , et  K,  A,  B... 
des  fonctions  de  x;  car  z n’est  ni  00  , ni  o , lorsque  c =0. 
Donc 

X 4-  cz'  = X'  + K'c  -f-  A'c*+'  4-. .. 

De  l'autre  part,  le  développement  de  F (x , X4-  cz  ) doit 

* 26 
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pareillement  être  F ( x , X ) 4 Nc"z"  4 .Mcmzm  4 . . . . 
n , m.  . . étant  croissans  et  positifs.  Cette  série  est  d’ail- 
leurs facile  à obtenir  (644*657)  , et  on  doit  regarder 
comme  connus  les  nombres  n , m. . . , ainsi  que  les  fonc- 
tions de  x désignées  par  N , M , ...  Si  donc  on  met 
ici  pour  z sa  valeur  développée , on  a , en  vertu  de  (i) , 

K'c  -4-  A + . . . = Ne"  (A'  4 Ac"  4 . . . )» 

4 Mer  [K  -f-  Ac"  -j- . . . \m  + etc. 

11  s’agit  donc  de  savoir  s’il  est  possible  de  déterminer  z , 
ou  plutùt  les  coefficiens  A B...  en  fonction  de  a,  et 

les  nombres  a b ...  , de  manière  à rendre  cette  équa- 

tion identique  ; car  si  cela  n’est  pas  possible  , y = X 
est  une  solution  singulière  ; dans  le  cas  contraire  , on  a 
une  intégrale  particulière.  11  set  présente  trois  cas. 

i ®.  Si  n > i , le  terme  K'c  n’en  rencontre  pas  de  sem- 
blable qui  puisse  le  détruire  : on  fera  donc  K'  — o , 
d’où  K — const.  Puis  on  posera  a 4 t = n » • • • • 

A'  — XK" , ce  qui  déterminera  a = n — 1 , et.  . . 

A = JK"NAx  ; et  ainsi  des  autres  termes.  L’identité 
sera  donc  toujours  possible,  cl  y = X sera  une  inté- 
grale particulière. 

• 2*.  Si  n t=  1 , la  même  chose  aura  lieu  ; car , posant 
K'  = NK , on  aura  log  K = JNdx  : il  sera  facile  en- 
suite d’ordonner  les  deux  membres , et  de  comparer  les 
exposans  et  les  coefficiens  respectifs  des  termes  de  même 
rang.  On  déterminera  ainsi  les  exposans  a,  b...  et  les 
coefficiens  K , A , B.  . . 

3*.  Enfin,  si  n < 1 , le  terme  Ne" K"  n’en  trouvera 
aucun  autre  qui  lui  soit  semblable , puisqu'aucun  des 
exposans  de  c n’est  < 1 dans  le  itr.  membre  : et  comme 
K ne  peut  être  nul , il  ne  sera  possible  en  aucune 
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manière  de  satisfaite  à l'identité  : y = X sera  donc  une 
solution  singulière. 

768.  Puisque  n < 1 dans  ce  dernier  cas  , en  mettant 
X -f-  ex  pour  y dans  F ( x , y ) , si  le  développe- 
ment de  Taylor  est  fautif  entre  le  Ier.  et  le  a*,  terme, 
c.-à-d.,  si  la  dérivée  de  F (a: , y ) relative  à y est  infi- 
nie ( 657,3°.  ),  = X est  une  solution  singulière.  Ré- 

ciproquement une  valeur  y = X qui  satisfait  à.  . . . . 


d F . . 

y'  = F (x , y ) , et  rend  — — infini  est  une  solution 

singulière,  puisqu’elle  donne  au  développement  de.  . . 
F (a;,  X -f-  cz)  la  forme  X'  -f-  Nc”Kn,..  n étant  < 1. 
d F dy' 

La  condition  — ; — ou  -f—  = 00  forme  donc  le  véri- 
àj  dy 

table  caractère  des  solutions  singulières  , et  on  voit  que 
pour  qu’elle  soit  remplie,  il  faut  que  la  fonction /'ren- 
ferme un  radical  (659,3°.)  que  l’bypothèse  y = X fasse 
disparoitre.  Dans  le  a*,  de  nos  exemples  p.  3g 7 , on  a 

, f d/  __  ±y' 

y ~~ y±\/  — i)  ’ d \y  ~ y^x'+y'—b)  * 

et  cette  dernière  fraction  est  rendue  infinie  par  la  so- 
lution singulière^1  = 6 — a;’. 

769.  Il  est  donc  facile  d'obtenir  les  solutions  singu- 
lières sans  connoitre  l’intégrale  complète;  car  en  tirant 

dy'  dy'  U 

la  valeur  de  , on  l’égalera  à l’infini  : soit -7— = — , 
dy 1 6 dy  1 * 

on  fera  T ■=  o , ou  U — 00  . Egalant  à zéro  tous  les  fac- 
teurs de  ces  équations , les  résultats  qui  satisferont  à 
y'  z=  F (x,  y)  seront  seuls  les  solutions  singulières. 

Pour^'=a  {y  — n )* , on  a ak  (y — n)l~‘  = 00, 
ce  qui  exige  que  k soit  < 1 , et  y = 71 , et  comme 
la  proposée  n’est  satisfaite  par  y = n que  quand  k est 
positif,  on  voit  qu’elle  n’est  susceptible  de  solution  sin» 
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gulière  que  quand  k est  entre  o «t  i.  L’mtégrale  corn* 

,,  (y — n),-< 

plctc  est  — j — = ax  -f-  c. 

Il  n’est  pas  nécessaire  de  donner  à l'équation  dérivée 
la  forme  explicite  y'  = F (a:,  y)  pour  appliquer  noire 
théorème  ; car  soit  V — o , la  relation  donnée  entre 
sc  y et  y'  j on  peut  considérer  y'  comme  une  fonction 
de  x et  y , que  cette  équation  détermine  ; ainsi  la  dif- 
férence partielle  dey  relative  àjy,  sera  donnée  par  (633) 


dV  df 

+ X7“dT  — 05 


dV 

dy  *r  dy  dy 


d r'  . . . . dr  . 

or  pour  que  soit  infini,  il  faut  que  -j-j  soit  = o, 

dV 

ou :=  oo  : en  sorte  qu’on  obtiendra  toutes  les  so- 

d y 

lutions  singulières  par  cette  voie.  Si  même  la  fonc- 
tion V est  rationnelle  et  entière  , ce  qu’on  peut  tou- 

dV  . . 

jours  supposer  , il  ne  sera  pas  possible  que  -jp  soit  in- 

dV 

fini.  Il  faudra  ensuite  éliminer  y'  entre  V=  o et  = o. 

, . . dF 

On  ne  devra  d’ailleurs  prendre  que  les  facteurs  de  -j-j  , 

dV 

qui  ne  sont  pas  communs  avec 

Ce  calcul  ne  fera  connoître  que  celles  des  solutions 
singulières  qui  contiennent  y ; mais  pour  obtenir  celles 
qui  ne  renferment  que  x,  qui  échappent  à cette  règle, 
on  devra  raisonner  de  même  par  rapport  à x : on 
trouvera  ainsi,  outre  les  solutions  déjà  connues  où  entrent 
x et  y , celles  qui  ne  dépendent  pas  de  y. 
i».  Ainsi  (x>  — uy*)y  ‘—  4 xyf  — 
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rfonm*  (*’—  yr")y~  2xy  = o, 


en  différentiant  par  rapport  à y'  seul  : éliminant  y entre 
tes  équations  , on  trouve  **  (x*  -f-  y»)  = o ; or  *%=  o 
ne  satisfait  pas  à la  proposée  , et  la  solution  singulière  est 
**  -f  ay*  = o 

a*.  De  même  xdx  -j-ydy  = d fy/Çx’  -|- y' c’) 


•ÛU  **  + xxy/  -f  y1  («•  — X’)  = o 

donne  ay  y f (c’  — x’)  = o 

» 

d’où  x*  -{-  y*  = c' , en  éliminant  y. 

3°.  Pour  j-dx  — xdy  = ads , où  dsr=  a y (dx‘-(-  dy’)r 


•fi  trouve  yx  — a * = 2.xyy'  -J- -y'*  (a*  — x’) 


d’où  xy^=y  (x’ — a’)  ; puis  éliminant  y',  on  a pour  la 
solution  singulière  x’ -f-.y’ 

4°.  (-elle  de y=zxy  -f-  Y1,,  où  Y'  est  une  fonction  quel- 
conque dejr',  s’obtient  en  éliminant^,  à l’akle  de.... 4 
d Y' 


x -f~ 


d y 


770.  Puisque- sans  connoitre  l’intégrale  complète  d’une 
équation  dérivée , on  sait  en  trouver  les  solutions  singu- 
lières, et  que  le  (acteur  x propre  à rendre  intégrable  la  pro- 
posée est  alors  infini  (766,  4l’-)i  on  peut  souvent , par  des 
artifices  d’analyse  , trouver  ce  facteur  x.  Un  exemple  tire 
du  Mémoire  de  Trembley  (académie  de  Turin,  1790 — qi) 
suffira  pour  faire  entendre  ce  procédé. 

Dans  l’exemple  3*.  nous  avons  trouvé  x*-^^’  — «*  = cr 
pour  solution  singulière  ; la  proposée  résolue  par  rapport 
*y\  donne  - ' 


(«’  — *")y'  -b  *y  = «VCr*  4*  *’  — <*’) 

qui  est  visiblement  satisfaite  par  x*  — a*  = o : on  essaiera 
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si  le  facteur  ; a h forme  ( x ' — a’)”’  (y'  -f-  a:’  — • a*)" 
77i  et  n étant  des  indéterminées.  Pour  cela  on  multipliera  la 
proposée  par  cette  fonrtion,  et  on  posera  la  condition  (i) 
n“.  762  , puis  on  verra  qu'elle  est  remplie  en  prenant 
77a  = — 1,  n =.  — A ; ainsi  le  facteur  qui  tend  U proposée 

intégrable  est  (x*  — a’)- 1 (y1  -f-  x'  — a')~  ï 

La  théorie  des  solutions  singulières  a beaucoup  exercé 
les  analystes  ; Laplace  , Euler , Lagrange  , Legendre  , 
Poisson  ont  tour-à-tour  traite  cette  matière  avec  la  supé- 
riorité qui  distingue  leurs  ouvrages  : nous  invitons  à lire 
leurs  Mémoires  dans  les  Collections  académiques. 

4-  Des  Equations  où  les  différentielles  passent  le  premier 
• degré. 

771.  Cherchons  l’intégrale  de 

F (x,  y,  y\ y1' . . . y,m)  — o.  Comme  celte  équation  ne 
peut  provenir  que  de  l’élimination  d’une  constante  c entre 
l’tfqualion  intégrale  et  sa  dérivée  , dans  lesquelles  c entre 
à la  puissance  m , soit  c = <p  (x,  y ) la  valeur  de  cette 
constante  tirée  de  l’intégrale;  q'  (x,_y-)  = o ne  con- 
tiendra^' qu’au  i*%  degré  , et  on  pourra  en  tirer  y'  — Xy 
X contenant  x et  y affectés  de  radicaux  : et  puisqu’en  les 
faisant  disparoître  par  des  élévations  de  puissances  , on 
doit  reproduire  la  proposée  F=  o,  il  s’ensuit  que^-' — X 
doit  être  le  facteur  de  F. 

Si  donc  on  résout  la  proposée  par  rapport  zy'  et  qu’on 
intègre  ses  facteurs^-'  — X — o , y'  — Y=  o , ...  on  voit 
que  ces  intégrales  seront  celles  de  la  proposée  qui  ré- 
pondent aux  diverses  valeurs  do  c — <p  (x  , y').  Soient 
P — o , Q — o,  R = o , . • . ces  intégrales,  leurs  produits 
PQ  — o , PQR  — o , . . . satisferont  aussi  à la  proposée  , 
car  la  dérivée  du  produit  PQR...  étant 
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P'QR. . . + PQ'R-  . • 4"  PQR' ...  + etc.,  chaque  terme 
est  nul  en  particulier. 

Par  exemple  yy,x  -j-  2Xy'  —y  donne 

— * ± V (r  + **)  ,,  . ■ yf  + * 

/V  — , U OU  - 

y =fc  Vy  4-  *■  , 

et  comme  le  t,r.  membre  est  visiblement  (712,1V)  la 
dérivée  de  ± y/  (x'  4"  .y’),  on  a Pour  intégrale 

-4-  y/  (y*  4-  a:’)  =:  x 4“  c r ou  4’  — ac*  4*  c’* 

772.  Au  reste , il  est  des  cas  où  on  peut , par  des  ar- 
tifices de  calcul  , éviter  la  résolution  des  équations  par 
rapport  à y‘  : les  deux  exemples  suivans  serviront  à faire 
connoilre  les  principaux. 

I.  Supposons  que  l'équation  ne  contienne  que  x tly' , 
et  soit  facile  à résoudre  par  rapport  à x,  en  sorte  qu’on 
ait  x = Fy'.  Comme  Ay  —yAx  donne  (712,  V)  . . . . 
y = xyJ  — fxAy  ; en  metttant  pour  a;  sa  valeur  Fy' , 
on  a 

y—f-Fy  —JFy.Ay 

après  avoir  intégré  J'Fy'.ày’,  ce  qui  rentre  dans  les  qua- 
dratures, on  éliminera^'  à l’aide  de  la  proposée  x = Fy'. 
Ainsi  pour  (1  4"  y7’)  * = *»  on  a / 

Fy'  — ! — — , y — — fA.y— 

1 4 -y  » 4 -r  y< -Fy1' 

ce  dernier  terme  ==  arc  (tang  =>y')  4*  c i éliminant  y’ 
on  trouve  enfin  pour  l’intégrale  demandée 

y = V(*  — **)  — arc  Qang=ÿr--x  ~r  ^ 4 -c 

II.  Si  l’équation  a la  forme  y=.yx  4-  Fy,  en  diffé- 
rentiant  on  a dy  rze^dx  4- 
d y = y’dx , donc 
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/ «<F\  1 , 

En  «“galant  chaque  facteur,  à zéro , il  vient  y'  — c et: 

AF  . . 

* -J-  -g— 7=0.  11  ne  reste  plus  qu’à  éliwiiner  y',  entre  la 

proposée  et  l’une  ou  l’autre  de  ces  équations.  Celle-ci 
ne  donne  qu’une  solution  singulière  (769 , 4°)  : la  tre- 
conduit  à l’intégrale  complète  y = ex  -f-  C,  en  désignant 
par  C ce  que  devient  Fy  lorsqu’on  y remplace  y'  par  c , 
ou  C = Fc. 

Ainsi  yûx  — xAy  =0^  (dx*  -f-  dy’)  se  met  sous  la> 
forme  y =y,x  -f-  a V (l  + : 


f —c  et  x -f- 


ay 

v(  »+/’) 


la  1".  donne  pour  intégrale  coinplèley=ex-f-ayé 

la  2*.  conduit  à la  solution  singulière  y’  -+-  x*  = a’, 

lorsqu’on  substitue  dans  la  proposée  ^ — pour  y. 


5.  Des  Constantes  arbitraires  ; de  F Intégration  des  équa- 
tions différentielles  à l'aide  des  séries  et  de  leurs  cons- 
tructions. 


773.  Reprenons  la  série  de  Maclanrin  (666) 

y —Jx  =/-(-  xf  -f  -J  x'f  + etc. 

dans  laquelle  J J’  J" . • . sont  les  valeurs  coiistantes  que 
prennent  Jx  J'x  ffx  . . . lorsqu’on  fait  x s=  o.  Si  l’é-- 
quatiou.  dérivée  donnée  est  du  icr.  ordre  , on  en  tirera  ai— 
sèment  y*,  et  par  des  dérivations  successives  , yM y". . 
en  loncliun  de  x et  y.  Puisque  x = o répond  à y —ff, 
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» »n  substituant  ces  deux  valeurs  dan?  y yH . . . on  aura 
celles  de  f f*...  et  par  conséquent  Inut  sera  connu 
dans  notre  série  excepté  f qui  demeurera  arbitraire. 

De  même  si  la  dérivée  donnée  est  du  2*.  ordre  , on  en 
tire  y*  y" . . . en  fonction  de  x,  y et  y : or  x — o 
répond  k yx=J  tl  y'  ■= /'  ; mettant  ces  valeurs  dans  celles 
de  yr'  y" . . puis  dans  la  série,  tout  y est  connu,  excepté 
les  constantes  f et  f'  qui  sont  quelconques. 

Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

Donc  f expression  de  y renferme  autant  de  constante * 
arbitraires  qu'il  y a d’unités  dans  l’ordre  de  la  déride. 
Quoique  fondée  sur  la  théorie^des  suites  , cette  consé- 
quence a pourtant  toute  la  rigueur  convenable  , puisqu'on 
peut  regarder  toute  série  comme  le  développement  d’une 
expression  finie  y = fx , laquelle  doit  contenir  autant  do- 
constantes  arbitraires  que  la  série. 

*.  774.  Soit  J(x,y,  a,  &,...)  = o la  primitive  d’une- 
dérivée  donnée  j les  constantes  a b...  introduites  par 
l’intégration,  sont  rarement  les  valeurs  JJ'...  dey  y1... 
qui  répondent  A x=o,  sans  que  pour  cela  notre  démons- 
tration cesse  d’être  exacte.  En  effet,  si  on  applique  à 
/ (x,  y , a , 6 , . . .)  le  théorème  de  Maclaurin  , y prendra 
la  Tonne  f -f-  x/'  -f-  j xJ" . . . alors  les  constante» JJ' . . . 
sont  des  fonctions  de  a b...  ; en  sorte  qu’on  peut  subs- 
tituer dans  la  primitive  pour  a b. . . leurs  valeurs  en  f /', . . 
ce  qui  rendra  nécessairement  le  développement  identique 
avec  celui  que  nous  avons  obtenu. 

Et  si  la  nature  de-  la  fonction  primitive  f est  telle  que 
le  théorème  de  Maclaurin  ne  puisse  y être  appliqué  (667),. 
parce  que  y ne  devroit  pas  procéder  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x ; on.  conçoit  aisément  que , pat- 
une  transformation , on  pourrait  éviter  cette  difficulté  h 
U qu’elle  n'atteint  pas  notre  conséquence. 
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Concluons  de  là  que  non-seulement  notre  démonstra-a 
tion  est  générale  , mais  encore  que  de  quelque  manière 
qu’on  soit  parvenu  à une  intégrale , qui  renjerme  le  nombre 
convenable  de  constantes  arbitraires  , cette  équation  sera 
la  primitive  de  la  proposée , et  renfermera  nécessairement 
toute  autre  intégrale  qui  y satisferait  aussi,  avec  le  même 
nombre  de  constantes  arbitraires. 

7^5.  En  faisant  A = — x dans 

/ (*  + *)  —y  + y'  * + i y"  h[  H — 

/'(*  + f‘)  + y"  h + ïf'h'  +. . . 

f"(x  + A)  =y"-£f"h  -f  iyrhr  + ...  etc. 
on  a (i )...f=y—/x-\-\y«x'—... 

(2)  . . . f = y'—  y"x  + { y"'x ’ — . . . 

(3)  . . . fU=yl — y"'x  -f  j/ rxr  — . . . etc. 

Donc,  i°.  si  l’équation  dérivée  donnée  est  du  1".  ordre  , 
on  aura  y y"  • • • en  fonction  de  x et  y ; en  sorte  qu’en 
substituant  dans  la  formule  (1)  , on  aura  l’intégrale , f 
étant  la  constante  arbitraire. 

20.  Si  l’équation  proposée  est  du  2*.  ordre  , y"  y"' .. . 
seront  donnés  en  x,  y et  y ; en  sorte  qu’en  substituant 
dans  lcs4 équations  (1  et  2)  , on  aura  deux  équationsfcentre 
x,y  et  y',  chacune  coutenant  une  constante  arbitraire, 
ce  qui  formera  deux  équations  intégrales'  du  i*r.  ordre. 

Et  ainsi  de  suite.  11  est  d’ailleurs  évident  par  la  forme 
même  de  ces  intégrales , qu’elles  sont  différentes.  Ainsi 
toute  équation  du  n’.  ordre , a n intégrales  de  F ordre 
n — 1.  Si  ces  dernières  ctoient  connues  , l’intégrale  finie 
le  seroit  bientôt.,  puisqu’il  suffiroit  d’éliminer  entre  elles 
y’  y".-.  ynT‘.  Donc  ayant  une  équation  dérivée  du  2e. 
ordre  , on  aura  également  sa  primitive  absolue  , soit 
en  éliminant  y'  entre  ses  deux  dérivées  du  iCr.  ordre. 
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soit  en  cherchant  nne  relation  finie  entre  a:  et)_y,  qui 
contienne  deux  constantes  arbitraires  et  qui  satisfasse  à 
la  proposée.  On  en  dira  autant  des  autres  ordres. 

11  nous  resteroit  à démontrer  , sur  l'intégration  des 
équations  des  ordres  supérieurs  , plusieurs  théorèmes  re- 
latifs aux  facteurs  propres  à rendre  intégrables  et  aux  solu- 
tions singulières:  mais  comme  ils  s’éloignent  de  notre  but, 
nous  renverrons  au  XII*.  Jour.  Polyt.,  leçons  i3,  14  et  i5  , 
par  Lagrange. 

776.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  est  démon- 
trée complètement  ; mais  elle  n’est  pas  toujours  propre 
à faire  connoitre  ■ l’intégrale  approximative  ; il  faut  eu 
effet  que  la  série  soit  convergente.  11  convient  alors 
de  recourir  à des  transformations  qui  amènent  la  fonc- 
tion à l’état  nécessaire  pour  qu’on  puisse  y appliquer  les 
principes  précédens.  Nous  ne  dirons  rien  à cet  égard  , 
parce  que  l’exercice  de  l’analyse  apprend  ce  qu'il  faut 
faire  mieux  que  toutes  les  règles  : et  les  auteurs  ont , en 
pareil  cas , soin  d'indiquer  les  transformations  dont  il 
font  usage.  Au  reste  , voicj  ce  qu’on  peut  dire  de  plus 
général  sur  ce  sujet , lorque  l’intégrale  ne  doit  pas  pro- 
céder suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x. 
On  fera 

y Axn  -j-  Sx0  -f-  Cxc  -f- . . . 

et  il  s’agira  de  déterminer  les  exposans  abc...  et  les 
cocfliciens  ABC...  Pour  cela  on  en  tirera  les  valeurs  de 
y',  y"...  et  on  les  substituera  dans  la  dérivée  proposée, 
que  nous  supposons  du  1".  ordre,  et  qui  devra  être  ren- 
due identique:  puis  ordonnant  par  rapport  à x,  on  com- 
parera terme  à terme  les  puissances  de  même  ordre,  ainsi 
que  leurs  coefficiens  , à-peu-près  comme  n**.  572  et  579  ; 

ce  qui  déterminera  a b. . . AB...  Ainsi  pour 

(1  -J-  y')  y — t , on  aura 


il*  Cal cvt  intégrAe. 

(i+Aaxm~'+Bbxi-'+..)[Ax*+Bx>+..)=:t 

d’où  A'ax™-'  -f  ABax***-'  -f-  ACaxa+c—  -| 

ABbxa+*~‘ -{-B’ bx,b  ~ ' -j-....  f 
+ ACcxaJr‘~'  + 

— i -f - A x*  -| - B xb  -J-....) 


Donc  2<j— 1=0,  a-f-ft  — 1 = 0,  a -j-  c — i = b , . . . » 


puis  A' a = i , AB  (a-|-i)-f-^  = o,.... 

A — y/ 2,  B = — C = y' 2 . . . 

et  y — x*  l/a  — -f-  ^xï  ^2—, ... 

Si  on  eût  pu  présumer  la  loi  des  exposans,  on  auroit 

posé  sur-le-champ  y = Ax » -f*  Bx » -f-  Ca^  ou 

plutôt,  faisant  la  transformation  z*  = x , on  auroit  pu 
ensuite  appliquer  la  série  de  Maclaurtn. 

777.  La ‘méthode  des  coefficiens  indéterminés  conduit 
à une  intégrale  qui  manque  de  généralité  parce  qu’elle 
est  privée  de  constante  arbitraire  : mais  si  on  change  dans 
l’équation  différentielle  proposée  .r  en  z- f-  a,  et  y en  /- f-Æ, 
on  développera  t en  z , en  sorte  que  la  série  soit  nulle 
lorsque  z — o , puis  substituant  pour  « et  f leurs  valeurs 
x — a et  j — b , on  aura  l’intégrale  cherchée,  où  a et  b 
tiendront  lieu  de  la  constante  arbitraire  c , puisque  dans 
l’intégrale  /{x,y,  c)  = o,  c peut  être  déterminé  en 
fonction  de  a et  b.  IL  sera  aisé  d’étendre  ces  principes 
aux  ordres  supérieurs. 

778.  On  peut  aussi  approcher  des  intégrales  à l’aide 
des  fractions  continues.  Suivons  la  notation  page  109,. 
«t  soit  y = Ax a , Bx°  , Cxc  , . . . ; la  valeur  de  y sera. 

xeprésenlée  par  y = d^L. , g désignant  le  reste  de  ht 
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fraction  continue  , ou  z = Bxb  , Cxf, . . . Substituant 
dans  l’équation  différentielle  proposée,  pour  y celte  va- 
leur en  négligeant  z,  ou  faisant  j-  — Ax",  on  ne  conserve- 
ra que  les  itr*.  termes,  parce  qu’on  regarde  x comme  très- 
petit  (note  618).  On  trouvera  A et  a par  la  comparaison 

yixa 

des  coefficiens  et  des  exposans  : puis  on  fera_y  = , et 

il  faudra  raisonner  de  même  pour  la  transformée  en  z : 

Bx* 

on  fera  donc  z = Bxb , au  lieu  de  * = ; et  ainsi  de 

i + * 

suite. 

Par  exemple  , my  -j-  0 = en  faisant. . ..  . 

y = Ax“  , devient  (m  -j-  a)  Ax"  aAx“~'  = o , qui  se 
réduit kaAx*~‘  = o,  à cause  de  x très-petit  (note  n*.  618). 
Donc  a ss  o et  A reste  indéterminé.  Un  fait  ensuite 


y = , et  on  a m (t  z)  — (i  -j-  *)  d’où  posant 

t -)-  e 

z = Bx* , on  tire  m -j-  J5x*  (m  — A)  = bBx ' , ou  plutôt 
m xx  bBx *“■'  ; donc  b = i et  Bxx  m.  On  fera  ensuite 

g s=  - , etc. , et  on  obtiendra 

t + f 


y— A,  mx,-i(m-t)ï,  * (m+0  x—  « (m— 2)*,... 

Comme  l’équation  proposée  a pour  intégrale 

y — A (1  -f-  x)~m , on  a ainsi  le  développement  en  frac- 
tion continue  de  cette  fonction. 

On  pourroit  en  déduire  l’intégrale  sous  la  forme  d’une 
série  ( Voy.  543,  6°.) 

Consultez  sur  ce  sujet  le  Calcul  intégral  de  Lacroix, 
tome  II , n°.  5y8  : ouvrage  dont  on  ne  sauroit  trop 
recommander  la  lecture  , et  dans  lequel  on  trouve  réuni 
tout  ce  qui  est  connu  sur  la  doctrine  de  l’intégration. 

779.  Lorsqu’une  équation  différentielle  proposée  appartient  60. 


r 
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4*4 

à une  fourbe,  il  peut  être  utile  de  la  construire  san* 
' intégrer  ; or , c’est  ce  qui  est  toujours  possible , et  voici 
comment. 

Supposons  d’abord  que  l’équation  soit  du  irr.  ordre 
F (x,  y , y'  ) = o : concevons  que  la  constante  soit 
déterminée  par  la  condition  que  x = a donne  y = b. 
fio.  On  prendra  AB  — a,  BC  — b,  et  le  point  C sera  sur  la 
courbe  cherchée.  En  substituant  o et  A pour  x et  y dans 
o,  on  en  tirera  pour  y"  une  valeur  qui  fixera  la 
direction  de  la  tangente  KC  au  point  C.  Prenons  un 
point  D assez  voisin  de  C , pour  qu’on  puisse  , sans 
erreur  notable , regarder  la  droite  CD  comme  confon- 
due avec  l’arc  de  courbe  ; AF  = a'  , FD  — b1  seront 
donc  les  coordonnées  du  point  D de  notre  courbe  ; en 
sorte  qu’on  pourra  faire  x = a' , et  y = b'  dans  F = o , 
et  en  tirer  la  valeur  de  .y'  correspondante,  et  par  conséquent 
la  situation  de  la  tangente  IE.  On  continuera  o’opérer 
de  même , et  on  voit  que  la  courbe  sera  remplacée 
par  un  polygone  CDEZ. 

On  pourrait  encore  raisonner  de  la  manière  suivante. 
On  tirerait  de  l’équation  F=o  et  de  sa  dérivée,  les  valeurs 
àcy1  et  y"  en  fonction  de  x et  y , et  on  les  substituerait 
dans  celle  du  rayon  de  courbure  jR,  (684)-  Puis,  traçant  la 
tangente  KC,  et  menant  la  perpendiculaire  CN  égale 
à ce  rayon  , x et  y étant  remplacés  par  a et  b , on 
décrirait  du  centre  N un  arc  de  cercle  CD  ; on  regar- 
derait ensuite  le  point  D comme  étant  sur  la  courbe, 
ses  coordonnées  étant  a'  -et  b' . On  mènerait  de  nou- 
veau la  tangente  ID  et  le  rayon  de  courbure  DO,  etc. 
La  courbe  serait  alors  remplacée  par  un  système  d’arcs 
de  cercle  contigus.  11  est  même  évident  que  l’erreur 
serait  moindre  qu’en  se  servant  des  tangentes  seules , et 
qu’on  pourrait  en  conséquence  prendre  les  points  CDE 
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plus  écartés  les  uns  des  autres  ; ce  qui  rcndroit  les  cons- 
tructions moins  pénibles. 

780.  Si  l’équation  différentielle  proposée  est  du  2'.  60. 
ordre,  F (x,y,  y' , y"  ) =0;  après  avoir  choisi  de 
même  un  point  arbitraire  C , pour  un  de  ceux  de  la 
courbe , il  faut  en  outre  prendre  encore  une  droite  quel- 
conque KC  pour  tangente  en  C : cette  double  condi- 
tion détermine  les  deux  constantes.  On  tirera  la  valeur 
de  y" , et  par  suite  celle  du  rayon  de  courbure  R, 
en  fonction  de  x , y et  y'  ; et  comme  ces  quantités 
sont  connues  pour  le  point  C,  on  décrira  l’arc  de  cercle 
CD,  comme  précédemment.  Le  point  D de  cet  arc 
étant  supposé  sur  la  courbe,  on  décrira  sa  normale  DN , 
et  on  calculera  la  valeur  de  R pour  le  point  D,  dont 
on  connoît  les  coordonnées  et  fa  direction  de  la  tan- 
gente ; et  ainsi  de  suite. 

Un  raisonnement  semblable  donne  le  moyen  de  rem- 
placer la  courbe  par  une  série  d’arcs  de  paraboles  oîcu- 
latrices.  On  pourroit  aussi  appliquer  ces  principes  aux 
équations  différentielles  du  3*.  ordre  ; mais  alors  non- 
seulement  il  faudrait  prendre  arbitrairement  un  point  C, 
et  sa  tangente  KC,  mais  encore  le  rayon  CN  du  cerle 
oscillateur  en  ce  1".  point , ce  qui  déterminerait  les  trais 
constantes  arbitraires  On  ne  pourroit  ensuite  remplacer 
la  courbe  que  par  une  suite  de  paraboles  dont  le  con- 
tact serait  du  3*.  ordre.  On  en  dira  autant  des  ordres 
supérieurs. 

6.  Des  Équations  des  ordres  supérieurs  et  en  parti- 
culier du  second  ordre. 

’ 781.  La  plus  simple  des  équations  dérivées  de  l’ordre 

n est  y(")  = Fx , qu’on  peut  mettre  sous  la  forme.  . . 
dy("—l)  = Fx, dx.  Soit  X l’intégrale  de  Fx. dx,  on  a 
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y ■)  = c -f-  X,  et  on  opérera  de  même  que  sur  la  pro- 
posée; etc.  . . . Ainsi  pour  d'y  =-  adx  ' ou  d y’  = adx  on 
trouve  y ax  -f-  c ; puis  y — b -f-  ex  -|-  ; a*1,  b et  -c 
étant  les  constantes  arbitraire*. 

De  même  y"  — axn  donne  

ax"+’ 

Y = b 4-  ex  4-  ■ Si  n—  — i,  on  trouve 

y = b -f-  ex  -f-  ax  log  x ; et  si  n = — a.,  on  a 

y— b y ex  — a log  x. 

782.  Lorsqu'une  équation  du  2'.  ordre  ne  contient 
ni  x,  ni  y , elle  a la  forme  J \yn , y'  ) = o : en  mettant 

| \yt 

pour  y"  , elle  devient  du  i*r.  ordre  entre  x et  y. 

On  en  tire  dx  = Fy  .dy  ; et  comme 

d y — y dx  — Fy  .y  dy  , en  désignant  par  x — M y A, 
y = N -J-  B les  intégrales  de  ces  équations,  il  ne  reste 
plus  qu’à  éliminer  y entre  elles  ( 77 5 ) , et  011  aura 
l’intégrale  complète  déjà  proposée , A et  B étant  les  cons- 
tantes arbitraires. 

Soit  ayïï  -f-  ( 1 -f-  y*)*  — o;  on  trouve 
— ady  = (»  +y'*y  dx; 

1.  * 1 —ady  —ay'dy 

d’ou  dx  = , dy  — ; 


(‘+yy 

v* 


(•  +/,)î 


puis  X = A , Y — B -| ; -, 

V (»  +y  0 7 ^ V (*  +y  ) 

et  enfin  ( A — x)’  (B—  y)*  = o’. 

Cette  intégration  donne  la  solution  de^ce  problèmes 
quelle  est  la  bourbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  cons- 
tant , ou  B.  7=z  a ? Le  cercle  jouit  seul  de  cette  pro- 
priété. 
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F.Ç  DATIONS  DES  ORDBES  SUB^RlEURS.  4^/ 
Le  procédé  ci-dessus  s'applique  à tous  les  ordres , 
pourvu  que  l’équation  soit  de  la  forme  /’jjd"'»  y(n,~')  } = o. 
Ainsi  pour  f ( y"', .y  H ) = o , on  fera  dy'(  xxydx  , d’où 
x = /Fy"  .dy1* , et  y*  =xfy*'dx  =f  {Fy**  .y'dy11  ).  Mettant 
ensuite  pourjr'  cette  intégrale  dans  dy  x=ydx  , on  par- 
vient à des  valeurs  de  x et  de  y exprimées  en  y",  et 
renfermant  trois  constantes  arbitraires  : on  élimine  ensuite 
yH  entre  elles  (776). 

7Ô»3.  Passons  aux  équations  de  la  forme  y11  r=  Fy  : en 
multipliant  par  ydx  — dy , et  à cause  de y"dx  — dy' t 
on  a y'dy'  Fy.dy  , d’où 

^c-^fFy.dy  et  y'  = ^ (c  + 2/ Fy.dy) -, 

/‘dy  /~>  dy 

y'  ~ J yV  -f  2/FyAy) 


Par  exemple,  a’d'y  -(-  ydx'  = o , 
devient  a'y'dy"  = —ydy,  d’où  o’j” 

dj:  1=  —t — ; donc  intégrant  , 

Vi^-r) 

» » 


ou  ayl  = — J» 
= *’ — y'  1 puis 

ou  a 


X 


a. arc 


b, 


) 


. x x 

c srn  — ■ -|-  c'  cos  — . 

a a 


qui  équivaut  a y : 

I)e  même  d’J.yé  (ap)  ==  da;',  donne  j ay '*  = c-f-  yé (û/)î 

‘b-V*1 


d’où  2 dx  = • . * 

\/  (c  + v/j) 

intègre  et  on  trouve  enfin 


: on  fait  c -}-  \/y  = r%  on 


x=5  V aWy—  a<0  V { c -f  v<r}  + b. 

Ce  procédé  s’applique  à toutes  les  équations  de  la 
forme  y.n;  = Fy("~'i  ; car  soit,  par  exemple, y'r  = Fy"; 
comme  = d'y11  = FyV.dx*,  on  intégrera  deux  fois  , 


a. 


a7 
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et  on  aura  x = ç>y"  , avec  deux  constantes.  D'ailleurs 
y = Jy" dx  s’intégre  après  avoir  mis  pour  dx  sa  valeur 
en  y"  : substituant  ensuite  celte  valeur  de  dx , et  celle 
de  y dans  y = fy'àx , on  obtient  aussi  y en  y".  11 
ne  reste  plus  qu’à  éliminer  y"  à l’aide  de  x = <f>  y"  , 
et  le  résultat , qui  contient  quatre  constantes  arbitraires 
est  l’intégrale  complète  cherchée. 

784.  Dans  les  équations  du  t".  ordre,  on  a pu  prendre 
pour  principale  telle  variable  qu’on  a voulu  , sans  que 
pour  cela  les  procédés  d’intégration  exigeassent  des  mo- 
difications ; c’est  un  des  avantages  qu’offre  la  notation 
de  Leibnitz  (656).  Mais  il  est  maintenant  indispensable 
d’indiquer,  dans  chaque  équation  différentielle , quelle  est 
celle  qu’on  a prise  pour  constante , et  d’y  avoir  égard 
à chaque  transformation  que  peut  nécessiter  le  calcul. 
Par  la  suite  , nous  supposerons  toujours  dx  constant , 
à moins  que  nous  ne  prévenions  du  contraire. 

Si  donc  on  veut  que  dx  soit  constant  au  lieu  de  toute 
àutre  différentielle  qu’on  a regardée  comme  telle  dans  une 
équation  donnée  , il  faut  modifier  l’équation  à l’ajde  de 
la  théorie  connue  (654  )•  Ainsi  , pour  d«l_y  = od’x  , 
ou  ax"  ~y\  on  a pris  pour  constant  drr=  \/ (dx'  -f-d_y’)  ; 
donc  a(s'x"  — x's")  x=y'su  ; puis  posant  x'=  1 , on  a 

3 

y' s1*  — — as" , ou  ( dx’  -J-  dj"1  ) * = — odxd’j- 


où  dx  est  constant.  Celte  équation,  mise  sous  la  forme 


ï 


ay"  -(-  ( 1 -\~y‘  )*  ==  o , vient  d’être  intégrée  ( 7 82  ). 

Ce  n’est  pas  au  reste  qu’on  11e  puisse  quelquefois  pré- 
férer à x toute  autre  variable  principale. 

Pareillement , ds  est  constant  dans  l’équation 

, . , d’r  ix  , 

(dx1  -4-  dv1)  = — cos  — ; pour  que  dx  soit  constant , 
J dx4  a c 1 
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on  remarquera  que  cette  équation  équivaut  à 
(l 'y  dx' 


d*‘ 


dsi 


i x 
— cos  — ; 


qu’  on  écrit  y"  = x'i.  — cos  — — , s étant  toujours  variable 

' • I X 

principale;  d’où  — = - ; — — s*  = — cos  — • aucune 

x*  a c 

dérivée  n’étant  constante.  Enfin  x'  = i,  donne 

é = l/(i+/’),sVü/ij’»)  puis 


y”  = 


l X , <]jr  X 

— cos  , ou  dy  = — — cos  — J 
a c a c 


dx  est  constant , et  k et  b sont  les  constantes  arbitraires, 

C . X . fi  * » , * c X 

y'  = - — sm (-  b , d ou  y ==  k -f-  bx cos  — . . 

^ a ’ c a c 

785.  Lorsqu’une  équation*du  2'.  ordre  ne  contient  pas 

y,  elle  a la  forme  f ( x , y , y"  ) =3  o ; elle  se  ramène 

dy  ' 

âu  xer.  ordre,  en  mettant  — pour  r* , et  rentre  alors 

dx  r 

dans  les  cas  déjà  traités.  Il  est  inutile  de  remarquée* 
qu’on  saura  l’intégrer  toutes  les  fois  qu’elle  sera  sépa- 
rable , ou  hontpgène  , ou  etc. 

. Lorsqu’on  sait  résoudre  l’intégrale  par  rapport  à 
y’ , et  qu’on  a y’  = Fx , on  en  tire  y — fy’ dx  = JFx.dx. 
Si,  au  contraire  , on  peut  tirer  la  valeur  de  x en  y' , 
telle  que  x = Fy’ , onaj=  J y’  dx  = xy'  — Jxdy' , k 
l’aide  de  l’intégration  par  parties  : donc  . .•  . . . . .'.  . 
y = xy'  — fFy'.dy'.  On  élimine  ensuite  y' , à l’aide  de 
* — 

Si  on  ne  peut  employer  l’une  ou  l’autre  de  ces  voies, 
on  cherchera  à exprimer  x et  y',  â l’aide  de  quelque  trans- 
formation  , par  des  fonctions  X et  K d’iuie  3'.  variable  r; 
car  x = X et  y'  = Y,  donne  y •^fy'dx  =yi  d.Y. 
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i®.  Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  R est 
réciproque  à l’abscisse?  Soit  ü = , °n  a (684 ) i 

intégrer 

a*  (i  +S'ÿ  = ay", 

ou  * * ( 1 4- y*  )* ix = » *iui  est  sëParabIe- 

o’dy  ...  «y 


Donc  a xdx  = • 


(i  +y»'  vo+y*) 

En  tirant  la  valeur  de  f , J =//'<**  donne 
/»  (x»+c)dx 

~J  V { °"  — c *'  + e>’  J ’ 

la  ligne  demandée  est  formée  par  une  lame  Elastique 
qu’on  courbe.  Voy.  n*.  8ao*|V  HL 

Si  on  eût  voulu  que  ü fût  une  fonction  X donnée 

2 

de  l’abscisse  x , on  auroit  posé  ( 1 + y’ ’)*  = 

y' 


Le  même  calcul  auroit  donné 
dx 


= V , 

V + y> 

Fdx 


eu 


, dx  r f " x 

désignant  j par  V.  On  en  tire/  —J  y ^ — y. y 
Telle  est  la  solution  du  problème  inverse  des  rayons  de 
courbure. 

a®,  soit  (1  4-  y*  ) + xy'y"  = ^ VC 1 +/’) : on 

met  cette  équation  sous  la  forme 

<Lc(  i +/*)  + sradyyo+y) 

qui  est  linéaire  (763,1I)  et  devient  intégrable  en  U divi* 

uy'  -f-  J ..  . 

ant  par  uouve  * = VQ+ÿÔ' 

j»  = fx  — fxàf  devient 


\ 

/ 


Di 
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EQUATIOHS  DE*  ORDRES  SUPÉRIEURS.  4*1 
y=y'x~a^{iJryu)Jtb\oi{Y'+^{i  +y'  *)  } - b log  e 


by*  — a 


Vu  -hr 


777  - 4 lo8  { 


y + yçi+y) 


}* 


il  ne  reste  plus  qu’à  chasser  de  là  y1  , à l’aide  de  la  va- 
leur de  x.  On  trouve , tout  calcul  fait , et  en  faisant  , 
pour  abréger  e = y'  (a1  -f-  b1  — x’) 

l 1 b + z 

Y — z — b log 
J *c{x—a) 

3°.  Soit  encore  2 (ay"  + x’  ) y"  = xj' , ou.  . . . 
a (ayM  -4-  x’)  ùy1  = xy'&x.  Cette  équation  est  homo- 
gène (759  ),  et  devient  séparable  en  posant  xz=zy'z , d’où 

= . On  intègre  par  logarithmes  , et  il  vient 

y 2 a* -4- 2* 

y z=e^  (2  a’-f-x’),  et*=«\/(aa’  + **)  5 

or^  =/y'dx,  lorsqu’on  met  pour/  et  dx  leurs  valeurs 
en  x , devient  y r=  | c’x  ( 3a’  4-  x’)  -f-  b-  U faudra  enfin 
éliminer  x,  enlreces  valeurs  de  x et  y. 

78G.  Supposons  que  l’équation  du  2e.  ordre  ait  la  forme- 
J ( yll , y,  j)  c=  o,  c.-à-d.  que  x n’y  entre  pas.  En 
multipliant  dy1  =.y"dx , parj^dx  = ày , on  trouve 

* Jr 

la  substitution  de  cette  valeur  réduira  donc  la  proposée 
au  i*‘.  ordre  entre  y et  y. 

Par  exemple,  si  on  a y"  —f {y » y)i  °n  trouver* 
ydy  = dy  ./{y  ,y'n  dont  la  forme  est  assez  simple. 

Si  l’intégrale  qu’011  obtiendra  est  résoluble  par  rapport  à 

dy  dy 

y , en  sojte  que_y  = Fy  , on  aura  dx  = — = , et 

on  en  conclura  aisément  x en  y.  Si  on  peut  tirer  y en 


> 


422  Calcul  intégral. 

fonction  de  y' , ou  y = Fy' , Ay  =ydx  donnera 


ou  chassera  ensuite  y'  de  l’intégrale  à l’aide  de  y = Fy. 
Enfin , si  ces  deux  cas  n’ont  pas  lieu , on  cherchera  à 
exprimer  y et  ^ en  fonction  d'une  3e.  variable  z , et 
ydx  z=  Ay  deviendra  Zdx  ='  Tdz , etc. 

i°.  Pourj'®  (yy  «)  —^(t  011  change  cette 

équation  en 


d’où  (761) 
donc 


Ay  {jy'  + fl)=  dj(i  +y) 5 
yydy  ady 


Ay  — 


» +y  » + y 


y n) 


V^+Y') 

y — ay'  + c \j  ( 1 +/1) 


— -f-  C 


* = J''^l=a\oçlby’  +clog  {y  + V (<  +J/’){- 

11  faut  ensuite  éliminer  jy7  entre  ces  équation  ..  On  trouve 
par  exemple  , lorsque  c = o , 


= a lo«  (t)  ; 


louj 


= Ce* 


2“.  L’équation  aby11  — y {y1  4"  a'y'*)  dcv*®nt 

alydy  =Ay  yj (y'  4-  a'/’). 

Pour  intégrer  , on  fera  y = : — » à cause  de  l’homogé- 
néité , et  on  aura  abzdy  — abyàz  — r*dy  y'  ( z7  4-  «*  ) î 
l’équation  est  séparable,  et  faisant  ensuite  y/ (z' y a1)  = tz  7 
on  en  tire  ,r,[L: , et  on  substitue  ; on  trouve 
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d y — btAt 


*,20 


y bt'  — at  — b ’ 

11  sera  aisé  d’obtenir  y en  fonction  de  t , ainsi  que  y’  : 

par  conséquent  aussi  x = J ^ On  éliminera  ensuite  t. 

3°.  Soit_y"  -f-  Ay’  -f-  By  = o,  A et  B étant  conslans  : 
on  a l’équation  homogène  y"  Ay'  -j-  Ay' Ay  -f.  ByAy  = o ; 
faisant  y'  ~yu  , on  trouve 

d_y  — uAu  — u Au 

~ÿ~  u1  Au  Ji  (u  — a)  ( u— b )’  ' 

en  désignant  par  a et  b les  racines  de  «’  -f-  Au  -{-  B = o ; 

— du 

y~~ 


t 


d’où 


dx=^=^  = 


uy  (w  — a)(u  — b)9 


puis 


u — b y • u — a 


logj  — ax  — log  , logy  — bxzxz log 

n Tn 

U — a = — eh * , u — b = — e"*-. 

y y 

enfin  setranchant , on  obtient  pour  ntégrale  complet  ? 
y ( b — a)  = — me"*  -f -nehx , qu’on  peut  mettre  sous  la 
forme  y = Ce"*  -J-  Deb* , C et  D étant  des  constantes  ar- 
bitraires. 

Si  a et  b sont  imaginaires  , ou  a = k — h ^ — i , 
b ■=  k h — i,  on  trouve 

y = Ce— h*  S— i + Debxy'—i  ). 

Mettant  pour  ***«»/—«  Sa  valeur  tirée  de  l’équation 
n°.  58o,  3°.,  on  a 

y — el*  ( C 1 cos  hx  D1  sin  hx)  — C 11  e l*  cos  ( [hx  -f-  J ) 
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Enfin  si  a t=  b,  en  reprenant  le  calrul , on  a 


d y . 


— «du 


; » d’où  y («  — a)  — ce  u a 


y (u  — a) 

D’ailleurs  cîr=  — =r  — = donne  .... 

f yu  — «)’ 

u — a — — - : éliminant  u — a,  on  trouve  enfin 

x -f-  c' 


y = ce‘(jr+*  (x  + k)  = Ce" * (x  k) 


787.  L’équation  y"  Py'  -)-  Qy  — « , P et  Ç étant 
des  fonctions  quelconques  de  x , s’intégre  par  une«tran&- 
formalion  très-simple.  On  fait 

y = e/»rfjr,  y'  = ue/“rfx  , j*  = ef“dx  (1/  -)-  u‘) 

d’où  u'  4.  (11**4.  Pu  4-  Q)  = O 

parce  que  le  facteur  commun  efudr  disparoit.  Le  calcul  est 
donc  réduit  à l’intégration  de  l’équation  du  i".  ordre 

du  -4  (u1  4"  Du  4"  Q)  d:r  = 

Par  exemple,  si  P et  Q sont  constans  , et  a,  b les 
racines  de  u‘  -4  Pu  4-  Q — 0 1 *1  est  évident  que  u = a 
et  u ■=  b satisfont  à cette  transformée  : donc  on  a , . , 
Juàx  = « 4 011  f n,  ft 

y — e“-r+“’  = Ce"x,  on  y = eix+"  = De  hx 

la  somme  de  ces  valeurs  dcj'  satisfait  donc  à la  proposée;, 
ainsi  son  intégrale  complète,  est,  à cause  des  deux  cons- 
tantes arbitraires  C et  D, 

y = Ceax  -+-  De*1. 

Si  les  racines  de  u’  4-  Pn+Q  = o sent  imaginaires  , ou 
u = k ±1  ft  — 1 , on  a vu  comment  ce  résultat  prend. 
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La  forme  y — Ce*'  cos  ( fkx  -j-  /)  , et  si  les  racines  sont 
égales,  il  faut  intégrer  l'équation  du  (u  — a)’  dx  = o ,. 

qui  donne  u — a s=  — - — i ; d’où 

* fH  k 

fuiljc  =■  log  (x  + À)  -f-ax  -f-  D , y=efu,,z  = Ce"'  (x  -f-  fc) 
on  relrouvc  donc  ainsi  les  résultats  obtenus  dans  le  der- 
nier exemple. 

7818.  On  nomme  Linéaire  ou  du  ier.  degré  , l'équation 
du  a*,  ordre , 

j#  + iy  + Qj= 

P Q et  iî  étant  des  fonctions  quelconques  de  x seul.  Il 
est  aisé  de  ramener  l’intégrale  de  cette  équation  à celle 
du  paragraphe  précédent , en  faisant  disparoilre  le  terme  R. 
Pour  cela,  faisons  comme  n".  761  , y — tz , d’où 

y'  = tz'  + et>  y»  = tz"  + xz1  f 4-  zt” 

en  substituant  et  partageant  l’équation  résultante  en  deux 
autres , à cause  des  variables  t cl  z , on  a 

z»  + Pz'  + Qz  = o ...  (1) 

,.  + ,.(e+îf)  = £ 

«u  de  + *'  (p  + dx  = ^f  ...  (2) 

supposons  que  la  première  soit  intégrée  et  qu’on  en  ait 
tiré  la  voleur  de  z en  x , par  la  méthode  qu’on  vient 
d’exposer  ; la  a',  sera  linéaire  du  t"  ordre  entre  t'  eti, 
et  sera  facile  à intégrer  d’après  ce  qu’on  a vu  (761}.  Soit 
pour  abréger 

<P  = e/pd*. . . . (3) 

C— 

comme  cJ  * = rllo8*  =*•,  on  a 
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Il  importe  de  remarquer  que  la  double  intégration  que 
renferme  ce  résultat,  introduit  deux  constantes  arbitraires, 
et  que  par  conséquent  l'intégrale  complète  de  la  propo- 
sée per*aet  d’employer  pour  1*>  valeurs  de  z cl  ç des 
fonctions  quelconques  de  x qui  satisfassent  aux  équations 
2 et  3. 

Appliquons  ces  préceptes  à l’équation 


on  a sn  + — = — y <Toù  du  + (u2  -] d* — o 

xx2'  \ x x V 

équation  qu’on  rend  homogène  en  faisant  u = --,etqu  on 

sépare  ensuite  , en  posant  x = vs.  On  trouve 

dv  d’0ù  v=—i/r r~±-) 

v sV  V— 1/ 

en  ne  mettant  pas  de  constante  additive.  Restituant  pour 

v et  s leurs  valeurs  — et  ux,  on  obtient 

U 

*’  + I r , , . *’-*  __  M,  _ . 

x(x2  — 8 * * 


or  q>  = x et  R — 


donnent 


!' = + *> 
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Equations  des  ordres  supérieurs. 
l’où  on  tire  t et  ensuite  tz,  ou 

ax-\-b 


4*7 


y=  — 


^^ksoï 


De  même  y"  — y — 


4x’ 


(a'  — i)  r 

4x> 


, donne 


= o ; équation  à laquelle  on  .satisfait  en 


prenant  z s=  y' x**~'  ; d’ailleurs  = t , donc 

b 


mx  + b 

t>  = ,y. 


x^' 


I r U 171 X ) 

78g.  Soit  l’équation  A y + Bÿ  Ky7)  = o , 

dont  les  cocfîciens  sont  conslans  ; faisons  y = ce*x,  d’ofi 

yf  + JSA  + Ch'  -f  . . . Khn  = o. 


donc  si  on  prend  pour  h les  diverses  racines  A',  hn  , ... 
de  cette  équation,  en  faisant  y = c'eVx,  ou  cM"',... 
la  proposée  sera  satisfaite  : la  somme  de  ces  quantités 
jouira  donc  de  la  même  propriété,  et 


y = c/eA#x  -j-  cl*ehllx  -J-  c,we*’"x. • . 


sera  donc  l’intégrale  complète,  c',cff,...  étant  les  n 
constantes  arbitraires. 

S’il  y a des  racines  imaginaires , elles  seront  par  cou- 
ples , h z=z  a ~y~b  y/  — 1,  et  deux  de  nos  termes  réunis 
formeront  eaT  (ceix\/~ ,-\-c'e~ 6xs/—  qu’on  réduit  à. l’aide 

du  n*.  58o  3°. , à e“x  (m  cos  bx  -J-  n sin  bx)  ou  ....... . 

kenx  sin  (bx  -f-  /).  • 

Si  deux  racines  sont  égales , comme  h'  = h « donne 
ehx  (c  -J-  c'e*x)  pour  deux  de  nos  termes  , en  développant 
<?** , on  a e*x  (c  -f-  c'  -)-  etc.) , ou  e*x  ( m -J-  nx  +•••) 

»n  remplaçant  c rj-  c1  et  t‘  « par  m et  n.  Faisant  « = o, 
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on  a ekx  (m  + ni).  Pour  trois  racines  égales,  on  auroit 

de  même  ehx  (jn  -f-  nx  -f-  lx‘)  . • ■ etc. 

Ainsi  pour  y — ay"  -j-  “ xf"  + j"'  — 0 » on  * 

, _ 2A  -f  ah'  -f  ah'  -f  h*  = o ==  (t  —A)’  (i  + A') 

d'où  y — ex  ( jn  -f-  nx’)  -f  cos  x “f*  B s*n  x’ 

ycjo.  L’équation  Linéaire  (1e  tous  les  ordres  à coefL- 
cirns  cotisions  est 

Ay  + By'  + Çy"  + h KX{n)  = X> 

X désignant  une  fonction  donnée  de  x;  A B....  étant 
constans.  On  sait  toujours  en  réduire  l’intégration  à la 
résolution  des  équations  par  le  procédé  suivant,  que  nous 
appliquerons  seulement  au  a',  ordre 

A y + J -4-  Çy"  = x • 

Soit  e~hxàx  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  : comme 
Xe~*xdx  est  la  différentielle  d’ut»e  fonction  de  x , telle 
que  P,  le  i".  membre  e~kxdx  ( Ay  + By'  -J-  Cy")  c&* 
aussi  celle  d’une  fonction  de  la  forme  e~hx  {ay  + Ay'). 
■#  Différentions  donc  re  résultat  et  comparons  terme  à tenue 
nous  aurons 

— ha  — A i — hb  a ~ B , b C 

d’où  A -f-  Bh  -j-  CA*  = o,  a , A = C. 

1a  constante  inconnue  A est  l’une  des  racines  de  la  t". 
de  ces  équations , les  deux  autres  donnent  a et  b , et 
l’intégrale  du  Ier.  ordre 

ay  + h'  — ( P + c )■ 

U faudra  de  nouveau  opérer  sur  celte  équation  , ou  plutôt 


Trajectoires.  4*9 

mettre  pour  h , les  deux  racines  h'  et  hu  , puis  éliminer 
y*  entre  les  deux  résultats , ce  qui  donnera  1 intégral* 
complète  (775). 

Ponr  l’équation  du  degré  n , le  même  raisonnement 
prouve  que  h est  racine  de  l’équation 

A + Bh  + Ch' h Khn  — 0 

et  autant  on  aura  de  racines , autant  on  aura  d’intégrales 
de  l’ordre'  n — 1 , de  la  forme 

ay  + kÿ  + cj*  = e*' (P +c) 

entre  lesquelles  on  éliminera  un  nombre  égal  de  quan- 
tités , y&~ *)  ...  ce  qui  réduira  le  problème  à un 
ordre  d’autant  moindre , ou  même  fera  connoitre  1 in- 
tégrale complète  , si  on  a toutes  les  racines.  Voyei  le 
Calcul  inl.  d’Euler,  Il , p.  4°*-  on  a 


7.  Quelques  Problèmes  dt  Géométrie. 


791.  Les  questions  suivantes  feront  juger  de  l’utilité  du 
calcul  intégral  dans  la  résolution  des  problèmes. 

I.  Lorsque  dans  l’équation  F (jc,  c)  = o d’une 
courbe,  la  constante  c est  arbitraire,  et  qu’on  lui  attribue 
successivement  toutes  les  valeurs  possibles,  on  a un  système 
infini  de  lignes.  On  nomme  Trajectoires  les  courbes  qui 
coupent  celles-ci  sous  le  même  angle  ; en  sorte  que  si , 
par  exemple  , la  trajectoire  est  Orthogonale  , en  menant 
des  tangentes  au  point  d’intersection  de  cette  ligne  par 
la  ligne  variable , ces  tangentes  soient  à angles  droits. 

Voici  le  moyen  général  d’obtenir  l'équation  f(x, y)  =0 
des  trajectoires.  Soit  F{  Y,  X,  c)  = o l’équation  d*  la 
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roarbe  mobile , à raison  du  paramètre  variable  c.  Pour 
une  valeur  de  c , celte  courbe  prend  une  situation  déter- 
minée AM  : menons  des  tangentes  à cette  ligne  et  à la 
trajectoire  DM  en  leur  point  commun  M ; Y'  et  y'  en 
fixeront  les  inclinaisons  , et  l’angle  T1  M T qu’elles  forment 


entre  elles  a pour  tangente  a : 


y — Y> 


+ ry 


d’e 


( 1 + IV  )a+Y'  —y'  = o (l). 

Il  faut  ici  remplacer  Y et  X par  y e 1 x,  parce  qu’il 
s’agit  du  point  commun  aux  deux  courbes  : a est  une 
quantité  constante  donnée.  Le  raisonnement  du  n".  4^o 
démontre  que  si  on  élimine  c , entre  cette  équation  et 
celle  F (y,  x , c ) = o de  la  courbe  coupée,  et  qu’on 
intègre  , on  aura  celle  de  la  trajectoire.  Si  elle  est  ortho- 
gonale , on  trouve  simplement  ' 


t + ry  = 0....  (2) 

Par  exemple , si  on  demande  la  courbe  qui  coupe  à 
angle  droit  une  droite  qui  tourne  sur  l’origine  fixe,  Yz=cX 
donnera  Ir'=c,  et  l’équation  (a)  deviendra  i-f-çy'  = o : 
éliminant  c à l’aide  de  yxxcx , on  trouve  o:d.r-{-J'd>':==0» 
d’où  x‘  y = A\  Donc  la  trajectoire  est  un  cercle  de 
rayon  arbitraire. 

Mais  si  la  droite  doit  être  coupée  sous  un  angle  donné, 
dont  a est  la  tangente  , le  même  calcul  appliqué  à l’équa- 
tion (i)  donne  , pour  l’équation  différentielle  de  la  tra- 
jectoire , 

y + ax  =y  (x  — ay  ). 

On  intègre  ccttc  équation  homogçne , et  on  a 

) = arc  ^tang  = ^ , 
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qui  appartient  à la  spirale  logarithmique  ( 474  ) » ainsi 
qu’on  peut  s’en  convaincre  en  traduisant  cette  relation 
en  coordonnées  polaires  ( 385  ). 

Pour  l’équation  Xm Yn  = c , qui  appartient  an\  hyper- 
boles  et  paraboles  de  tous  les  ordres , le  calcul  donne 
pour  la  trajectoire  , l’équation  homogène  ..... 
(nr^-flmy)j'  = Bn.r  — my  ; et  si  elle  doit  être  ortho- 
gonale, myy'  = nx  avant  pour  intégrale  my ’ — nx1  = A , 
la  trajectoire  est  une  hyperbole  du  ar.  degré  ou  une 
ellipse  , suivant  que  l’exposant  n est  positif  ou  négatif. 

La  trajectoire  orthogonale , du  cercle  qui  a pour  équa- 
tion y%=  2<x  — a.-’,  est  un  autre  cercle,  dont  l’équation 
est  y*  -(-  ,t*  = Ay.  On  le  construit  en  prenant  pour  centre 
un  point  quelconque  de  l’axe  des  y , et  pour  rayon  la 
distance  de  ce  point  à l’origine. 

H.  Quelle  est  la  courbe  dont  en  chaque  point  la 
longueur  n de  la  normale  et  l’abscisse  t du  pied  de  cette 
droite  , ont  entre  elles  une  relation  donnée  n = Ft. 
Puisque  (678)  on  a t = x yy'  et  n —y  » 

il  est  clair  que  le  problème  proposé  se  réduit  à intégrer 
l’équation  J V( 1 -f-  Jr‘)  — F(  x yy  ). 

Par  exemple  , si  on  demande  que  n et  t soient  les 
coordonnées  d’une  parabole,  on  aura  n^txzzpt,  2 p 
étant  le  paramètre  donné , d’où 

y( 1 +/")  = zp  (■*  +yy'  ) , 

Pour  intégrer  cette  équation,  résolvons-la  par  rapport  <t 
yy ' , puis  divisons  tout  par  le  radical  , nous  aurons  . 3 

p — yy' 

—7- — : + 1=0:  or  le  ier.  terme  est  vist- 

v P + -px — -y*) 

hlement  la  dérivée  de  [/' p' -}~2PX  — y*),  donc  . » . . 
^ {p'  2.px — y'  }-f-  x =t  a.  Si  on  carre,  on  obtient, 

en  mettant  c au  lieu  de  la  couslante  arbitraire  a -\-p , 
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y*  -f-  x1  — 2 ex  -f- 1*  —'•Apc  = o ; 

la  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est 
en  un  lieu  quelconque  de  l’axe  des  x , et  dont  le  rayon 
est  moyen  proportionnel  entre  sa  distance  à l'origine  et 
2 p.  C’est,  au  reste,  ce  qui  est  d'ailleurs  visible.  Mais 
outre  cette  multitude  infinie  de  cercles  qui  satisfont  au 
problème  , il  y a encore  pour  solution  une  parabole  ; car 
en  remontant  aux  procédés  des  n°*.  y65  et  7G9 , on  trou- 
vera l'équation  singulière  yyz=3.px  p'.  11  est  facile  de 
vérifier  (comme  on  l’a  vu  nJ.  7G6,  3“.  1 que  celte  para- 
bole résulte  de  l’intersection  continuelle  de  tous  les  cercles 
successifs  compris  dans  la  soluliou  générale. 

III.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  perpendiculaires 
abaissées  de  deux  points  fixes  sur  toutes  ses  tangentes  , 
forment  un  rectangle  constant  £=  k.  Prenons  pour  axe 
des  x la  ligne  qui  joint  les  deux  points  ; l’un  étant  à 
l’origine,  et  l’autre  distant  de  2 a : le  u°.  3y4  donne  les 
distances  de  ces  deux  points  à la  tangente  , qui  a pout 
équation  Y — y =yJ  ( X — x)  , et  on  trouve 

(iay'  +y—y’x){y—y,X)=k(  1 -f -y”) (l) 

Cette  équation  s’intégre  en  la  différenliant  d’abord  ; yn 
est  facteur  commun  , et  on  trouve 

— *(2 ay>  +y—y'x)  + 'y—ÿx)  (2a— *)  = a*y/../a) 

et  y"  = 0.  Celle-ci  donne  y1  = c , qui  change  la  pro- 
posée en 

( 2 ac  + y — <rx  ) {y  — ex  ) = k ( 1 -f-  c’)  ; 
ce  sont  les  équations  de  deux  droites  ; et  il  est  aisé  de 
s’assurer  qu’elles  répondent  en  effet  au  problème.  Le 
nombre  des  droites  comprises  par  couple  dans  cette  rela- 
tion , est  d’ailleurs  infini. 


—y- 
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Quant  à l’équation  (s)  , si  on  en  tire  la  valeur  d e y', 
et  qu’on  la  substitue  dans  (i) , on  trouvera,  en  changeant 
x en  x -f-  a , 

y*  ( a‘  -j-  k ) -J-  kx'  = k ( o*  -f-  k ).  . 

On  trouve  donc  une  ellipse  qui  a pour  foyers  les  points 
fixes  donnes,  et  pour  demi-axes  y/(A  -f-a’)  et  y / k.  Cette 
courbe  est  une  solution  singulière  du  problème , et  résulte 
de  l'intersection  successive  des  droites  comprises  dans 
l'intégrale  complète. 

On  pourra  s’exercer  aux  questions  suivantes  : 

IV.  Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  donné  sur  ses  tangentes 
soient  égales? 

V.  Quelle  est  la  courbe  telle  que  les  lignes  menées 
à deux  points  fixes  d’un  point  quelconque  de  son  cours  , 
soient  également  inclinées  sur  la  tangente. 

8.  Elimination  entre  les  Equations  différentielles. 

792.  Si  on  a deux  équations  entre  x , y et  f , l’éli- 
mination de  t conduira  à uns  relation  entre  x et  y ; 
mais  si  ces  équations  sont  différentielles  , ce  calcul  exige 
des  procédés  nouveaux.  Soient  donc 

(Æfx-f-J Vjr)  df  -{-  P dx  -|-  Q dy=  t d< 

(*|X+ dt  + Piix+  QÀy=T,àt  ; 

ce  sont,  les  équations  les  plus  générales  à trois  incon- 
nues. Eliminons  dy  entre  elles,  et  divisons  par  le  coef- 
ficient de  dx;  faisons-!  n autant  pour  dx,  et  nos  équations 
seront  mises  sous  la  forme  plus  ; impie 

(a  x-f -b  y')  A>  -\-Ax—T  At 
(a'x  -(-  b' y')  At  -f-  d > =:  S df. 

2.  28 
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Nous  supposerons  ici  que  les  coefficiens  sont  cons- 
tans  , et  T,  S des  fonctions  de  t.  Multiplions  la  2°.  par 
une  indéterminée  k , et  ajoutons  à la  1". , nous  aurons 

(a  -f  a'k)  -f  ~~ dt  +d  x -f  My  = (T+Sk)  dt. 

Cela  posé  , il  est  visible  que  le  2*.  terme  dx  -}-  kày 
seroit  la  différentielle  du  1". , abstraction  faite  de,... 
(a+a'Ar)  d/  1 s*  °n  avoit 

k = - ^ ■ ou  a'A’-J-  (a  — l>')k-z=k; 

a-f-a  k 

si  donc  on  attribue  à k l’une  des  valeurs  que  donne 
cette  équation , on  aura 

(x-J-Ary)  df-J-dx-f-  kiy=  ( T-\~Sk ) df 
ou  (a+a'A)  ud/-j-du=  (JR-j-JAr)  dt 

en  faisant  x-f-Ary=ru.  Il  sera  aisé  d’intcgrer  cette  équa- 
tion linéaire  (761),  et  d’en  tirer  en  fonction  de  t la 
valeur  de  u,  ou  x-\-ky=Jt\  on  mettra  tour-à-tour 
pour  k les  deux  racines  de  notre  équation  , et  il  ne 
restera  plus  qu’à  éliminer  t entre  les  deux  résultats. 

Si  les  racines  de  k sont  imaginaires  , on  remplacera  les 
exponentielles  par  des  sinus  et  cosinus , comme  n“*.  786 
et  787;  et,  si  elles  sont  égales,  on  n’obtient,  il  est 
vrai , qu’une  seule  intégrale  entre  x y et  t , mais  on 
en  tire  la  valeur  de  l’une  de  ces  variables  ; et  substi- 
tuant dans  l’une  des  proposées , on  doit  intégrer  de  nou- 
veau l’équation  résultante  à deux  variables. 

793.  Si  on  a trois  équations  , et  quatre  variables  xy,z 
et  t , pour  éliminer  * et  / et  obtenir  une  relation  entro 
x et  y , on  les  mettra  sous  la  forme 
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( ax  + fy  + cz  )d«-f-dx==rd« 

(o'x  4-  b'y+  c's ) d « + dy=z  Sdt 

(u»x  -\-b'y + c"z)dt  + dz=Rdt 

Nous  supposons  T,  S ei  R fonctions  de  t seul , et  Je» 
autres  coefficiens  constat»..  Pour  opérer  de  même,  mul- 
tiplions la  a*,  par  A et  la  3*.  par  /,  A et  l élao’t  dcujc 
indéterminées  ; puis  ajoutant  le  tout , mettons  le  résultat 
sous  la  forme 


dt(a  + o'k+a'>nfI+i±?k  + i"lr  | c+c'ti+c"l  > 

+ dx4-Adj-  + /dx=  (T+Sk+Rl)  d«. 

Or,  il  est  clair  que  la  partie  renfermée  entre  les  cro- 
chets , aura  pour  différentielle  dx-f- Ady-f-_/dx , si  on 
détermine  / et  A par  les  conditions 

b + b'k  + m , c + c'A+c»/ 

o + o'A  + a"/-  ' a+u  k r a"l  ~1’ 

donc,  si  on  fait  x-J-Ay-j -/z  = «r;  on  aura 


(a  + a'A  + a#/)  nd«+da=  (T+SA -f.fi/)  d«. 

Intégrant  cette  équation  linéaire  , il  viendra  u en  fonc- 
tion de  «,  ou  x-f  Aj-f  lz=ft  ; et  comme  A et  l sont 
donnés  par  des  équations  du  3».  degré  , en  en  substituant 
les  racines  dans  cette  intégrale,  elle  donnera  trois  équations 
entre  x,  y,  «et  z,  qui  serviront  à éliminer  « et  r. 

794.  Si  on  a les  équations  du  a",  -ordre 

dy  + (adJ  + H*)  dt  -f  fcy  -f  gx)  d «'=  Tdr 
d’x  -|-  (a'dj-f.  A/dx)d«-f-  c'y  -f  g'x;  dt‘=Sdr 
on  fera  dy—  pdt , dx=c  ydt 

et  on  aura  dp  -f-  (ap  bq  -(-  cy  -J-  gx)  d/=  7\1« 
']1+(o'P  + b'q  +c'y  + g'x)dt=Sdt 
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on  aura  donc  quatre  équations  entre  les  cinq  variables 
77,  q,  x,  y et  t,  et  on  les  traitera  par  le  procédé  ex- 
pliqué ci-dessus.  On  voit  que  ce  genre  de  calcul  s’ap- 
plique en  général  aux  équations  du  i,r.  degré  et  de  tous 
les  ordres  , quel  que  soit  leur  nombre. 


CHAPITRE  III. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  QUI  RENFERMENT 
TROIS  VARIABLES. 


i.  Des  Équations  diJfirentieUes  ordinaires. 


■79.3.  Puisque  l’équation  de— pdx  -f-  qdy,  résulte  de 
la  somme  des  dérivées  (664)  de  z z=.J  (x,  y)  prises 
relativement  à x et  y considérées  comme  variables  in- 
dépendantes , on  en  conclut  que  les  fonctions  de  x et  y 
représentées  par  p et  q doivent  être  telles  qu’on  ait 

(663) 


d/7  d q 
d y dx 


(1) 


Si  une  équation  proposée  satisfait  à cette  condition , on 
intégrera  la  différentielle  exacte  /tdx  -f-  qAy,  par  le  pro- 
cédé du  n°.  762;  le  résultat  sera  la  valeur  de  z ou 
(x,  y ).  C’est  ainsi  que  , d’après  l’exemple  1 de  ce  n".  , 
on  voit  que  l’intégrale  de 

de  — — 1-  ad.r  -}-  zby  by 

V (1  -t-x*)  T - J v 

est  z — by'-\- ax- f- log  c(x-{- l/t-f-  x1)- 
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796.  Si  l’équation  proposée  est 

Pàx  -(-  Q^J  -f-  R dx  — o , 

P Ç et  R étant  des  fonctions  de  x y et  z , on  pourra 
la  mettre  sous  la  forme  dx  ==  pdx  -f-  <]dy , en  faisant 
P Q 

p — — — , q — Pour  reconnoitre  si  la  condi- 

tion (1)  est  remplie  , il  ne  faut  pas  se  borner  à re- 
garder x comme  constant  dans  p , et_y  comme  variable  ; il 
faudra  encore  y regarder  z comme  une  fonction  de  x et  y, 
et  par  conséquent  variable  par  rapport  à celle-ci  seu- 
lement. On  en  dira  autant  de  q relativement  à x : on  a 
donc  (633) 

AP  . » dP  — 

3ÿ  ^ A z dx  ^ d z ’ 

, , d z dx  n 

a cause  de  q—  — et  p=  — . nemettons  ici  pour  p et 
dy  dx  1 

q leurs  valeurs  en  P Q et  R,  nous  aurons 


dx  ^ V dz  dz' 


équation  qui  exprime  que  z est  une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes,  auxquelle  elle  est  Kée  par  une 
seule  équation. 

797.  Soit  F le  facteur  qui  rend  l’équation 

Pdx  -J-  Qdy  -)-  Rdz  — o la  différentielle  exacte  de 

f (x,  y,z)  = o.  11  suit  des  principes  développés  ( p.  208) 
que  si  on  fait  x constant , ou  dx  = o , l’équation 
FQAy  -(-  P Rdz  — o-  doit  être  une  différentielle  exacte 
entre  y et  z : on  en  doit  dire  autant  pour  d_y  = 0 et... 
dx  = o,  d’où  on  tire 


A FR  _ d.FQ  d.FP  _ d.Ffl  d.FQ  _ d FP 

dy  dx  7 dx  dx  J dx  dy, 
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Or,  si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
P Q et  R y puisqu'on  les  ajoute  , les  deuxièmes  membres 
se  détruiront , en  sorte  que  le  facteur  commun  F dis— 
paroissant , on  retombe  sur  la  relation  (2)  ; donc  on 
ne  peut  espérer  de  rendre  la  proposée  intégrable  à l’aide 
d'un  facteur  F,  qu’autant  que  la  condition  (a)  est  sa- 
tisfaite. Toute  équation  entre  deux  variables  est  intégrable, 
au  moins  par  approximation , tandis  qu’il  n’en  est  pas 
de  même  des  équations  à trois  variables  ou  plus. 

798.  Si  les  différentielles  passent  le  i*r.  degré  , voici 
ce  qui  a lieu.  Quelle  que  soit  l'intégrale  cherchée  , en 
la  diflcrentiant , il  est  clair  qu’on  peut  la  mettre  sous 
la  formé  PAx  -f-  Çdy  -|-  /îdz  = o ; donc  la  proposée  doit 
être  réductible  à cet  état , c’est-l-dire , que  si  on  la  résout 
par  rapporta  dx,  les  dx  et  dy  ne  doivent  pas  demeurer 
engagées  sous  le  radical  : elle  n’est  donc  intégrable  qu  au- 
tant qu’elle  est  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Pour 

Adx'  Rdy'  -(-  Cde 1 -f-  Dix dy  -J-  Eàxds  Fàyàz  = o ; 

en  soumettant  le  radical  compris  dans  la  valeur  de  d« , 
et  qui  est 

x/  { ( E'-iAC ) dx’  -f-  3 {EF—  nDC)  dxdy+{F=  -iBC)dy' } 
à la  condition  connue  (i38),  on  trouve 
(EF — zDC)' — (JE* — iAC)  (F1 — 4ÆC)  = 0....  (4) 

Si  cette  équation  est  satisfaite,  on  aura  à intégrer  deux 
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équations  de  la  forme  Pdx  -f-  Çdy  -f-  Ad*  =r  o , dont  la 
proposée  est  le  produit. 

799.  Pour  intégrer  Pdx  -j-  Qdy  -f-  Adz  = o , lorsque 
la  condition  (2)  est  remplie,  on  regardera  comme  cons- 
tante l'une  des  variables , telle  que  z ; puis  on  inté- 
grera Pdx  -f-  Qdy  = o.  Soit /(x,  j,  z,  Z)  — o l’intégrale, 
Z étant  la  constante  arbitraire  , qui  peut  contenir  z.  On 
différentiera  cette  équation  complètement , et  on  com- 
parera à la  proposée;  il  devra  en  résulter  pour  d Z une 
équation  indépendante  de  x et  y,  et  fonction  de  z et 
Z seuls  ; l’intégration  fera  connoitre  Z.  Ce  procédé 
résulte  des  principes  mêmes  de  la  différentiation  des 
équations  (664).  - 

I.  Soit  dx  dy  (x  -j-r)  -j-  dr  (x  -\-y)  =: o : 

en  faisant  dz  ==  o , on  a dx  (y-\-z)  -f-  dy  (x-{-z)  = o , 
dont  l’intégrale  (757)  est  (x-j-z)  (y-j-z)  = Z.  I)if- 
férentions  ce  résultat  et  comparons  à la  proposée  , nous, 
aurons  dZ  = oxdx  , d’où  Z — z'  -f-  c.  Donc  l’intégrale 
demandée  est  xz  -f-  yz  -j-  xy  — c. 

II.  Avant  de  traiter  l’équation  zdx xdy ydz  =z  o, 
on  la  soumettra  à la  éondition  (2),  et,  comme  x -}-x 
n’est  pas  nul , on  voit  qu’elle  n’est  pas  intégrable.  Si  on 
exécutoit  le  calcul  indiqué  pour  l’intégration  , on  trouva-' 
roit  que  Z ne  peut  être  dégagé  de  x et  y. 

III.  Pourdzjx  (x-a)-\-y(y-b) j =(z-c)(xdx-+-jrdy\ 
on  en  dira  autant , à moins  que  a et  6 ne  soient  nuis  , 
alors  on  a d z (x*  -\-y",7={z  — c)  (xdx  -f-ydy).  On  in- 
tègre en  faisant  dz  — o , d’où  x1  y'  — Z'  : différen— 

liant  et  comparant  à la  proposée,  on  trouvera 

Zdz.zzz  (r — c)  dZ,  d’où  Z-=zA  (r— c).  Ainsi  lorsqu* 
a = b — o,  l’intégrale  de  la  proposée  est 

x'+y'=  A-  (r-O’- 
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dx'j’-f-jf-f- z’)-f  djfr'  -f  ir  + x’)  -(-  dc(x’  -f- xj  +j’)=o, 
en  faisant  dc=o,  on  aura  à intégrer 
dx  dj 


— + 


— = o ; d’où 


*’  + « + *’  ' jr'+jz  + i 

î73  { ar'(,1”s=£ê)+"<”"s=^)H'' 


OU  arr  ['uno  — Sf~  \ 1 Z z \/ 3 

V ° 2Z*  + xr+j*_xj,J  — ‘ A 

en  vertu  de  la  formule  du  n°.  35g.  Cette  expression 

• . \ r,  ïr4-rz4-  x>* 

revient  a Z : — — J ' • 


«’  + •**  ■+•  yz  — xj 
comparant  à la  proposée , on  arrive  à 


Différentiant  et 


ou 


_ d Z—  2llr  + (Jv+.r;-f-rz) 

(**'  + xr  -f-j.z — xjj» 

d Z 2dr  'x-4-y-j-.r) 

& xy  -f  xz  -,-yz 


Or,  x et.  j ne  doivent  pas  rester  dans  cette  équation, 
et  il  faut  les  en  chasser  à l’aide  de  la  valeur  de  Z.  Ou 

a 1 + ^ ^ fx-f-j  ~M) 

Z ~~  xy-j-xz—yz  5 


ce  qui  donne 


cl  Z 


.2  0 + Z) 


d’où  Z =3 


ainsi  l’intégrale  cherchée  est  xj-j~.x'+jx=  (x-j-j-f,.r). 

8oo.  S|  la  condition  (2)  n’est  pas  satisfaite,  et  qu’on 
suive  le  procédé  qu’on  vient  d’indiquer  , alors  d Z ne  peut 
plus  être  exprimé  en  z et  Z seuls.  F élant  le  facteur  qui 
rend  intégrable  Pdx  -f  Çdj,  et  u + Z l’intégrale  des 
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FPdx  -(-  FQdy  , en  comparant  la  différentielle  de  w-f-Z=o 
avec  FPdx  -J-  FQdy  FRdz  = o , on  trouve 


d U d Z 

d z dz 


= FR, 


équation  où  x y et  r entrent;  et  il  est  clair  que  u-\-Z—a 
satisfera  à la  proposée  toutes  les  fois  que  cette  condi- 
tion sera  remplie.  Or,  on  a vu  (664)  que  dans  la  dif- 
férentiation des  équations,  on  suppose  tacitement  que 
les  variables  x et  y sont  dépendantes , en  vertu  d’une 
relation  , arbitraire  il  est  vrai  , qui  les  lie  l’une  à 
l’autre.  Dans  le  cas  actuel  , on  ne  peut  intégrer  sans 
rétablir  cette  dépendance.  Soit  p une  fonction  quelconque 
et  posons  Z—<fz\  en  l’introduisant  dans  les  équations 
ci-dessus , on  voit  que  le  système  des  deux  équations 

du 

« + <p*  = o,  ÿ z =±  FR  , 


satisfait  à la  proposée  , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  forme 
de  la  fonction  <p. 

Autrefois  , les  équations  qui  ne  satisfont  point  à la 
condition  d’intégrabilité  , ctoienl  appelées  Absurdes  , et 
on  élablissoit  en  principe  qu’elles  ne  signifioient  rien , 
et  qu'un  problème  susceptible  de  solution  ne  pouvoit 
jamais  conduire  à ces  sortes  de  relation  , qu’on  pré- 
tendoit  équivaloir  aux  imaginaires.  Monge  prouva  que 
cette  opinion  est  fausse  , en  donnant  la  théorie  précé- 
dente. 

On  voit  donc  que  si  on  cherche  une  surface  courbe 
qui  remplisse  certaines  conditions,  lesquelles,  traduites 
en  analyse,  conduisent  à une  équation  différentielle  entre 
les  coordonnées  x y et  z , les  points  de  l’espace  qui 
satisfont  au  problème  sont  , dans  le  cas  présent , non 
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pas  tous  les  points  d’une  surface,  mais  tous  ceux  d’une 
courbe  à double  courbure  (6o3),  parce  que  l’équation 
ne  peut  exister  qu’en  se  partageant  d’elle-même  en  deux , 
ainsi  que  cela  s’est  souvent  rencontré  dans  ce  Traité.  Bien 
plus , comme  <p  est  arbitraire , ce  n’est  pas  une  seule 
courbe  qui  répond  au  problème , mais  une  infinité  de 
courbes,  qui  sont  liées  par  une  loi  commune. 

Ainsi  pour  zAx  -f-  xdy  -(-  y dz  = o , on  trouvera .... 

F=  — , R —y  -,  y -f  z log  x = u \ d’où 

X 

y 

y + z log  x -f-  <Sjz  — o , log  x + ÿ'z  — — 

X 

pour  les  équations  dont  le  système  satisfait  à la  proposée , 
quelle  que  soit  la  fonction  ç. 

Dans  l’exemple  111  du  n*.  79g  , on  a 

R — x (x  — à)  -f-v  (y  — b)  , F ~ ; donc 

z — c 

*'  +x’-f-<ps=o,  ( z — c)  .<p'z=x  (x— o)  +y(y— b). 

a.  Des  Equations  différentielles  partielles  du  premier  ordre. 

8oi.  Soit  l’équation  dz=pdx  -f-  çdjr , p et  q sont  les 
différentielles  partielles  de  z , par  rapport  à x et  y res- 
pectivement. Nous  avons  donné  les  moyens  de  remonter 
de  cette  équation  à son  intégrale  z ==/  (x,  y).  Proposons- 
nous  maintenant  de  trouver  l’équation  z =_/"(x,j-),  par 
b seule  connoissance  de  l’un  des  coefïiciens  p et  q , ou 
d’une  relation  entre  eux. 

Soit  d’abord  donné  p = F,  F pouvant  comprendre  les 
variables  x , y,  z.  Si  on  regarde  y comme  constant  dans 
Ucqtialion  dx  = pdx  -(-  qdy , on  aura  dz=Fdx.  L’in- 
tégration de  cette  équation  où  z et  x varient  seuls , se 
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fera  par  les  préceptes  donnés  ; mais  il  est  visible  que  la 
constante  additivc  peu.t  contenir  y d’une  manière  quel- 
conque. C’est  pourquoi  on  devra  remplacer  dans  l’in- 
tégrale cette  constante  par  py,  p désignant  une  Jonction 
absolument  arbitraire.  L’introduction  de  cette  fonction 
résulte  du  calcul  qui  sert  à les  faire  disparoltre  par  ta  dif- 
férentiation (665)  ; elle  contient  d’ailleurs  autant  de  cons- 
tantes quelconques  qu’on  desire. 

On  voit  donc  qu’en  général  dans  l'équation  donnée 

p~  F,  il  faut  remplacer  p par  ^ ; intégrer, pétant  cons- 
tant , puis  remplacer  la  constante  par  py. 
i®.  p = 3x*  a pour  intégrale  z = x’  -f-  py. 

a".  Celle  de  p = est  * = v/(*’  + J’)  + 

3°  Pour  p y/ (o*  — y7  — x*)  = a,  on  a 


r=  a arc  ( sin  = — — — - ) -f 


OJ 


4”.  Pour  px  = az , on  intègre  xdz  = aztlx  , et  qn  a 
z=zxa.py 

5°.  Enfin  pour  p (jr*  -f-  x1)  =y%  -f-  z' , on  trouve 
l’équation  d z ( y 7 -(-  x*)  = (j’-f-*1)  dx  : le  facteur 
qui  la  rend  intégrable  est  + )“*  (.y*  -J- x*  , 

(763,1V);  et  on  obtient 


(tang  = ir)  -arc.  (tang=y)  = 

(y  (*  “™* 

,ang  = r’+J;  ) ~ & 


py 


y ’ + x* 


y'  - f xj 

r y'V)'  + X 

PY,  ou  enfin  z s=  — — . 

1 —xpy 
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802.  Prenons  maintenant  l’équation 

PP  + Q1  — 11 

la  plus  générale  du  i"-  ordre  et  du  1".  degré,  P Q R 
étant  des  fonctions  données  de  x y et  z.  Eliminons  p de 
d z = pAx  -f-  fdj',  nous  aurons 

Pdz  — RAjc  = q (Pdy  — Çdx)  •••(») 


équation  à laquelle  il  s’agit  de*  satisfaire  de  la  manière  la 
plus  générale  , q restant  indéterminé.  Soient  « et  p deux 
coûtantes  , 1 et  $ deux  fonctions  connues  , qui  peuvent 
contenir  xy  et  z,  telles  que  » = <*,  ( = £ satisfassent 
aux  équations 


Pdz  — Pdj:  = o , Pdy  — Çdx  o . . . (2) 
puis  formons  l’équation  ■*  — Qf  , <p  désignant  une  fonction 
quelconque.  Cela  posé.  , comme  on  suppose  que  1 s=  « 
et  g = j8  satisfont  aux  équations  (2),  si  on  tire  de  celles-ci 
les  valeurs  de  dje  et  dj- , et  qu’on  les  substitue  dans  les 
différentielles  complètes  des  premières  , on  aura  ces  ré- 
sultats identiquement  nuis. 


d tt  _ dt  di 

P _ + Q - -L  R -~  — o 
da;  ^ V Ay  Az 


'aî+«£  + *ï- 


mais  la  différentielle  de  7 = <p/  est 

% àx  + %*y+  Tz  dz  =<p''  ■ Æ dx  + T ây  + 


en  substituant  pour  — et  leurs  valeurs  que  donnent 
d.r  d.r 

les  équations  précédentes, réunissant  les  termes  semblables* 
et  représentant  par  <t>  un  coefficient  qui  est  fonction  de 
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ç'  1 et  par  conséquent  arbitraire  , on  trouve  . . . 

IWz  — fldx  = 4>  (Pdy  — Çfdx).  En  comparant  l'équa- 
tion (a)  à celle-ci  , on  reconnoît  que  t = <p(  satisfaisant 
à la  proposée  Pp  -j-  Qq  = R , en  est  l’intégrale. 

Si  on  fait  ■ — • const.  on  aura  7=  const.  qui  satis- 

fera aussi  à la  question.  On  voit  donc  que  t — « et  f = p 
sont  des  intégrales  particulières. 

I.  Ainsi  qxy  — px*  — y'  donne  P = — x’ , Q — xy , 
R = y'  : les  équations  (a)  deviennent 


x'dz  -f-  y' dx  = o , x’d_y  -f*  xydx  = o " 


celle-ci  s’intégre  et  donne  xy  = /S  ; mettant  dans  la  1". 

fi  fi*  t 

pour  r sa  valeur  — , on  a tir  -I dx  = o , d'où  .... 

x x* 

fi* 

z — — - = u ; enfin  remettant  xy  pour  $ , on  trouve 


y*  • » • 

7 = z — — ~ a , f ~ xy  — 1 3 ; et  l’intégrale  cherchée 

est  izx  =/  + 3x£  (-vj)- 

II.  Pour  px  4-  <jy  — n \/  (■**  +/’)>  on  a 

xdz  = ml.ry1'  (x*  4*  y'  ) » ard y —ytix 

y 

on  tire  de  celle-ci  — et  chassant  de  l’autre,  elle 

X 

devient  d z z=:  n \/  (1  ) dx  ; d’où  

* — nV(l  +?')*  = a : on  remet  pour  /}  sa  valeur  et 

y 

on  trouve  7 = z — n \/  (x1 4"  J')  t l — — J donc  l’in- 


tégrale cherchée  est  z = n yf (x*  4-^  *)  4*  ? 

8o3.  Lorsqu'il  arrive  que  chacune  des  équations  fa)  ne 
contient  que  les  variables  dont  elles  renferment  les  dif- 
férentielles , le  calcul  se  présente  sous  la  forme  la  plus 
simple.  En  voici  de.  exemples. 
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III.  Soit  px  + qy  — nz  ; on  trouve  xAz  = nzàx  et 
xùy  =ydx  ; les  intégrales  étant  z = «x"  , y = fix  , la 
condition  * = donne  pour  l'irtlégrale  de  la  proposée 

z = x"ç  6*  l’°n  observe  que  q>  est  homogène  et 

que  l’cquation  proposée  n'est  autre  chose  que  le  théorème 
des  fonctions  homogènes  (763,  IV),  on  en  retrouvera 
ici  une  démonstration  pour  le  cas  de  deux  variables. 

IV.  Soit  encore  px'-\~  qy ’ = r’;ona  x’drr  — z'dx  — o , 

. . , ,,  , 1 1 1 1 

x’tly  — r’dx  = 0:  d ou — a, =/*; 

J J z x y x 

donc  — — — - = q>  ( — j est  l’intégrale  demandée. 

xz  \ xy  J 

V.  Pour  q — pX  -(-  V,  X et  Fêtant  des  fonctions  de  x 
seul  , on  obtient  Xdz  -j-  Fdx  = o , et  Xdy  -j-  dx  = o.  Et 

fnùn  — + * (y+/:r) 

On  pourra  s’exercer  encore  sur  les  exemples  du  n".  665. 
8o4-  On  parvient  souvent  à faciliter  les  intégrations  en 
substituant  pour  p ou  q sa  valeur,  tirée  de  la  relation 
donnée  , dans  les  équations  suivantes  que  donne  la  tT‘. 


par  l’intégration  par  parties  : 

dr  =pdx+  qdy (t) 

z=zpx  +J(qày  — xdp) (a) 

z = qy  -f -J  {pdx—  ydq) (3) 


z = px  + qy  — f (xdp  +ydy)  ..  (4) 

Nous  en  mettons  ici  quelques  exemples  pour  montrer 
l’esprit  de  celte  méthode. 

VI.  Soit  q = p V,  V étant  une  fonction  donnée  de 
x et  y : la  tr«.  équation  donne  zz=f  p (dx  -f-  Fdj).  Soit 


Hc jÿjL 
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F le  facteur  qui  rend  intégrable  dx  -[*  Fdy , en  sorte  que 
/ /'’fdx-f-  Fdy)  = S,  S étant  connu  en  x et  y ;on  aura 

'=f-F  , expression  qui  ne  peut  être  intégrée  à moins 

que  ne  soit  une  fonction  de  S , telle  que  ç'S.  On  a 
donc , désignant  une  fonction  arbitraire , 


z = <SfS , Sz=zfF[Ax->r  Fdy). 

VII.  Si  p est  une  fonction  dannée  de  q,  telle  que 
p =.  Q,  la  relation  (4,  devient 

z = Qx  -f-  qy  + y)  d? 

d’où  il  suit  que  xQ1  -f-  y,  facteur  de  dq , doit  être  fonc- 
tion de  q,  sans  x ni  y ; on  a donc 

* + oq  = Qx  + q Y » x Q'  +y  = ip,<f 

la  fonction  Q est  arbitraire.  L’intégrale  résultera  de  l’éli- 
mination de  q entre  ces  équations , lorsque  cette  fonc- 
tion aura  été  déterminée  '8ia). 

VIII.  Soit  l’équation  proposée  t (p  , x)=.F  (q,  y)  \ 
faisons  f (x , p)  — t , d’où  F (t)  , y)  = I : résolvons  par 
rapport  à p et  q,  nous  aurons  pour  p et  q les  fonctions 

ê»  = 4 {x,  O»  7 =X  (y>  0»  dx  = 4-dx-f  xày. 

Intégrons  4 dx  et  xdy  comme  si  ê éloit  constant,  et  soient 
£ cl  1 1 les  intégrales:  en  différentiant  par  rapport  à x y et  t , 
on  aura  (633) 

4dx  = d£  — dt , xdy  = d,  — d« 


donc ....  cb  = d|  -f-  tL;  — d«.  ^ ; 

ai 


ce  dernier  terme  devant  être  une  différentielle  exacte , il 
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faut  qu’il  toit  une  fonction  de  6 ; donc 

à « + *) 


de 


* + <v>  = l + 


on  éliminera  S après  avoir  déterminé  la  fonction  arbitraire 
<p,  d’après  la  nature  du  problème  auquel  la  proposée  ré- 
pond. 

Ainsi  pour  a'pq  = x'y* , on  a 

J'1. 

P — T.  ~ T’  V — — = Xs  « =ôtt  j * = -r~» 
ce  a oae  ou 


donc 


y = î — 3ar  + <p«  = — +jrJ|. 
e*  e 


3°.  Des  Equations  différentielles  partielles  du  second  ordre. 

805.  Dans  ces  équations  , outre  les  coefficicns  p et  q 
du  i".  ordre  , il  en  entre  trois  autres  (6G3)  que  nous 
désignerons  ainsi 

d’z  d’r  d’r  d’r 

da;’  ’ dard y * d^dx  ’ d y‘  ^ ^ 

ou  dp  = rdx  -f-  sdy,  d q = jdx  -|-  tdy  . . . (B) 

d’r  = dpdx  -f-  dydy  = ni*’  -|-  asdardj-  -f-  tdy’ 

Il  s’agit  d’intégrer  les  équations  de  la  forme 

/ (*..?»  r*  Pi  1i  ri  s<  O = °- 

806.  Remarquons  d’abord  qu’on  doit  considérer^' comme 
constant  dans  les  équations  qui  ont  la  forme 

£-'£  + «•  —=jy+e 

Pet  Q étant  fonctions  de  x y et  z seuls;  qu’ainsi  on  a une 
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équation  aux  différentielles  ordinaires  du  2'.  ordre,  entre 
deux  variables  x et  z.  Par  exemple  , si  z n’entre  pas  dans 

e*  Q>  ~P  donne  = Pp  — f—  Ç : la  fonction 

ÇPp  + Q ) dx  est  linéaire  entre  les  variables  p et  x , 
y est  constant  : l’intcgrale  est  donc  (761),  (en  faisant  pour 
abréger  f Pàx  = u ) 

J 

P—£;—e"  {/ «““Çdx  + <yr} 

en  mettant  0y,  on  une  fonction  arbitraire  de  y,  an  lieu 
de  constante,  il  faut  intégrer  de  nouveau  par  rapport  à 
x , et  ajouter  une  seconde  fonction  arbitraire  sU-  : en  sorte 
qu’il  y en  ait  deu\,  comme  il  y a deux  constantes  dans 
les  intégrales  ordinaires  du  ac.  ordre.’ 

Lorsque  P=o  on  a p=/ Qôx  -f-  y 

et  z =/dx/ÇMx  -f  x-çy  -f-  -ly 

1°.  .Pour  arz=jcy,  on  a d’abord 

d z x'y 

= — H-  «r 


puis  Gaz  = x'y  -f-  xpy  -f-  4y 

a'.  Soit  xyrz=.(n — i)yp-\-a:  comme  on  a . . 

n — 1 a .... 

— j \!  — — ’ une  *'*•  intégration  donne 

x ocy  , 


dx  ( n — 1 )y 


puis 


ex  X* 

+ -? r + 4r- 


(«—  0.T  » 


> • 

3®.  Pour  xr  = (n  — 1)  p on  trouve 

2. 


29 


H JO 
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• y + 4y- 

4°.  Il  est  clair  que  ceci  s’applique  aussi  à l’équation 

£=rï+e,..<=j v+e 


d’r 


807.  L’intégrale  de  s = il/,  ou  = i»/,  rentre  dans 

la  théorie  des  cubatures  et  des  planifications  (755)  , M 

étant  une  fonction  de  * et  y , on  trouve 

z —fàx JTflAy  + ?*  + +>'•  C’est  ainsi  que  pour.  . . 

s — ax  by,  on  obtient 

z=z\xy{ax  + ly)  -f  ?x  -f  +y. 


d’r 

808.  Soit  s — Mp+N,  ou  -j-j- 


M et  N étant  des  fonctions  données  de  x et  y.  Puisque 

— s,  on  a ± = Mp  +•  N : or  p et  y sont 
AxAy  dj  Ay 

ici  seules  variables  ; x est  constant , et  on  retombe  sur 
une  équation  linéaire  (761);  d ou  , en  faisant  u-=.JMAyy 
pour  abréger  , on  tire 

p = +/e-“A'dj  } , 

intégrant  ensuite  par  rapport  a xt  on  a 

zzxfc'AxJe-' ' NAy  + /eatf'x.Ax  + •*?■ 

Par  exemple,  pour  sxy  = bpx -\- ay , on  a d’abord 

— «y 


P — 


puis 


(b  — i)x 
*»riogx 


+JV*» 


b — l 


Jrf'-vx  + +>• 
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8og.  Prenons  l’équation  linéaire 

Rr  + Ss+Tt=V,  ou  *_  + $_+  T = V. 

RS  T et  V sont  des  fonctions  données  de  xy  z p et  y. 

, Eliminons  r et  / entre  les  équations  B qui  servent  de 
définition  à ces  fonctions,  et  substiluons-en  ici  les  valeurs, 
nous  aurons  .» 

jRd^d/-f-  Tdydx — V dxdy = j | R — .Çdxdy-f-  , 

et  supposons  que  « et  fi  étant  des  Constantes  , on  sache 
trouver  deux  fonctions  » = * et  f — /3,  qui  rendent  nuis 
chacun  des  deux  membres  de  cette  équation , ou  qui 
donnent 

RApdy  -f-  T dydx  — f'dxdy 
R dj-1  — S dxdy  -j-  T dxJ  = o. 

11  s’agit  de  prouver  qu’ici , comme  n°.  802,  * = satis- 
fera à la  proposée  , quelle  que  soit  la  fonction  <j>.  Pour  le 
démontrer,  ramenons  d’abord  ces  équations  au  i*r.  Ordre, 
en  faisant 

d_y  = Qdx,  d’où  .Red/»  -f-  Tdq  = VqAx.  . . . (1) 
fia*  — Sa  +T  = o....(  2) 

équations  qu'on  suppose  satisfaites  par  ■*  = a.  et  f — i 8; 
en  sorte  que  a étant  déterminé  par  les  deux  racines  de 
l’équation  (2),  en  fonction  de  xy.. .,  en  substituant  l’une 
dans  les  relations  (1),  elles  doivent  être  vérifiées  par  »=*, 

l = * 

Formons  donc  les  différentielles  complètes  d»  = o , 
d p = o,  contenant  d.r  Ay  dz  dp  et  dy  ; puis,  mettons 
pdx  -f-  </dy  pour  dr , O dx  pour  dy , et  enfin  pour  dy  sa 
valeur  tirée  de  (1),  nous  aurons  deux  sortes  de  termes  , les 
uns  multipliés  par  dx  et  les  autres  par  dp.  Or,  la  proposée 


fia.  Càlcui.  intégrai. 

Jir  -j-  Si  -f-  Tt  — V ne  pouvant  déterminer  qu’une  des 
quantités  r s t en  fonction  des  autres  et  de  x y z p et  y , 
dx  et  dp  restent  indépendans  , et  par  conséquent  chacune 
de  nos  équations  d»  = o,dp  = o,se  partagera  en  deux 
autres,  eu  égalant  à zéro  séparément  les  coeffiriens  de  dx 
et  dp,  après  La  substitution  des  valeurs  de  d z dy  et  dy.  Un 
a ainsi 


d»  %r  , , àn  Va  d-T 

d x+aty+ip+9a)ài+~TTq- 


dp  d»  de  Vçi  dp 

dï  + ady  + (p  + ‘)D)d;  + ~TTq- 


O 


O 


dir  Ha  (1*  dp  H il  dp 

dp  T t dy  ’ dp  T d y 

Cela  posé , l’équation  t = <p p étant  différentiée  com- 
plètement, ou  d*  = <f'p.dp,  si  on  substitue  pour 

d*  dv  dp  dp  , . . . , „ 

leurs  valeurs,  tirees  de  nos  quatre  equa- 

d x dp  d.r  dp 

tions  , et  pdx  -J-  qdy  pour  dr  , en  réunissant  les  termes 
semblables,  on  trouve 

R a dp  -f-  Tdy  — Va  dx  = «>  X (dj  — a dx), 
en  désignant  par  <I>  une  fonction  indéterminée , puisqu’elle 
renferme  sp'f.  Or  il  est  clair  que  * = «,  et  p = /3  satis- 
faisant aux  équation^  (t)*  * ==  ? satisfait  à celle-ci, 

ou  à la  proposée. 

On  se  trouve  donc  conduit  à traiter  les  équations  (t)  ; _ 
niais  il  faut  remarquer  qu’outre  ces  deux  relations , on 
a dr  — pdx  4-  ydy;  ce  qui  ne  fait  que  trois  équations 
entre  les  cinq  variables  .r  y s p et  y.  Ainsi  l’élimi- 
nation ne  pouvant  conduire  qu  a une  équation  entre  trois 
variables,  il  pnnrroit  arriver  que  celle-ci  ne.  remplît  pas 
la  condition  nécessaire  (796)  , pour  qu’elle  put  provenir 
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d’une  seule  équation  primitive.  On  seroit  alors  conduit 
à une  intégration  inexécutable  , sans  que  pour  cela  on  fAt 
en  droit  de  conclure  qu’elle  n’est  pas  possible  , et  que 
l’équation  différentielle  proposée  ne  résulte  pas  d’une  seule 
primitive.  • 

8ro.  Soit,  par  exemple  , r.r’  = (y*  : on  a 

R = x',  r= — yr , S — V = o.  L’équation  (2)  de- 
venant x’fl’  —y*,  les  relations^)  sont 

xAy  = ydx  et  xAp  — yAq  — o ; 


la  1".  donne  x = ay  , et  mettant  — pour  y dans  U 


2'.  , on  a aAp  Aq , d’où  ap  = q -f-  a'.  Remettant 
cc 

donc  — pour  a , et  posant  a’  =•  ç a , en  vertu  de  la 

condition  * = <p  f , il  vient  px  = qy  -)-  y Ç 

Telle  est  l'équation  du  i,r.  ordre  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
Mettons  dans  Az  = pdx  -f-  qAy  pour  p sa  valeur  tirée 

de  cette  dernière  équation , nous  aurons 

xAz — yAx./p  = q (xAy -\-yAx)  ; chaque  membre  étant 
séparément  égalé  à zéro  ( 802  ) , on  trouve 

xAy  -f-^'dx  = o et  xAz  zxyAxjf. 


î 


Ma  is  "la  1™.  donne  xy=c , et  introduisant  pour  y sa 

c . , edx  / x’  \ 

valeur  — dans  la  2'.,  elle  devient  Az  — ——  . _ <p  f — \. 

L'intégrale  du  2'.  membre  peut  être  mise  sous  la  forme 

x «p  ^ , v désignant  une  autre  fonction  arbitraire; 

c’est  ce  dont  on  s’assure  aisément  par  la  différentiation. 

Donc  z zzz  x <p  (7)  + c'  : puis  remettant  xy  pour  c,  et 
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4*4 

à cause  de  c'  = 4"C,  4"  désignant  une  seconde  fonction 
arbitraire  , on  a enfin 

Z = X <f  (y)  + 4 (XJ). 

8n.  La  complication  de  ces  calculs  empêche  très-sou- 
vent  qu’ils  ne  réussissent  ; mais  dans  le  cas  où  les  coef— 
ficicns  RS  et  T sont  constans,  et  V fonction  de  ztty; 
il  deviennent  très-sim  pi<*sr  car  alors  l’équation  (2)  donne 
pour  a deux  valeurs  numériques  , telles  que  m et  n : 
et  les  relations  (1)  auxquelles  » = « et  f — g doivent 
satisfaire , s’intégrent  et  donnent 

y = mx  -J-  a et  Rmp  -+-  Tq  = mJVAx 
y = nx  -f-  c et  Rnp  -|-  Tq  s=  nJVAx. 


Prenons  le  premier  système  d’équations  : on  devra  subs- 
tituer dans  y,  pour  y sa  valeur  mx  -f-  «,  si  V est  fonc- 
tion de  y : puis  fVàx  ne  dépendra  plus  que  des  qua- 
dratures. L’intégration  faite , on  ajoutera  une  constante. 
/3 , et  on  remettra  pour  « sa  valeur  y — mx.  On  aura 
donc  les  équations  cherchées  » = *,  f = 0,  en  sorte  que 
de  1 = <f'f , ou  /?  = = <P ' (y  ~ mx)  : on  tire 


Rmp  4-  Tq  — mfVàx  -J-  <p'  {y  — mx  ). 
Le  second  système  d’équations  donne 


I 


Rnp  + Tq  — n/Vàx  4-4'  (_y  — nx)  ; 


mais  il  suffit  de  traiter  l’un  des  deux  , parce  que  l’autre 
conduit  au  même  résultat , ainsi  qu’il  sera  facile  de  s’en 
convaincre  : on  choisit  celui  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul. 

11  s’agit  maintenant  d’intégrer  de  nouveau  : pour  cela 
reprenons  notre  premier  résaltat , et  tirons-en  la  valeur 
de  p pour  la  mettre  dans  d;  = pdx  -f  qày  : en  réunissant 


* 
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les  ternies  semblables  , et  remarquant  que  par  la  nature 
des  deux  racines  m et  n de  Q,  on  a Ilmn = T , on  trouve 

Rdz  — dx/Vdx  — dx  qf  (y  — mx)  (d_y  — ndx  ) ; 

en  regardant  la  constante  m comme  comprise  dans  ç'i 
Or , pour  intégrer  cette  équation  ( 802  ) , on  égalera 
à zéro  chaque  membre  séparément  ; d’où 

y — nx  -f-  c , Rz  — Jdxflrdx  — ydx  ç'  (y  — mx ) = b. 

11  convient  avant  tout  de  faire  quelques  remarques: 

i°.  On  devra  mettre  nx  -f-  c pour_y,  et  intégrer  par 
rapport  à x;  puis  on  remettra  y — nx  pour  c dans  le 
résultat. 

20.  Les  deux  intégrales  f dxJVdx  nécessitent  une  dis- 
tinction importante , puisqu’on  a d’abord  mis  mx  + *» 
pour  y dans  V , tly  — mx  pour  a dans  le  résultat  j tandis 
qu’on  doit  faire  y — nx  -{-  c dans  dxJVdx  , et  restituer 
y — nx  pour  c. 

3°.  /dx.<p'(j — mx)  devient  Jdx  Q' {x  (n — , 

ou  , ou  plutôt . <p  j (n — m)  x-f-c}>  en  comprenant 

la  constante  n — m dans  tp  : ainsi,  on  a ç (y—  mx). 

4*.  Enfin  la  constante  b est  une  fonction  quelconque  4 
de  c , ou  bzx^r(y — nx).  Donc 

R:  =JdxJVdx  + ç (y  — mx)  -f-  (y  — nx). 

Par  exemple , pour  r — s — 2 / = — , on  a 

y 

Cl'  + a = 2 , d’où  m = 1 , n = — a et 

y — x-\-*,y=  a.'  — 2 x.  Donc  ' 

JVdx  = /———==  k log  (x  + «)  = k log y 

t/  X -f-  a 

f dxJVdx  xxjkdx  log  y = fkdx  log  ( B'  — 2 x ). 
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Cette  intégrale  s'obtient  aisément  (y3o);  elle  devient 
— kx  — ky  log  \Jy , en  remettant  2 x -j-  y pour  Ainsi 


*4-  h (x  + y logv/j)  = (f(r—  *)+4  0'+sJ;)- 

d’r  d'z 

Pour  r — 4’/  ou  — — - = 4 ■ -j— ■ , qui  est  l équation 

des  cordes  vibrantes  ( foy.  ma  Mécanique,  n*.  262), 
on  a R — 1 , T = — b' , S o — V , d'où  C = 4*  , 
wi  = 4 ;=  — n , y = 4x  -j-  « , y = *'  — 4x , enfin 
JdxfVdx  = o.  Donc 


z — <t>  Cr~  **)  + 4 0'  + **)• 


Nous  renvoyons  pour  de  plus  amples  détails  sur  cette 
matière,  aux  Mémoires  et,  au  Traité  de  Monge  : au 
Calcul  intégral  d’Euler,  aux  collections  académiques  qui 
renferment  les  écrits  de  Lagrange,  Lapl|ce  , Legendre, 
d’Alembert,  . . . enfin  au  Mémoire  de  Biol  sur  les  sur- 
faces vibrantes,  Satans  etrangers , an  V 1 1 1 , où  cet 
habile  géomètre  donne  un  moyen  d'intégrer  par  séries 
les  équations  différentielles  partielles. 


•4-  Des  Fonctions  arbitraires. 

812.  On  dira  pour  les  fondions  arbitraires  ç 4'-- 
équations  différentielles  partielles,  ce  qu’on  a dit  (74a) 
des  constantes  introduites  dans  les  intégrations  ordinaires. 
Tant  qu’on  ne  veut  qu’intégrer , c.-a-d.  , composer 
une  expression  qui  , soumise  aux  règles  du  calcul  diffé- 
rentiel , satisfasse  a la  proposée  , les  fonctions  4-  • • 
sont  en  effet  quelconques.  Mais  si  les  résultats  doivent 
être  appliqués  à des  questions  de  géométrie  , de  méca- 
nique , etc.,  ces  fonctions  cessent  d’être  arbitraires.  Un 
exemple  suifira  pour  l’intelligence  de  cet  exposé. 
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On  a vu  ( 607,665  ) que  l’équation  des  surfaces  cylin- 
driques est 

y — bz  — p ' x — as) , ou  ap  -|-  bq  = 1. 

La  i,e.  étant  l’intégrale  de  la  a".  , et  la  forme  de  la 
fonction  q>  dépendant  de  la  courbe  directrice.  Or,  si  on 
veut  que  la  base  du  cylindre  sur  le  plan  xy  soit  con- 
nue , en  sorte  qur  dans  son  équation  y = Jx,  la  forme 
de  la  fonction  f soit  donnée  , il  faudra  que  celle  de  ap 
soit  telle,  que  cette  base  soit  comprise  parmi  les  points 
de  l’espace  que  désigne  l’équation  y — bz  = <p  (x  — az). 
Si  donc  on  y fait  z — o , les  équations  y=q)  x , y — Jx 
seront  identiques.  Donc  les  fonctions  <p  et  J ont  même 
forme,  c.-à-d. , que  si  on  change  dans  y = Jx , y en 
y — bz  et  je  en  x — az , l’équation  qu'on  obtiendra  sera 

celle  du  cyliuJre  particulier  dont  il  s'agit, 

y — bz  z=J  (x  — az  ). 

Généralement  , soient  M = o , Ar  = o les  équa- 
tions de  la  directrice  en  xy  et  z : on  fera  x — az  = u,  et 
éliminant  .r  y et  z entre  ces  trois  équations , on  en  tirera 
leurs  valeurs  , et  par  suite  celle  de  yu  — y — bz , en 
fonction  de  u , c.-à-d.  , qu’on  aura  la  manière  dont 
9 u est  composé  en  u.  Il  ne  restera  plus  qu’à  mettre 
x — as  pour  u , dans  y — bz—q>u,  pour  avoir  l’équa- 
tion de  la  surface  cylindrique  dont  il  s’agit. 

8t3.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on 
doit  déterminer  les  fonctions  arbitraires , afin  d'appli- 
quer nos  calculs  généraux  aux  cas  particuliers  qu’on  peut 
se  proposer.  Soit  en  général  K = ip  U une  intégrale 
contenant  une  fonction  arbitraire  <p  , K et  L étant  des 
fonctions  données  de  r y et  z : la  ronditMjp  prescrite 
étant  que  l'équation  devienne  /‘(x,  y , z ) — o , lorsque 
/(*,  y , z)  — 0.  Cette  condition  revient  en  géométrie  à 
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demander  que  la  surface  cherchée  dont  l’cquatton  est 
K s=  ç V,  passe  par  la  courbe  donnée  dont  les  équations 
sont  F = o , J — o.  Pour  satisfaire  à cette  condition  , on 
fera  U=  u;  et  on  éliminera  x y et  z entre  ces  trois 
équations:  puis,  substituant  dans  Â'  = <p  </ , on  aura  <fu 
exprimé  en  u,  ou  plutôt  une  relation  entre  u et  <pu  , qui 
déterminera  la  composition  de  la  fonction  ç.  Enfin  , on 
remettra  U pour  u et  K pour  < pu,  et  on  aura  l’intégrale 
cherchée. 

Ainsi  ( Go8,665  ) , l’équation  de  tous  les  cônes  est 
z — c—p  (x — a)- {- q (y — ù),  dont  l’intégrale  est 

Pour  que  la  base  soit  un  cercle, 

z = o,  x’  -f- = r1 , etx — a=u(z — c) 

d’où  z = o , x = a — - eu,  y ~ ^ jr’  — (a  — eu)1  J. 

Substituant  dans  y — h — (z  — e)q>u,  pour  x y et  s 
ces  valeurs  , onac  ip  u=i  — V^-(-  — eu)1}.  Enfin 
remettant  pour  u et  çu  leurs  valeurs , on  a pour  l’équation 
du  cône,  comme  p.  188, 

( cy  — bzÿ  -f-  (az  — ex)1  =r=  (r  — c)*. 

S’il  y avoit  deux  fonctions  arbitraires  à déterminer  , H 
faudroit  donner  deux  conditions.  Un  calcul  semblable  au 
précédent  feroit  conrioitre  ces  fonctions. 

814.  Mais  si  la  nature  de  la  question,  et  cela  a lieu 
dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  physique  et  de 
géométrie  transcendante  , ne  permet  pas  de  déterminer 
les  fonctions  arbitraires  , elles  restent  quelconques , et 
les  prop j^Mcs  qu’on  découvre  , sans  particulariser  ces 
fonctions  ;*nnt  lieu  en  général.  Pour  tirer  nos  explica- 
tions de  la  géométrie , s’il  entre  un  terme  de  la  forme 
çx,  et  qu’on  décrive  la  ligne  qui  a pour  équation y—qx , 
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toutes  ses  ordonnées  seront  les  valeurs  de  la  fonction  ç , 
en  sorte  que  cette  courbe  soit  non-seulement  quelconque  , 
mais  même  puisse  être  tracée  à la  main  par  un  mouve- 
ment libre  et  irrégulier  : la  courbe  peut  même  être  Dis- 
continue , c.-à-d. , formée  de  branches  différentes  placées 
bout  à bout , et  dont  le  cours  est , d’espace  en  espace  , 
brusquement  interrompu,  pour  former  sur-le-champ  une 
autre  ligne  : elle  peut  être  aussi  Discontigue , c.-à-d.  , 
formée  de  parties  isolées  et  séparées  les  unes  des  autres. 
C’est  Euler  qui  a mis  ces  principes  hors  de  doute,  contre 
l’avis  de  d’AIembert , qu’on  peut  regarder  comme  l’in- 
venteur du  calcul  aux  différences  partielles  ; calcul  dont 
les  ressources  sont  immenses , les  applications  d’une  utilité 
sans  bornes , et  qui , comme  on  voit , est  le  lien  dont 
on  se  sert  pour  soumettre  les  fonctions  irrégulières  à 
l'analyse  mathématique. 


> 


CHAPITRE  IV. 

CALCUL  DES  VARIATIONS. 


Principe  général. 

8t5.  Les  problèmes  des  Isopérimètres  avoient  déjà  été 
résolus  par  divers  géomètres  avant  la  découverte  du  calcul 
des  variations  : mais  les  procédés  dont  ils  sc  servoient  , 
11e  formoient  pas  un  corps  de  doctrine , et  chacun  de 
ces  problèmes  n’étoit  résolu  que  par  une  méthode  qui 
lui  étoit  particulière,  et  par  des  artifices  d’analyse  sou- 
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vent  très-détournés.  Il  apparlenoit  au  célèbre  Lagrange 
de  ramener  toutes  les  solutions  à une  méthode  unique, 
à une  marche  uniforme.  Voici  en  quoi  cile  consiste. 


Etant  donnée  une  fonction  Z de  plusieurs  variables 

x,  y on  peut  se  proposer  de  la  faire  jouir  de 

diverses  propriétés  (telle  que  d’être  un  maximum  ou 
toute  autre),  soit  en  assignant'à  ces  variables  des  valeurs 
numériques  , soit  en  établissant  des  relations  entre  ces 
variables  et  les  liant  par  des  équations.  Soit , par  exemple  , 
Z = F (x,  y,  y’,  y11 ) ; les  quantités  f,  y " ...... 


désignant  les  coefficicns  différentiels  — , 

d.r 


d*j 

dx’ 


ce 


qui  suppose  que  x et  y sont  liés  par  une  dépendance 
mutuelle,  telle  que  y—  ipx.  Si  cette  équation  est  donnée  , 
on  en  déduit  y,  y , y" . . . en  fonction  de  x , et , substi- 
tuant , Z devient  = /x.  Parmi  toutes  les  valeurs  qu’on 
peut  attribuer  à x , on  peut  déterminer  par  les  règles 
connues  du  calcul  différentiel  celles  qui  rendent  Jx  un 
maximum  ou  un  minimum.  Mais  si  l’équation  y = qx 
n’est  point  donnée  , alors  en  prenant  successivement  pouc^ 
<p x différentes  formes,  la  fonction  Z = /x  prendra  elle- 
même  différentes  expressions  en  x , et  on  peut  se  pro- 
poser «l’assigner  À <px  une  forme  telle  que  Z soit  plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  forme  de  (j>x, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  numérique  de  x.  Cette 
dernière  espèce  de  problème  appartient  au  calcul  des  varia- 
tions. Il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’il  se  borne  à la  théorie 
des  maxima  et  minima  ; mais  nous  nous  contenterons 
de  traiter  cette  matière  , parce  qu’elle  suffit  pour  l’in- 
telligence complète  de  ce  calcul.  N’oublions  pas  toute- 
fois que.  dans  ce  qui  va  être  dit , les  variables  x et  y ne 
sont  pas  indépendantes  ; mais  seulement  que.  l’équation 
y=yx  qui  les  lie  entre  elles  est  inconnue;  et  qu’oi* 


/ 
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ne  ta  suppose  donnée  que  pour  faciliter  la  résolution  du 
problème. 

8t6.  Mettons  x -(-  i pour  x , et  y -J-  h pour_y  dan* 
Z — F ( x , y,  y ',  y11 . . . .),  Z deviendra 

Z,  = F (x  -f  / , j + A , y + V , y"  + k" — ) 


i et  4 sont  deux  fonctions  de  x , dont  l’une  est  arbi- 
traire ; l’autre  en  dépend  en  vertu  de  l’équation 

y=<S)x  ; i1,  i" . . . sont  pris  ici  dans  la  même  significa- 
tion que  y,  y" . . . D’après  le  théorème  de  Taylor  (663) 
qui  a lieu,  que  les  quantités  x,  y,  i,  k soient  dépen- 
dantes ou  indépendantes , on  a 

Z ==Z+  {'•  dT  +A'  lÿ  +h'  Âÿ  +k  • 3p  ' +CtC-}  + elC* 

De  sorte  qu’on  peut  regarder  x,  y,  y' , y" . . . . comme 
autant  de  variables  indépendantes,  en  tant  qu’jl  ne  s’agit 
que  de  trouver  ce  développement. 

Cela  posé,  la  nature  de  la  question  exige  que  l’équation 
yzxtçx  ait  été  déterminée  de  manière  que,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x , on  ait  toujours  Z,  > Z , ou  Z , <(  Z^i 
en  raisonnant  comme  dans  la  théorie  des  maxima  et 
minima  ordinaires  (677),  on  voit  qu’il  faut  que  les  termes 
du  premier  ordre  soient  nuis,  et  qu’on  ait 


AZ 

dx 


, AZ  , AZ  , AZ 

d7+K^+A'  d^  + 0,c’  = °’ 
L’une  des  deux  quantités  k ou  1,  étant  une  fonction 

arbitraire  de  r,  on  peut  supposer 

k — a-\-b  (x — (x — etc.,  X,  a,  b,  c. . . 
étant  quelconques  : or  comme  cette  équation  et  ses  diffé— . 
rentielles  doivent  avoir  lieu,  quel  que  soit  x,  elles  devront 
subsister  lorsque  x = X,  ce  qui  donne  k-=za , k'  =b, 
k^-c....  donc  notre  équation  ne  peut  être  satisfaite, 
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vu  l’indépendance  de  a , b,  à moins  que  chaque 

terme  ne  soit  nul.  Ainsi  elle  se  partage  en  autant  d’autres 
qu’elle  renferme  de  termes,  et  .on  a 

AZ  _ d Z _ d Z _ d Z _ AZ 

Ax  ’ Ay  ' Ay'  ’ d y"  ’ Ayi">  °T 

(n)  étant  l'ordre  le  plus  élevé  de  y dans  Z.  Ces  diverses 
équations  devront  s'accorder  toutes  entre  elles,  et  subsister 
en  même  tems  , quel  que  soit  x.  Si  cet  accord  a lieu  , il  y 
aura  maximum  ou  minimum , et  la  relation  qui  en  ré- 
sultera entre  y et  x sera  l'équation  cherchée  = ipx , qui 
aura' la  propriété  de  rendre  Z plus  grand  ou  plus  petit 
que  ne  pourroit  faire  toute  autre  relation  entre  x et  y.  On 
distinguera  le  maximum  du  minimum  suivant  le6  théo- 
ries ordinaires  , d’après  le  signe  des  termes  du  a',  ordre. 

Mais  si  toutes  ces  équations  donnent  des  relations  dif- 
férentes entre  x et  y,  le  problème  sera  impossible  dans 
l’état  de  généralité  qu’on  lui  a donné  : et  s’il  arrive  que 
quelques-unes  seulement  de  ces  équations  s’accordent  entre 
elles , alors  la  fonction  Z aura  des  maxima  et  minima 
relatifs  à quelques-unes  des  quantités  x,  y,  y,  y", . . . . 
sans  ‘en  avoir  d’absolus  et  de  communs  à toutes  ces  quan- 
tités. Les  équations  qui  s’accordent  entre  elles  donneront 
les  relations  qui  établissent  les  maxima  et  minima  relatifs. 
Et  si  on  ne  veut  rendre  X un  maximum  ou  un  minimum 
que  par  rapport  à l’une  des  quantités  x,  y,y  y",  • . 
comme  alors  il  ne  faudra  satisfaire  qu’à  une  équation, 
le  problème  sera  toujours  possible. 

817.  11  suit  des  considérations  précédentes  que 

1®.  Les  quantités  x et  y sont  dépendantes  l’une  de 
l’autre , et  que  néanmoins  on  doit  les  faire  varier  comme 
si  elles  étoient  indépendantes,  puisque  ce  n’est  qu’un 
procédé  de  calcul  pour  parvenir  au  résultat. 
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a».  Cej  variations  ne  sont  pas  infiniment  petites;  et  si 
on  emploie  le  calcul  différentiel  pour  les  obtenir,  ce 
n’est  que  comme  un  moyen  expéditif  d’avoir  le  second 
terme  du-  développement  , le  seul  qui  soit  ici  néces- 
saire. 

Appliquons  ces  notions  générales  à des  exemples. 

1.  Prenons  sur  l’axe  des  x d’une  courbe  deux  abscisses 
met  n,  et  menons  des  parallèles  indéfinies  à l’axe  des  x : 
soit  y=<fx  l’équation  de  cette  courbe  ; si  par  un  point 
quelconque  on  mène  une  tangente , elle  coupera  nos  pa- 
rallèles en  des  points  qui  ont  (678)  pour  ordonnées... 
j+j»  (m-x)  cl  y + y ( n — x).  Si  la  forme  de  <p 
est  donnée  , tout  est  ici  connu  ; mais  si  elle  ne  1 est  point, 
on  peut  demander  quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de  la  pro- 
priété d’avoir,  pour  chaque  point  de  tangence,  le  produit 
de  ces  deux  ordonnées  plus  petit  que  pour  toute  autre 
courbe.  On  a ici 

z={y+(m  — x)y}  {y+(”  — 

AZ  AZ  AZ  , . . , 

en  cherchant  — , -5—  et  -p— ■ , il  sera  très  - aise  de 
dx  aj  aj 

reconnoître  que  les  résultats  égalés  à zéro  donnent  des 
équations  incompatibles  entre  elles  , tant  que  m est  dif- 
férent de  n (abstraction  faite  d ey=  o , ' qui  donne  l’axe 
des  x)  ; ainsi  Z n’est  pas  susceptible  de  remplir  les 

conditions  de  la  question.  Mais  si  m = n,  on  a 

Z=(jy-\-  (m — • d’0“  on  tlre  tro*s  équations  aux- 
quelles on  satisfait  à la  fois  en  faisant y-\-  {m — x)  y'  = o, 
ou  ^dx (m  — x ^^=0.  En  intégrant  onaj'=6’  ( m — x), 
équation  d’une  droite  : cette  relation  rend  visiblement  Z 
un  minimum  ; car  Z est  alors  nul , et  cette  fonction  est 
positive  dans  toute  autre  hypothèse. 
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II.  Quelle  est  la  courbe  pour  laquelle,  en  chacun  de 
ses  points,  le  carré  de  la  sous  - normale  augmenté  de 
l'abscisse,  soit  un  minimum  ? On  a Z z=z  (jj'  -f-  J )* , 
d’où  on  tire  trois  équations  qui  s’accordent  en  faisant 
yÿ  -(-  x = o , et  par  suite  x’ -y>=r3.  Donc  tous  les 
cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  , satisfont  seuls 
à la  question. 

818.  La  théorie  que  nous  vénotis  d’exposer  n’est  pas 
d’une  grande  étendue,  mais  elle  sert  de  développement 
préliminaire  , utile  pour  l’intelligence  du  problème  beau- 
coup plus  intéressant  qui  nous  resle  à résoudre.  Il  s’agit 
d’appliquer  tous  les  raisonnemens  précédens  à une  fonc- 
tion de  la  forme  JZ  : le  signe  J indique  que  la  fonc- 
tion Z est  différentielle,  et  qu'après  l’avoir  intégrée  entre 
des  limites  designées  , on  veut  la  faire  jouir  des  pro- 
priétés précédentes.  La  difficulté  qui  se  rencontre  ici  , 
vient  donc  de  ce  qu’il  faut  résoudre  le  problème  sans 
faire  l’intégration  ; car  on  voit  assez  qu’il  est , en  gé- 
néral , impossible  de  l’exécuter. 

Au  lieu  de  représenter  par  / et  h les  accroissemens  des 
variables  , nous  emploierons  le  signe  t ; de  sorte  que  Sx  , 

jy, seront  des  fonctions  quelconques  de  x,  

qui  désigneront  les  accroissemens  de  ces  variables.  Pareil- 
lement dx  devenant  d(x-f-éx)  croîtra  de  di'x;  d\s 
croîtra  de  d’é'x,  etc.  Observons  que  les  variations  indi- 
quées par  le  signe  S~  sont  finies  , et  tout-à-fail  indépen- 
dantes de  celles  que  désigne  la  caractéristique  d : les 
opérations  auxquelles  ces  signes  se  rapportent  étant  pat- 
rcillemenl  indépendantes  , l’ordre  dans  lequel  on  les 
exécutera  doit  être  indifférent  pour  le  résultat.  l)e  sorte 
que  é.dx  et  d.é.r  sont  deux  choses  identiques,  aussi 
bien  que  d’Lx  et  «f.d’x;.. ..  et  que  J S V <e  t S fil. 

Soit  donc  Z une  fonction  de  x,  y,  z,  dx,  dj>,  dz , 
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J'x,  d'y,  d’r......  il  s'agit  d’établir  des  relations  entre 

x , y et  2 de  manière  que  fZ  soit  un  maximum  ou  un 
minimum  entre  des  limites  désignées.  Afin  de  rendre  les 
calculs  plus  symétriques  , nous  ne  supposerons  aucune  dif- 
férentielle constante  : d’ailleurs  nous  n’introduiscrns  ici  que 
trois  variables , parce  qu’il  sera  aisé  de  généraliser  les 
résultats , et  que  ce  cas  suffit  pour  entendre  la  théorie. 
Pour  abréger,  remplaçons  dx , d’x...  dy,  d'y, . . . etc. 
parx,,  xlf,.i . yt,ylt,. . . etc.  ; de  sorte  que 

Z— 'F  (x,  Xf , xlt, ...  y,  'y,,  y h y ?//•  • • •). 


Cela  posé,  si  x,  y et  r reçoivent  des  accroissement 
arbitraires  et  finis  J'x , Jy,  Jx^,  dx  ou  x,  deviendra... 
d (x+ Jx)  = dx-}- Jdx=x/-f-d'x,  : de  même  xn  croîtra 
de  Jxw,  et  ainsi  des  autres;  de  sorte  qu’en  développant 
Z y,  par  le  théorème  de  Taylor  et  intégrant , jZ  deviendra 


dZ  > , 1 AZ  > LdZ  » ^AZ  s » 


dx 


àz  k dz  K dz  , dz  , ) r 

+ïr;‘‘<+îr„>x'>+ç-„*"+-i 


et  on  observe  que  la  condition  du  maximum  et  du  mini- 
mum exige  que  l’intégrale  des  termes  du  premier  orçire 
soit  nulle  entre  les  limites  désignées , et  cela  quels  que 
soient  J'x , J'y  et  J z ; ainsi  qu’on  l’a  vu  précédemment. 
Prenons  la  différentielle  de  Z,  en  regardant  x,  x,,  xn. . . 
y,  yt , yn  ; . . . . etc.  comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes , nous  aurons 


d^=Mdx4-JVdx/4-Pdx/,*f-etc.-f-mdy4-'tdy/-f-pd<y//-f.etc. 

-f-  ftdr-f- 1 dx  ;-f-*dx , ,-f-etc. 

Jw,  iV,...m,  »,...  fi,  *,...  étant  les  coefficiens  des  dif- 
férences partielles  de  Z par  rapport  à x,  x, , , . . y,  yr . . 
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r,  z,....  traités  comme  autant  de  variables.  Si  on  eût 
pratique  cette  différentiation  absolument  de  la  même  ma- 
nière en  employant  le  signe  i,  on  auroit  eu 

iZ = MSx  -f-  Ni . dx  -f-  Pi . d ’.r  -f-  Qi.  d\r  -f-  c te.  J 

ni  .Ay  -\r  pi  d'y  -f  ?/•  d’j -f- etc.  >....  {A), 
-{-fti  z -j-  ri  .d*  -j-  vé.d'z  -f-  xi .dlc  -f-etc.  * 

Or,  celte  quantité  est  précisément  celle  qui  est  sous  le 
signe  f dans  les  termes  du  premier  ordre  de  notre  déve- 
loppement : en  sorte  que  la  condition  du  maximum  ou  du 
minimum  demandée  , est  que  [i  Z — o , entre  les  limites 
désignées , quelles  que  soient  les  variations  ix,  iy,  iz. 
Obsfrvons  qu’ici  , comme,  précédemment  , le  calcul  dif- 
férentiel n’est  employé  que  comme  un  moyen  facile 
d’obtenir  l’assemblage  des  ternies  qu’il  faut  égaler  à zéro  ; 
de  sorte  que  les  variations  sont  encore  ici  finies  et  quel- 
conques. D'ailleurs  dans  chaque  cas  particulier,  on  ob- 
tiendra aisément  la  valeur  iZ , c’est-à-dire  les  quantités 
il/,  N , m,  n,....  qui  composent  l’équation  (^) 
dont  le  nombre  de  termes  est  limité  : il  suffira  de  diffé- 
rentier  Z en  employant  le  signe  i , et  regardant  x,y,  x , 
dx,  d'y,  dz, comme  autant  de  variables  indépen- 

dantes. 

Nous  avons  dit  qu’on  pou  voit  mettre  d.dx  au  lien 
de  i dx  ; ainsi  la  première  ligne  de  l’équation  équivaut  à 

iUéj;-(-i\d.dx-j-i>d’dx-}-Çd,.éx-f-  etc. 

il/,  N.......  contiennent  des  différentielles,  de  sorte  que 

lp  défaut  d'bomogénéité  u’est  ici  qu’apparent.  11  s’agit 
maintenant  d’intégrer:  or,  la  suite  du.  calcul  fera  voir 
qu'il  est  nécessaire  de  dégager  du  signe  /",  autant  que 
possible  , les  termes  qui  contiennent  dd.  Pour  y parvenir 
on  emploie  la  formule  de  l’intégration  par  parties,  p.  335  : 
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Je  sorte  qu'on  obtient 

JA d.Jx=\  s-  x—jaX.i. v 

JPd\ïx  = P.  1.  tx  — dP.tx+fi'P.ïx 

J'Qdi.ïx=  Q.d'i'x — d^V.d . J x-f-  J'.  Q-fx — Jd^Q.ix. 

Kn  réunissant  ces  résultats  , on  a "cette  suite  dont  la  loi 
-est  facile  à saisir 

/(M-diV-H  P-iVQ+dW....)ïx-\-{N-dP+â'Q-d'R....)tx 
-f(P-dÇ4-d'J{-...jd.^x+'Ç-dP+...  d\«J\r-f.  R-...)ù'Jx. 

L'intégrale  de  (.af),  ou  f.i'Z  — o,  devient  doue 

3/-d.V-f  dP-...)£i-f-  m-dn-f-d'/j-.^/j-f-^-dj-f  ...)£cj— o 
/(iV-dP+dÇ....)/.r-P(n-d/7+d'ÿ...)Jvf(,-J,-{-...;,lîr 
+/-d(>f  d'P...)d.é.r-)-(/7-lly-fdV...;d.é>-f',-diÿ4-...)d^ 
— dA  -f-  • • , ) d.  f'x  “f-  etc'.  • . -J-  A '.zxz  o 

K étant  1a  constante  arbitraire.  Nous  avons  coupé  notre 
équation  en  deux  , parce,  que  les  ternies  qui  restent  sous 
Je  signe  f ne  pouvant  être  intégrés  à moins  qu’on  ne 
donne  à ./*  Jÿ , iz  des  valeurs  particulières,  ce  qui 
;est  contre  l’hypothèse,  JtZ  ne  peut  devenir  = 0,  à 
moins  que  ces  termes  ne  soient  nuis  à part  ; et  nu-ntC 
si  la  nature  de  la  question  11’éubtil  entre  Jx,  iy  et  J~r, 

■aucune  relation,  l'indépendante  de  ces  variations  exige 
,que  l'équation  (6)  se  partage  en  trois  autres  : 

o = M — di\r-f- d’P — d’Ç -J- d-P  — etc.  \ 
o = m — dn  -f-  à'p  — (Py  -J-  thr  — etc.  (/>). 

0 = ft,  — 1 d»  -f-  d1*  — d1*;  -J-  d’if  — etc.  J 

81  g.  Avant  d’aller  plus  loin  , il  convient  d’expliçjUer 

1 usage  da  ces  diverses  formules. 

I.  Les  équations  1)  sont  différentielles,  entre  x y 
et  z : elles  ne  peuvent  d’ailleurs  exprimer  des  conditions 
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distinctes  , puisqu’elles  détermineroient  des  valeurs  numé- 
riques pour  les  variables  : dans  ce  cas , la  question  seroit 
absurde.  Ainsi  les  relations  I ) , sont  les  équations  cher-, 
chées.  Si  la  question  proposée  se  rapporte  à la  géomé- 
trie , ces  équations  différentielles  sont  celles  de  la  courba 
ou  de  la  surface  qui  fouit  de  la  propriété  demandée. 

II.  Comme  l’intégration  est  effectuée  et  doit  être  prise 
entre  les  limites  désignées  , les  termes  qui  restent  ej  com- 
posent l’équation  (C)  se  rapportent  à ces  limites  : cette 
équation  (C)  est  devenue  de  la  forme  K L ~ o,  L étant 
une  fonction  de  x,  y,  z,  i x,  J'y,  i'z,. . . Marquons  d’un 
et  de  deux  acccns  les  valeurs  numériques  de  ces  variables 
à la  première  et  à la  seconde  limite.  Comme  l’intégrale 
doit  être  prise  entre  ces  limites  , il  faut  marquer  les 
divers  termes  de  L , qui  composent  l’équation  (C)  , d’a- 
bord d’un,  puis  de  deux  accens  ; retrancher  le  i'r.  résultat 
du  second,  et  égaler  à zéro  (742):  de  sorte  que  l’équation 
L11  — L'  — o ne  renferme  plus  de  variables  , puisque 
x,  éx,  . . . ont  pris  les  valeurs  x1,  fx’,  . . . x",  jx* . 
assignées  par  les  limites  de  l’intégration.  On  ne  doit  pas 
oublier  que,  dans  toute  la  suite  , les  accens  se  rapportent 
aux  limites  de  l’intégrale  et  ne  désignent  pas  des  dérivées. 
Il  se  présente  maintenant  quatre  cas. 

t*.  Si  les  limites  sont  Vonnées  et  fixes  (*) , c’est-à-dire 
si  les  valeurs  extrêmes  de  x , y et  z sont  constantes  , 
comine  ix' , d.J\r',  etc.  «fx",  d.J'x",  etc.,  sont  nuis. 


(*)  Ce  ras  revient , en  géométrie  , à celui  où  on  cherche  une  courbe 
qui,  outre  qu’elle  doit  jouir  de  la  propriété  de  maximum  ou  nw— 
nimum  demandé  , doit  encore  passer  par  deux  points  donnes.  . ea 
équations  (D)  sont  celles  de  la  courbe  cherchée  ; on  en  détermine 
les  consumes  par  La  condition  que  cette  courbe  passe  par  les  deux 
pointa  dont  il  s'ajjit. 


Qigifiaeiby  G&agle 
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tous  les  termes  de  L'  et  L"  sont  nuis,  et  l’équation  (6’) 
est  satisfaite  d’ellp-même.  Alors  on  détermine  les  cons- 
tantes que  l’intégration  introduit  dans  les  équations  ( D} 
par  les  conditions  que  comportent  les  limites. 

a°.  Si  les  limites  sont  arbitraires  et  indépendantes  , 
alors  chacun  des  coefficiens  de  éx'  i'x".  . . dans  l’équa- 
tion (C)  est  nul  en  particulier. 

3°.  S’il  existe  des  équations  de  conditions  pour  les 
limites  (*),  c’est-à-dire  si  la  nature  de  la  question  lie 
entre  elles  par  des  équations  quelques-unes  des- quanti  és 
x' , y , z' , x" , y" , z" , on  se  servira  des  différentielles 
de  ces  équations  pope  obtenir  plusieurs  des  variations 
fx',  i’y' y i'x'y  d'x*,  etc.  , en-  fonction  des  autres  ; en 
substituant  dans  Ln  — L' — o,  ces  variations  se  trouveront 
réduites  au  plus  petit  nombre  possible  : ces  dernières  étant 
absolument  indépendantes , l’équation  se  partagera  en  plu- 
sieurs autres,  en  égalant  leurs  coefiiciens  à zéro. 

Ai)  lieu  de  cette  marche  on  peut  prendre  la  suivante  qui 
est  infiniment  plus  élégante.  Soient  u = o,  v—o,  . . . 
les  équations  de  conditions  données  , on  multipliera  leurs 
variations  S u , fv,  . . . par  des  indéterminées  A,  a',  ...  ; 
ce  qui  donnera  xd'u  -j-  x'tv  -J-  . » . Ajoutant  cette  somma 
à L"  — L' y on  aura 

L"  — L’  + aJV  + a'JV  = <r. 

On  traitera  toutes  les  variations  J'x',  ïx11,  . . . comme 
indépendantes , et  égalant  leurs  coefficiens  à zéro  , on 
éliminera  entre  ces  équations  les  indéterminées  A,  A',... 
On  parviendra  par  ce  calcul  au  même  résultat  que  par  la 


(*)  Cria  signifie , en  géométrie  , que  la  courbe  cherchée  doit  être 
terminée  à des  point»  qui  ne  sont  plus  fixe* , mais  qui  doircut  eu» 
-.tué»  sur  deux  courbes  o»  deux  surfaces  données- 


•* 
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méthode  précédente  ; car  on  n’a  fait  que  des  opération» 
permises  , et  on  obtient  ainsi  le  même  nombre  d'équations 
finales.  Ce  calcul  revient  à la  méthode  d’élimination  don- 
née dans  l’algèbre  (i  1 3). 

Il  faut  observer  qu’on  ne  doil  pas  conclure  do*u  = o, 
qu’aux  limites  on  ail  du  = o , . . . ; ces  conditions  sont 
indépendantes  , et  peuvent  fort  hien  ne  pas  co-exister.  Si 
toutefois  la  chose  avoit  lieu  ainsi  (*) , il  faudroit  regarder 
du  = o,...  comrtle  de  nouvelles  équations  de  conditions, 
et  outre  le  Ai fu,  it  faudroit  aussi  comprendre  V <Tdu,  . . . 

4*.  Nous  ne  dirons  rien  pour  le  cas  où  l’ime  des  limites 
est  fixe  fl  la  seconde  assnjétie  à certaines  conditions  oti 
même  tout-à-fait  arbitraire  (**)  , parce  qu’il  rentre  dans 
les  trois  cas  précédent. 

111.  il  pourroit  aussi  arriver  que  la  nature  de  la  question 
assujétit  les  variations  £x,  fy  et  £z  à de  certaines  condi- 
tions données  par  des  équations  ir=o , t =o .(***);  et 
cela  indépendamment  des  limites  ; comme,  par  exeihplo, 
lorsque  la  courbe  cherchée  doit  être  tracée  sur  une  sur- 
face courbe  donnée.  Alors  l’équation  (B)  ne  sc  partagerait 
plus  en  trois , et  les  équations  (/))  n’auroient  plus  lieu.  Il 
faudrait  d'abftrd  réduire , comme  ci-dessus , les  variations 
au  plus  petit  nombre  possible  dans  la  formule  (B)  à l’aide 
des  équations  de  condition  , et  égaler  à zéro  les  coefficiens 
des  variations  restantes.  Ou  , ce  qui  revient  au  même, 

(*)  S'il  d'une  «piestion  de  géométrie  , la  coorbe  cherchée 

doit , dans  ce  cas , avoir  à sa  limite  un  contact  d'nn  certain  ordre 
avec  la  courbe  ou  la  surface  dont  l'équation  est  u = o. 

(**)  Alors  la  courbe  cherchée  a une  de  scs  extrémités  assnjétie  à 
passer  par  un  point  file  , tandis  que  l'autre*  doit  être  quelconque  , ou 
située  sur  une  courbe  ou  une  surface  donnée. 

(***)  La  courbe  demandée  doil  , dans  ce  cas  * être  décrite  sur 
une  surface  donnée. 
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ajouter  à (IT)  les  terme*  aJ«  -f-  a'/I  -J-  rtc.  ; regarder  en— 
suite  tx,  ty,  fz  comme  indépendantes,  et  éliminer  les 
indéterminées  A,  a'  , . . . 

!Nous  ferons  observer  que  dans  les  cas  particuliers,  il  est 
souvent  plus  court  et  préfeiable  de  faire  sur  la  fonction 
donnée  Z tous  les  calculs  qui  ont  conduit  aux  équations 
(B)  et  (C),  au  lieu  de  comparer  chaque  ras  particulier 
aux  formules  générales  précédemment  données. 

2.  Applications. 


820.  Tels  sont  les  principe»  généraux  du  calcul  des 
variations  ; appliquons— les  é des  exemples  , afin  de  faire 
mieux  saisir  les  détails  précédemment  exposes. 

I.  Quelle  est  la  courbe  CMK  dont  la  longueur  MK  com- 
prise entre  deux  rayons  vecteurs  AM  et  AK,  est  la  plus 

petite  possible  ? La  formule  (707)  donne 

s —f  \J fr’dr  -f-  dr')  = minimum  ; on  tire  de  la  variation 


*=<-.w=T’ 


d’où 


r’dl  rdü’  /dr\ 

17  = £’-d7=dU> 


En  mettant  pour  dr  sa  valeur  , et  en  éliminant  d ê entre 
ces  équations,  on  reconnolt  qu’elles  s’accordent,  en  sorte 
qu’il  suffit  d’intégrer  la  re.  Mais  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  l’origine  A sur  une  langeiite  quelconque 

TM  est  = AM  x sin  AMT  =2  rsin  fi,  qui  équivaut  à . . 

r tang  0 é*d$  r <1# 

JLZ ou  : : — = — — - : et  comme 

y'  (1  + tang  ’fl)  y (r’di’  -f-  dr“)  d.t 

cette  perpendiculaire  est  ici  constante  , la  ligne  cherchée 

est  droite.  Les  limites  jl/  et  K étant  indéterminées,  elle» 

n’ont  pas  exigé  l'emploi  dés  équations  (C). 


47 a Caicüi  intégrai. 

II.  Trouver  la  plus  courte  ligne  entre  deux  points  don- 
nés, ou  deux  courbes  données. 

La  longueur  s de  la  ligne  est  fZ  = /y  (dx’  -f-  cly*  -f*-  d-Z'  *)» 
(696);  il  s’agit  de  rendre  cette  quantité  un  minimum  entra 
les  limites  désignées.  On  en-  déduit  aisément 


fZ  = ^ d’d*  + % iày  + ^ é'dx; 
as  as  as 

t 

et  comparant  avec  la  formule  ( ’A ) on  trouve 

-AT  à*  ày  de 

M—o,  m — o,  ft— o,  N=  j- , n—jji  »=  •' 

lés  autres  coefficiens/’j;?,  . . .sont  nuk.  Les  équations  (D) 

deviennent  donc  ici  d d^^^=o,  o; 

d’où  on  conclut  dx  = odi,  dj  = bds  et  de  = cds.  En 
carrant  ces  trois  équation»,  et  ajoutant,  on  obtient  . . . 
s’-f{’-|-c’=ii  ainsi  ces  équations  sont  compatibles 
entre  elles,  lorsqu’on  détermine  l’une  des  constantes  a,  i- 
et  c par  cette  condition.  Par  la  division , on  trouve  . .. 
d y b dz  c . , 

y-  — — j -j-  — — y d OU 

tt x a dx  a 

bx  rxz  ay  a' , ex  Si  az  - f-  V , 


ee  qui  apprend  que  les  projections  de  la  ligne  cherchée 
sont  des  droites  •,  ainsi  cette  ligne  est  elle  - même  une 
droite. 

Pour  en  déterminer  la  position  , il  faudreit  connoître 
les  cinq  constantes  a,  b,  c,  a'  et  b'.  S'il  s’agit  de  trouver- 
la  plus  courte  distance  entre  deux  points  fixes  A cl  G 
donnés,  x'  y'z'),  'x*  y11  z"’!,  il  est  clair  que  ifx'/x*  S'y* ... 
sont  nuis  et  que  l’équation  (C)  a lieu  d’elle-méme.  En, 
assujétissani  nos  deux  équations  à être  satisfaites  lorsqu’ t m 
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y substitue  ces  cooidonnées  respectives  pour  x,y  et  r , 
on  obtiendra  quatre  équations  entre  les  constantes;  ce  qui 
résout  le  problème , puisqu’on  a cinq  équations  , en  y 
comprenant  a.*  -f-  A’  -f-  c’  r=  ) . 

Supposons  que  Ta  seconde  limite  soit  un  point  fixe  C 
dans  le  plan  xy  , et  la  première  une  courbe  AB  située 
aussi  dans  ce  plan  ; Féqtiatîon  b'x  — ay  a’  suffit  alors. 
Soit  y — Jx'  l'équation  de  AB  ; on  tire  iy'  = A îx'  ; 

l’équation  (C)  devient  L — .i x y ^-.iy\ e\.  com\x\z 

dvî  us 

la  seconde  limite  C est  fixe  , il  suffit  de  combiner  en- 
semble les  équations  iy  — Aix*,  et 

dx' . i x'  -f-  d \y\  iy  = o.  Eu  éliminant  iy  on  obtient 
d-r'  -f-  Ad)J  — o.  On.  attroit  pu  aussi  multiplier  L'équation 
de  condition  iy  — Aix'  = o par  l'indéterminée  A , et 
ajouter  à L ce  qui  eût  donné 

■**’+  ^7  ~ Ht**  — » v 


«quation  qui  se  décompose  en  deux  autre»  • 


dy'  , 

dv  + A==°- 


Eliminant  a,  on  obtient  de  même  dx'  -f-  A&y ■=  o^. 
Mais  puisque  le  point  A (x'y') , est  sur  notre  droite  ACy 
on  a aussi  édx'  = Atly  ; d’où  a = — b A , et - 

dy  i , . . . 

^ - = — — ; ce  qui  fait  voir  que  la  droite  AC  est  nor- 
male (678)  à la  courbe  proposée  AB.  La  constante  a' 

se  détermine  par  la  considération  de  la  seconde  limite. 

11  secoit  facile  d’appliquer  le  raisonnement  précédent 
aux  trois  dimensions,  on  parviendrait  à la  même  consé- 
quence t on  peut  donc  conclure  qu’en  général  la  plus 


v 
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63.  courte  distance  AC  entre  deux  courbes  AB  , CD  , est  Ta 
droite  qui  leur  est  normale. 

Si  la  plus  courte  ligne  demandée  devoit  être  tracée  sur 
une  surface  courbe,  dont  n—o  seroil  l’équation,  alors 
l’équation  i Bi  ne  se  déromposeroit  plus  en  trois  : à moins 
qu’on  n’y  ajoutât  le  terme  xfu  ; alors  on  pourroit  re- 
garder Jx,  ly  et  iz  comme  independans , et  on  trou- 
veroit  les  relations 


. dx  du  , dy  du  ,dr  du 

dd7  + A^==0’dd7+Adi~<*- 

Eliminant  A,  ori  a les  deux  équations 


du  d.r  du  dr  du  dr  du  dj 

d z dr  dx  dr  ’ dy  dr  dz  dr 

qui  sont  relies  de  la  courbe  cherchée. 

Prenons  la  sphère  pour  exemple  ; l’origine  étant  an 
centre  on  a 

du  du  du 

„=x’+r  + z*-r-  = 0,  - = *x,--_*y,  £=“• 


Kos  équations  deviennent  en  prenant  dr  constant, 

zd’x  = xd’x , zd'y  x=yd*z , d’où  ^d*x  = xd’^y. 

Intégrant , on  a edx  — xdz  ==  ddr  , edy  — ydz  = ids, 
ydx  — xdy  = rdr.  En  multipliant  la  première  de  ce* 
équations  par  — y,  la  seronde  par  x,  la  troisième  par  z, 
et  ajoutant , on  trouve  ay  — bx  — cz—  o ; C est  l’équa- 
tion d’un  plan  qui  passe  par  l’origine  des  coordonnées. 

63.  Ainsi,  la  courbe  cherchée  est  le  grand  cercle  A'  C qui  passe 
par  les  deux  points  dunnés  A'  et  C ou  qui  est  normale 
aux  deux  courbes  A' B et  Cl)  qui  servent  de  limites  et  sont 
données  sur  ia  surface  sphérique. 


Zed  by  Gocj^fe 
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III.  Prenons  pour  second  exemple  la  fonction  f—J— ; 6a. 

J y/  (z-A) 

ce  problème  répond  en  mécanique  à la  courbe  AC  suivant 
laquelle  un  corps  pesant  doit  tomber  , pour  arriver  dans 
le  moindre  tems  possible  d’un  point  A à nn  autre  C \ 

Voy.  ma  Méc.  n“.  iq3.  On  a Z = — ^ , et  s repré- 

V (r — *)  r 

sente  mi  arc  de  notre  courbe.  On  formera  fZ  et  on  aura 


dx 


:,Nz 


dx 

dxy1'  z-h' 


ày 


dz 


dxy^r-A}’ ' dxy/  z-h)’ 


(z-h)- 

les  autres  quantités  M,  m,  P,  Q,  p . . . sont  nulles. 
Les  équations  (/J)  deviennent  donc 


f <1t  1 

| _ 0 d ( > 

vdxy/  (z — h)J 

~ * W c*—*)/ 

Nous  omettons  ici  la  troisième  , qu’on  peut  démontrer 
comprise  dans  les  deux  autres  : condition  sans  laquelle  le 
problème  proposé  seroit  absurde.  En  intégrant  et  divisant 
l'un  par  l’autre  les  résultats  , on  obtient  djrs=ûdx,oé 
qui  prouve  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  xy 
est  une  droite  , et  que  I’?r  conséquent  cette  courbe  est 
décrite  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  xy.  Prenons, 
pour  abréger  , ce  plan  pour  celui  des  xz  ; la  première 
des  valeurs  (i)  suffira  , et  nous  aurons  dxx=kdsy/!z — (fi); 
et  comme  dx*  = dx’  -f-  dz' , on  trouve  l’équation  de  là 
cyeloïde.  {Voy.  p.  aH.j).  ♦ 

Si  les  limites  sont  deux  points  fixes  A et  C , il  n’y  a 6a. 
aucune  autre  condition  à remplir,  si  ce  n’est  de  faire  passer 
la  cyeloïde  AC  par  ces  deux  points,  ce  qui  détermine. les 
valeurs  des  constantes. 

Si  la  seconde  dimite  est  un  point  fixe  C,  et  si  la  pre- 
mière est  une  courbe  AB  située  , ainsi  que  le  point  fixe, 
dans  un  plan  vertical  ; en  prertant  ce  plan  pour  celui  des 
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6a.  K,onJ/=:o,  et  on  en  déduit 

dx  d z 

dry^r — K)  * ' (z  — h) 

Gomme  on  a ix"  = o ,,  iz"  = o , il  suffit  de  rendre  L* 
nul , en  ayant  égard  à la  première  limite  qui  est  une- 
courbe  A‘B  dont  x7  = f r7  est  l’équation  donnée.  On  en 
déduit  ix'  — Aiz'—  o , multipliant  par  A,  ajoutapt  à L', 
on  trouve  les  deux  équations 


dx7 


ds'v/(e'  — h) 


-f-  A = o, 


Az' 


dsV(r'— A) 


— A*.  — o. 


En  éliminant  A , on  obtient  dr'  -}-  AAx'  = o.  Il  est  visible 
maintenant  que  la  cycloïde  devra  couper  à angle  droit  la 
courbe  donnée  AB  ; la  constante  h sera  déterminée  en. 
comparant  l'équation  de  la  cycloïde  à la  précédente.  On 
trouvrroit  dans  les  trois  dimensions  la  même  conséquence, 
63.  de  sorte  que  la  courbe  de  plus  vile  descente  d’une  courbe 
quelconque  CD  a une  autre  AB,  est  une  cycloïde  A' C’ 
normale  à ces  deux  dernières.  La  même  chose  auroit  aussi 
lieu  pour  deux  surfaces  êou^g^,  ainsi  qu’on  peut  s’en 
convaincre. 

Si  la  courbe  devoit  être  tracée  sur  une  surface  don- 
née par  son  équation  u = o , l’équation  (fi)  ne  se  par- 
tageroit  en  trois  autres  qu’après  avoir  ajouté  aJu,  ce 
qui  donneroit  au  lieu  des  équations  (i).  trois  équations 
entre  lesquelles  éliminant  A , on  auroit  les  équations  de  la 
courbe  cherchée.  Si  on  avoit  pour  limites  deux  points 
fixes , les  constantes  seroient  déterminées  par  la  condi- 
tion que  la  courbe  passât  par  ces  deux  points  : lorsqu’on 
a pour  limites  deux  courbes , celle  qu’pn  cherche  doit 
les  couper  à angle  droit  comme  ci-dessus.  Ainsi  Le  resta 
du  problème  est  le  même  dans  les  deux  cas. 


i 
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IV.  Quelle  est  la  courbe  CM  dont  la  longueur  s soit  5 t. 
donnée , qui  passe  en  C et  en  M , et  qui  intercepte  entre 
ses  ordonnées  terminales  BC  PM  et  l'axe  Ax , l’aire  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  ? 11  est  clair  que  fyàx 
•doit  être  un  maximum  ou  un  minimum , l’arc  s étant 
constant  : il  faut  donc  combiner  la  variation  de  fydx 
avec  celle  de  f\/  (dac*  -f-  dp*  ) — const.  = o',  suivant  ce 
-qu’on  a vu  819,  111,  afin  de  pouvoir  partager  l’équation 
B en  deux  autres.  On  trouve  pour  la  variation  com- 
plète 


/{,«,+ **+ü=£i3 

• ••  d*  '»•;»)  4K  d - "'** 

d’où  M—o,  N ~.y  -J-  A 5 — , m z=  dx , n = A , » 


et 


d7* ’ " — di J 

no . tufec  f ftl 

dx  dy 

^+Ad7=c’  A 37  =**•■■' 


Soit  qu’on  intègre  l’une  ou  l’autre  de  ces  équations, 
on  parvient  au  même  résultat,  ce  qui  prouve  qu’elles 
sont  identiques , et  on  ne  doit  pas  éliminer  a entre  elle*. 
La  1".  donne 


Ay  V{*»  — 

dx 


— O’} 


d’où  (x  — c'y  -f-  (_y-c)’  = a*. 


La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle;  suivant  qu’il  tourne 
sa  convexité  ou  sa  concavité  à l’axe  des  x , l’aire  est 
un  minimum  ou  un  maximum.  On  doit  déterminer  les 
constantes  te'  et  A par  la  condition  que  le  cercle  passe 
par  les  points  C et  A/,  et  que  l’arc  CM  ait  la  lon- 
gueur exigée.  Tel  est  le  plus  simple  des  problèmes  d ’/ro- 
périmètr  es. 

V.  Quelle  est  la  courbe  AM,  pour  laquelle  Taire  BCMP  5i. 
soit  donnée  , Tare  CM  étant  le  plus  court  possible  ? On  a 
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«‘/v/(dÆ*  + %”)  = minimum  , avec  la  condition.  . . 
Jyà*  — const.  = o.  En  imitant  le  raisonnement  ci-dessus, 
on  obtient 


dx  dy 

Ts  +AJ  = C, 

équations  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  nous 
venons  de  trouver  ; le  cercle  est  donc  encore  la  courbe 
demandée.  > ■ . 

24.  VI.  Entre  deux  rayons  vecteurs  AM  , AK  et  Tare  MK  , 
/ aire  donnée  MAK  est  renjermée  : on  demande  quelle 
doit  être  la  courbe  MK  la  plus  courte  possible?  On  doit 
avoir  s =y^/  (dx’  -{-  dy‘)  c=  minimum , avec  la  con- 
dition (68a  ) ,y  i (xdj-  ~ ydx~)s=  Const  i ce  qui  donne 
la  variation 


dx.  Jdx-4-dy./dy 

[-ïk(<iy.êx-{-x.Ny — dx . ty—y . édx=o . 

donc  iAdj-d^—  i A_yj  =o,  Ivlx-f-d^.  + A Ax  ) O. 

Ces  équations  s’accordent  visiblement,  en  sorte  qu’il  suffit 
d’intégrer  la  t‘*.  , a étant  une  constante  arbitraire  ; il 
vient 

dx 

*:r+  '“7;  onCAJ'+c)  dyssdxy'  ji  — (Aj  + c)*f. 

On.  fera  A y -f-  este  z,  et  l’intégration  sera  facile  (71a, IV): 
on  trouvera  (a  x -|~  A)‘  -f-  -|?  o)’  = 1 , ou  si  on 

veut , ( x -f-  b )x  -f-  (y  -f-  c )’  = A*.  La  courbe  cher- 
chée est  donc  un  cercle , nssujptl  à passer  par  les  points 
M et  K , et  à former  l’aire  MAK  de  grandeur  don- 
née. En  sorte  que  toute  autre  courbe  , passant  par  deux 
points  M et  K de  cette  circonférence  , et  formant  la 
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même  aire , auroit  l'arc  intercepté  dans  l’angle  MAK 
plus  long  que  l’arc  du  cercle , et  cela  quels  que  soient 
les  points  M et  K.  On  verra  de  même  que  le  cercle 
répond  aussi  au  problème  inverse  : de.  toutes  les 
courbes  , d'égale  longueur  entre  deux  points  donnés , 
quelle  est  celle  dont  l'aire  MAK.  est  un  maximum  ou  un 
minimum  ? 

Vil.  Parmi  toutes  les  courbes  planes  terminées  par  deux 
ordonnées  BC  PM  , et  qui  engendrent  dans  leurs  ré it>- 
lutions  des  corps  dont  T aire  est  la  même  , on  demande 
quelle  est  celle  qui  produit  le  plus  grand  volume  ? Un  a 
J v ^’dx  = maximum.,  elj  a « y (dx*  + <}/)  = coyst. 

D’où  il  est  facile  de  tirer 

f \:\s,  ■_  _ ,f 

— \ jdx  + A<b  = d 

Int.  .4»  \ di  / • j 

Ces  équations  s’accordent  entre  elles  , et  la  t".  donne 

up 

.,1 


dx  = 


— r > dy 

V-?)'T i * * 


V 

Si  la  constante  c.  = o , on  trouve  dx  = 


(t). 


— >'<ly 

V (4  —j’)  ’ 

d’où  ( x — by  -|- y'  = 4a'  ; éqnaiion  u’tin  cercle  dont/ 
le  centre  est  en  un  lieu  quelconque  de  l’axe  des  x , et 
qui  doit  passer  par  les  deux  points  donnés.  Toutefois 
ce  cercle  ne  répondïoit  au  problème  qn  . autant  que  l’aire 
engendrée  par  la  résolution  de  l’arc  CM  se  tronveroit 
avoir  l’étendue  exigée  : en  effet , l’équation  intégrale 
lie  rcnfrrine  que  deux  éonstantes,  qu'on  a déterminée* 
par  la  condition’  que  la  ligne  passe  par  les  points  C 
et  M.  La  solution  générale  du  problème  est  donnée  par 
l'équation  (i). 

VU1.  De  toutes  les  courbes  planes  , d’égale  longueur 


Ca xrcx  iNTicnAt. 


<8 o 

entre  deux  points  donnés  ; quelle  est  celle  qui , dans  j* 
révolution  , engendre  un  volume  ou  une  aire  maximum? 

Dans  le  t".  ras,  on  a J vy'dx  =r  maximum  (697), 
et  J\j  ( dx’  -f-  ty'  ) = const.  En  raisonnant  comme  ci- 
dessus  , on  trouve 


y d*  V i*'  — (C  - *JV{ 

La  courbe  dont  il  s’agit  ici  jouit  de  la  propriété  que 


son  rayon  de  courbure  R est 


, ainsi  qn  oa 


peut  aisément  s’en  convaincre  (684,6°.  ) ; en  effet,  on  a 


!’=-^p-y=  j/  } 


>r*= 


2A’ry 

l c-*T'f 


Cette  courbe  est  Y Elastique , le  rayon  de  courbure  étant 
en  raison  inverse  de  l’ordonnée.  Outre  c et  a,  on  a 
une  3'.  constante  ; on  les  détermine  par  la  condition 
que  la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  ail 
la  longueur  exigée. 

Dans  le  a°.  cas  , J a » y \/  ( dx’  dy'  ) doit  être  un 
maximum  (6y8)  , et  en  outre  f \/  (dx*  -f-  dj*’  ) — const. 
On  en  tire 


2 ir^'dx  4-  A dx 
“ d ~s  3 


dx  : 


t&y 

\Z{  (2  + A)’— 


La  courbe  demandée  est  la  Chaînette  ( p.  34y),  dont 
l’axe  est  liorisonlal  : il  y a maximum  ou  minimum , 
suivant  qu’elle  présente  à l’axe  des  x sa  concavité  otl 
sa  convexité.  , ' 

IX.  Qi telle  est  la  courbe  de  longueur  donnée  s,  entre 
deux  points  Jixes  , pour  laquelle  J yds  est  un  maximum, 
ou  trouvera  aisément 
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4*» 


dx 


«]K 


( y 4-  A,—  = c,  d’oà  dx  = - — r. 

On  obtient  la  même  courbe  que  ci-dessus.  Comme 

è- — est  l’ordonnee  verticale  du  centre  de  gravité  d’un 
$ : . 
arc  de  courbe  dont  s est  la  longueur  ( Voy.  ma  Me» 
xanique , n”.  64  ) , on  voit  que  le  centre  de  gravité 
d’un  arc  quelconque  de  la  chaînette  est  plus  bas  que 
celui  d’un  autre  arc  terminé  aux  mêmes  points. 

X.  En  raisonnant  de  même  pour  fy' dx  = minimum 

ou  plutôt 
fy'  dx 


et  fyàx  = const. , on  trouve  y*  y ~ 
y = c : on  a une  droite  parallèle  aux  x.  Comme 


ayjdx 


est  l’ordonnée  verticale  du  rentre  de  gravité  de  toute 
aire  plane  {Mécanique,  n®.  68),  celui  d’un  rectangle 
vertical  dont  un  côté  est  horisontal  est  le  plus  bas  pos- 
sible. En  sorte  que  toute  masse  d’eau  dont  la  surface 
supérieure  est  horisontale , a son  centre  de  gravité  le 
plus  profondément  situé. 

Consultez  l’ouvrage  d’Euler,  intitulé,  Metliodus  imt- 
ruendi  lineas  cun  as  maximt  minimive  proprietate  gaudentes» 


frlNs 
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Développement  du  cylindre  286. 
— * du  cône , 288. 

Développement  en  séries.  Voyez 
Séries. 

Diagonale  , 228  — a55.  — d« 
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tmrrc,  o3-.— du  parallélipijiède, 

Diamètre , «lu  osn-Ie  , i(ii . d’une 
courbe  quelconque . 4*6.  — 
conjugué»  de»  im  ciionscnaîquc», 
4»7  4*S  — 4.^ -676,  IX.  - 
Hum.  de  la  pacnbolr,  q36. 

Dié«lre.  y ayez  Angle. 

liilTérencp  , 4 Û77.  -*  équation 

nu\  dilféit-nces  des  racines  , 517 

54  * , II. 

Diftcreoiielle.  — principe  fonda  - 
mental  , shG.  — font* dons  algé- 
briques., faq.  — exponentielles  , 
**4*?  ““  65Î>.  — - logarithmes 
G.j8  — 655. — circulaires.  65o— 
655.  — équations  , 6.*V)  — G64. 
intégration  des  équations  dif- 
feivni telles  . 767.  y.  LquaÛoiw 
et  Intégr.ition. 

Ihtlerentu-lb  s |>arlielles , 6(14  — 
801  — ■ 8o5.  y . Intégration  , 
Eqodoa. 

DiOi-n»  million  sous  le  signe  f , 

Dimensions , 3aB« 

Discontinues,  discontinues,  ( fonc- 
tions, cour!  es)  81 4» 

Discussion , /|3o  — /j53  , etc. 

Distance  entre  deux  droites  , 374 
— 677.  — entre  deux  points  , 


4, SS 

3"3.  — inaccessible*,  363.  — 
d'un  point  à une  droite , 374  — 
617.  à un  pian , 6r6. 

Directrice  de  J.i  parabole , 3t)3. 
— d’une  courbe  quelconque , 
4«o  «06. 

Discussion  de»  équation,  du  *«. 
degré , 43p  , etc.  — 453 — d'un 
degré  quelconque,  676,  XIV. 
685 — 686 — 69  1 . 

Divergente,  f série)  563. 

Dis  blende,  diviseur,  5 — le  plus 
grand  commun  diviseur  aritls- 
uirli que  , 3.».  — algébrique, 
loi  — io3  — 6-3. 

Disiser  en  parties  égales;  un  angle 
ou  un  arc , t6q,  2».  i8<i  — 
aoS,  lll.  — .jjl,  . a3t,  — 3 6. 

— une  ligne  dmite  , ai 3. 

Di  « iaeur.s  cnmmemrabJes  >1,* 
équations,  5ia.  — du  second 
_ (l.-gi-é , fi»  , 5».  5i5—  ôio. 

Du  bible,  t'oyez  Multiple. 

Dis  isiot) , 5.  nombres  entier.  , 
19  - ni.  — fractions , 3o  39 
4a.  - décimales , ,7.  - . nom- 
bres complexes  , 58.  — algébri- 
que , 98. 

Droite,  t' <>i  ez  ligne. 

Duplication  du  cube  , qS*. 


Et  HEt  iE  de  transversales  , 116. 
Elastique,  (euurbe)  78.1,1»  — 

— 8ao  , V ni. 

Eliminaiion  ; 1".  degré  ,111.  

nque  , 5c6  — 541  , 
1rs  équations  diffé- 
rentielles , -C|1. 

EII11».  ,386-388-390-395-460, 

I y*  — tangentes  , qoq  —6-8.— 
diamètres  conjugués,  4*7—4*28 
q3a.  discussion  des  équations 
44a  — 45  1 — 43g — aire , 748. 

— rectification , 75*. 

Entiers,  nombres)  1. 

*P  ics  cloïde , 47 1 . 

Equations,  a,  — à une  seule  in- 

«onuue , t«.  degré,  teq  — 54v 


E. 


*».  degré,  l3c—  541,  lu.  — 
5.(7  — 5oa.  — 3'.  degré  , 533 
Sqt  , 13  . — 4**  degré , 538  — 
5qt , Y.  - à o on  3 te tiiies,5î5. 

composition  des  équations  , 
4g 1 1 etc.  — résolution  générale 

5 10  — 5t*  — 5 16 — 5at — 54 1 , 

I.  — 67*.  r 

Equation  au  carré  des  différences, 

.*117.  -Sjt  , II. 

Equations  à plusieurs  inconnues  , 
I".  degré,  lit degré  quel- 

conque , 5o6  — 5.4  r , \ I.  — in- 
déterminées , t»r.  degré,  1 i<  — 

546.  — ar.  di  «ré  , 5-19. 

Eqttaiion  d’une  ligne  pb.ne,  366. 
— droite , 367  — 6®4*  — de» 


/ 


4#6  Table  alphabétique 

sections  coniques,  du cercle,  de  le  1er.  degré,  771 . — équations 

l'ellipse  , . . . . V . ces  mots.  — homogènes , -59  — 763  , IV.— 

d'une  courbe,  /|6o.  — d'une  8o3.  III.  — équations  linéaires 

courbe  à double  courbure,  on  V,  1 inéaires. 
d'une  ligne  dans  l'espace,  6o3.  Equations  différentielles  partielles , 
d’une  droite  , 6o4  — 610.  665.  — intégration,  ier.  ordre  , 

Equation  d'une  surface,  699.  — 801  , etc.  — 2e.  ordre,  8o5. 

de  la  sphère  ,601.  de  scs  pro-  Equations  linéaires.  V . Linéaires, 
jeelion»,  d’un  plan,  606  — 010.  Equation»  simultanées  \ intégra-* 

— d'un  cylindre  , 602  — 60- — tion  , 792. 

665  — 812.  — d'un  cône,  G08  Equidifférence» , 71  — 83. 

665  — 81 3.  — d’une  surface  de  Equilatère  , ( hyperbole  ) 4°°* 
révolution , 609  — 665.  - d’une  Escompte  , 81  — 147- 
courbe  à double  courbure  en  gé-  Excentricité  , 598. 
nér-1 , 6 >3  — 69}  — 800.  Explicite,  ( fonction  ) note  499- 

Equations  polaires , 385  — 3^4  — Exponentielle»,  note  499  5t  4 — 
399  — 402.  5ti  , I.  — 643.  — leur»  ditTé— 

Equations  identiques  , 491  — 494  rcntielles  , 6^7  -»655.  — leur» 

— 558.  intégrales  , 726. 

Equations  de  condition.  V.  Con-  Exposant,  12.  Voyez  Puissance. 

dition.  Expression  la  plus  simple  des  frac- 

Equations  différentielles,  638.—  lions,  35  — to3 — d44 — 673. 
a trois  variables  , G44  — 795  — Extraction  des  entier»  contenu» 
799.  — intégration  , 757  , par  dans  les  fractions  , 3o.  — des  ra* 
séries,  773.  leur  construction , cinés.  Vo*ez  Racines. 

773 — 77g.  — lorsqu'elles  passent  Extrêmes  , 72.  • 

. F. 

Factbvrs  , 3 — 1 1 . — décomposi-  Fonctions  arbitraires;  disparoi»-* 
tion  d'un  nombre  en  facteur»  sent  par  les  différentielles  par- 

premiers,  27.  — facteurs  com-  belles, 665. — leur  rétablissement 

iimn$  entre  plusieurs  quantités , dans  l’intégration,  801.  -leur 

35  — io3  — 673  — 102.  détermination  ,812. 

Facteurs  du  icr.  degré  des  équa-  Formule  algébrique,  106,  ITT.  — 
lions  et  des  polv nomes  , 49*  — du  binôme,  480  — 645  — 666. 

672.  — du  2e.  degré,  49>,  5°.  — de  Tavlor,  644*  — cas  où  elle 

— 5t5  — 5ig  — 527  , etc.  est  en  défaut , 657  — » 692.  — 

— facteurs  égaux ,.  5io  — 672  , ses  limites,  661 . — usage  pour 

HT-  intégrer  par  séries , — 77^* 

Facteur  propre  À rendre  intégrable,  — de  Maclaurin,  666.  — de 

763  — 770.  Remoull  y,  744* 

Figuré»  , ( nombre  ) ^8Ô.  Forer  de  la  parabole  , 3g3.  — de 

Fonctions,  notes  499  et  607.—  f ellipse,  397.  — de  l'hyperbole, 

dérivées  , 5oi  — C27.  — algébri-  4°*  • — propriétés , 4^9  — 4 * 2 

ques , 94.  — leur  différentielle  , — 4 15. 

629.  — leur  intégrale,  712,  etc.  Fractions  , fractionnaire»,  29  —3t. 
—transcendantes,  exponentielles,  — Réduction  au  même  dcnqmi- 

etc.  V oyez  ces  moi».  nateur  , 32.  — à la  nlus  simple 

Fonctions  irrationnelle*  , intégra-  expression,  35.  — opérations  > 

les,  71a  — 716  — 720.  3q  — 37  à 4o,  — déci^mle».  V ^ 
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ee  mot.  — aliquotrs,  57. 
fractions  de  fractions , 4°* 
approximatives  d'un  quotient, 
4p*  — d'une  racine.  V-  Appro- 
ximation. 

Fraction*  algébriques,  toi. — Leur 
différentielle,  63l  — Leur  in- 
tégrale, 71a  — 7 13  — 720,  etc. 


487 

— Rationnelles  décomposées , 559 
— 7 1 5 — intégrées  .713. 
Fractions  continues > 5/| \ . — Déve- 
loppement d'une  fonction  de  r, 
778.  — périodiques,  547  — 555* 

Fractions  décimales,  périodiques. 
V oyez  ces  mots. 


DIS  MATIÈRES. 


G. 


GÉ  N F.  r a t*  ieE»,  génération  des  Géométrie,  lignes  , i54>  — sur- 
courbes,  460.  — Des  surfaces,  faces,  2 .4g. — volumes,  3o2. 
606.  Grades.  V oyez  Degrés. 

Géodésie , problèmes,  365. 


H. 


Hexacohe  régulier,  236. 
Homogènes , formules , 3a8.  — 
équations  différentielles,  759  — 
763,  IV  — 8o3 , m. 
Hyperbole,  386 — 388 — 3go — 4 00 
— 46°  — 4^3.  — asymptotes  , 

4 16  h 4 -Jo  — 435.  — diamètres 

conjugués  , 43 1 — 43A.  — discus- 
sion des  équations  — 4^°  — 
45q  — 4% — aire,  748  , 11.  — 
?5o.  — Rectification  , 75a. 


Hyperboles  quelconques,  leurs  tan- 
gentes , 678,  HT.  y oyez  Aires, 
Rectification,  etc. 
Hyperboliques.  V,  Logarithme , 
Spirale». 

Hvpcrboloide  de  révolution , 609— 
'754,  HT. 

12 \ potiiénusc  , 104  — 217  — 253 

- 354.  * 

i 


ÏDBWTTQtJB  (équation)  4gi  — 4pî 

— 558. 

Imaginaire,  128 — 129.  — racines 

imaginaires  , 4f)4 — 495  5tg.— 

arcs  et  logarithmes  imaginaires, 

58o  — 672  , H. 

Impair  (nombre),  18 — 26. 
Implicite  (fonction),  note  499* 
Incommensurables,  63  -70 — 102, 
3°.  — i56  485  —49°  - 67a, 

rv  . racines.  Voyez  ce  mot.  — 
intégrale , 7 1 2 — »?  1 6 — 720. 
Inclinaison.  Voyez  Angle. 
Indéterminé  ( problème  ) , 1 1 o — 
11t. — Ier.  degré,  v 1 5 — 116. 
2r,  degré  . 54p« 

Infini , 1 1 o — 1 1 5 — 667  — 667 

— 673.  — dans  les  solutions  sin- 


gulières , 768. 

Infinitésimale  ( méthode  ) 703  — 

7%  — 7'*5- 

Inflexion , 692. 

Inscrire;  un  cercle  dans  un  triangle 
ou  réc.i p roquent. , 206—  187  — 
3t8. — un  triangle  dans  un  autre, 
226.  — des  poly  gones  au  cercle  , 
236  à 23g. 

Intégration  des  fonctions  simples,. 
71 1 —712.  —par  parties,  "12 
V.  des  fractions  rationnelles , 
71 3.  — des  fonctions  irration- 
nelles, 716.  •—  des  différentielles* 
binômes,  720. — des  fonctions  ex- 
ponentielles , 726.  — logarithmi- 
ques , 730.  — circulaires , y35. 
—par  séries,  743 — de* équation** 
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à deux  variables,  l*r.  ordre,  757. 
— ordres  supérieurs , 781  — à 
trois  variables,  -91.  — Différen- 
tielles partielles,  je*,  ordre,. 
801.-2*.  ordre,  809. 

Intégrales  particulières , 766. — 767. 

Intérêt , 80  i45. 

Interpolation,  4^4* 

Intersections  des  cercles,  1 c>i  — 
38o  — destitues,  37a  — 61 3 — 
68/j,III. — des  sur  fa  ces,  6o3 — 624. 

Inverse  (méthode  inverse  de»  sé- 

ries) , 571 — 67 u 


Inverse  ( problème  inverse  ) de* 
tangentes,  767. — des  aires,  75g, 
1 \ . — des  ravons  de  courbure 
782  - 785  1 1®.—  des  normales 

79> » «. 

Irrationnels.  Vay.  Incommensu- 
rables. 

Irréductibles  (fractions) , 36 — 4f> 
— 5 |5. — Cas  irréductible,  536 
-53-. 

Isoaeèle  (triangle)  ip4""30,« 
Isopérimeti  es , 676 , X— 820. 


Ligne  droite,  154.  — dans  l’es- 
pace , 604  — 6 r o. 

Lignes  proportionnelles  , 210.  — 
trigonométrie  pics  , 34". 

Ligne»  droites  ( équations) , 366 — 
4 f-|  — q49““  435- “4^i8— 
43g— 604  * 610. 

Lignes  courbes.  Yoy.  Courbes.  — 
de  contact , "91  — -66 , 3®. 

Limites  (méthodes  des)  167.  — ap- 
plications géométriques,  1 8 — 
2/j  6 — a 5 o — 26  * — 286 — 289  — 
2{)3  — 3o6  — 3o8  à 314.  — aux 
tangentes , 4o3.  - aux  aires , vo- 
luturs  , etc.  Y oy.  ces  mots. 

Limites  du  développement  en  sé- 
rie, 661.  des  intégrales, 

Linéaires-  (équations)  icr.  ordre , 


761  — 763 , 2* — 786  — 787  — 
7S8.  — de  tous  les  ordres  , 789 
— "f)0.  — Di  fié  re  ntic  lies  partiel- 
les , 802  — 8ocp 

Logarithmes  , théorie  et  propriétés 
arithmétiques,  85.  — «algébri- 
ques, l4y*  — Tables  , 8 g-i-i5o, 

4°-  — 556— 5"8.  — Séries,  570 
— 648  — (‘66  — 743.  — dil'fé- 
reniiation , 648  655.  — inté- 

gration ,73o. 

Logarithmes  imaginaires,  58o  — 
6-2. — h \ pcrboliqius,  népériens,, 
naturels  j 375  -48  » 11. 

Logarithmique , 4^8 — 678,  V„ 
Yoy.  Spir.dc. 

Logogrvphc , note  4 7^* 

Lozangç, 

M. 


Maxim  « et  mintma  d'une  seule  va- 
riable , 6'  6. — dis  courbes , 6-6, 
XlV.  692. — de  deux  varia- 
bles , G—,  —des  intégrales.  Yoy . 
3 .nia.  ions. 

Membres  d’une  équation , 2. 

Mesures  nouvelles,  53.  — ancien- 
nes , 54.  — liai  1 ports  de  ces  me- 
sures , 55. 

Mesurer  une  ligné",’  t56.  — un 
angle,  1 1 8 — me  hauteur,  227. 
•—un*»  *.i  e , 2 j . — une  distance 
ira-^ev-''  le  T ri- — 365. 

Méthode  datlimitci*  Yoy,  Limites. 


— dps  tangentes.  Voy.  langea*» 
tes  , etc. 

Minium.  Y y.  Mnxîma. 

Module  des  logarithme* , i5a — ■ 

6 8. 

Moyens  d’une  propor»ion  ( leur 
produit  égal  a celui  dés  extrê- 
mes ' , "2 

Mo;  ens  proportionnel,  numérique*, 
71  — 83—  84  — géométrique 

. 222—224. 

Mubiplcs  ; définition , 18  — des. 
nr nib’*es  2,  /§,  8,  5,  10,  5 
et  ij  r n».  24  — de  7 et  csl  1 1 * 


B RS  MATIÈRES.  <*> 


B°.  a5.— Trouver  le  plue  petit 
nombre  divisible  par  un  nombre 
donné  , 3^  — Décomposition 

d'un  nombre  en  facteurs  pre- 
miers , 27.  — V t y.  Sinus  et  Co- 
sinus d’arcs  multiples 
Multiples  (point»  , 686. 
Multiplicande  > multiplicateur  r 3. 


Multiplication  ; définition,  5 — 
calcul  pour  les  nombres  entiers» 

il  — i4  — i5  — 16 Calcul 

pour  les  fractions,  5o— 38  /o. 

— 41* — pour  les  décimales,  46 
— pour  les  nombres  complexe»  , 

Multiplication  algébrique  , 96. 


N. 


Naturels.  Voyez  Logarithmes.  Nombres  fractionnaires.  Voy  cm 
Négatif,  3.  — racines  négatives.  Fractions. 

Voy.  Racines.  — Signes  néga-  Nombres  figurés,  488. 
tifs.  Voy.  Signes.  Normale  des  sections  conique», 

Népériens.  Voyez  Logarithmes.  oo3 — des  courbes  quelconques» 

Neuf,  propriété  de  ce  nombre , 24,  * 678  — 791  , II. 

q°.  Numérateur  , définition  , 29. 

Nombres  entiers,  L,— pairs,  im-  Numération  (systèmes  de)  6 — f 
pairs  et  premiers  , liL  — 102  , a®. 

O. 


OotnjrArioLBs  ( résolution  des 
triangles)  , 36/,  — 

Obliques  , un  — 17 6 — 266. 

Onze , propriété  de  ce  nombre  , ot5. 
Ordonnées,  366.  — Cas  où  elles 
sont  négatives,  333*  — V°y* 
Coordonnées  et  T ransformation. 
Ordre  ( premier  ) intégration. 


V oy.  ce  mot.  —757  — 791  — 
801 . 

Ordres  supérieurs  ; différentiation  » 

— 638.  intégration,  781—805% 

— 8oq. 

Origine , 333.  Voy.  Coordonnée** 
Osculations,  683  — 686* 


P. 


Puas  ( nombres  ) 18  — 24, 

26. 

Parabole , 386  — 588  à 391  — ^60  , 
III.  — tangente  41 1 — 678  — 
diamètres  , 42S  — q56.  — dis- 
cussion , 448  — 4 -S 8 — 459.  — 
aire  , 748.  — rectification , 76a. 

— développée,  68q  , L 
Paraboles  de  tous  les  ordres.-—  tan- 
gentes , 678  , III.  — aire , 748. 

— rectification  , 7*2. 

Paraboloide  de  révolution  , 609— 

754* 

Parallèles  (droites),  181 — 1 84— 
100  — 204  — 370  — ( plans  ) r 
a6-  à 26g  — 610. 

PüalléJogra'uunc , a3t— a4o»  IV. 


— son  aire,  a5o.  — circonscrit 
à l'ellipse , 43a  — à l'hyperbole  t 

434- 

Parallélipipcde  , 284  — 3o4-  — sou 
volume,  3o6. 

Paramètre  . 5q3 — 3q8  — 4ot  — 
436  —46°  , iL  — Variation  du 
paramètre  d'une  courbe  quel- 
conque , 766  , 3“  — 791  , II 
et  III. 

Particulières  ( intégrales  ) 765  — 
767.  — solutions  , 760  — 767. 

Pentagone  régulier,  238. 

Permanences  des  aigues  d’une  équa- 
tion , 522. 

Permutations,  4 76. 

Pcrpeudiculaiie6 , 171— 1;5— >"9 
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1 84  — 876 , ITT.  — Ci»  où  deux 
droite*  sont  perpendiculaires  , 
370.  — Plans  perpendiculaires , 

27a — aj3 — 01 4»  — tfefpsndi- 

culairrs  aux  plans  , 2<i6 — 6l4* 
Plan  y i54«  — Eq  dation  , 602  — 
610,  etc.  — Intersec  lion  s plane»  , 
6a4*  — Lever  un  plan , xja,  5°. 

— 2 65. 

Plan  tangent , 292  — 694. 
Planification  , 698 — 702  — 709— 
v>  *' 

Plus  , positif,  2a  — propriétés  des 
signes , 33o.  Voy . Signes. 
Poids  nouveaux , 53.  — anciens  , 
i-  — leurs  rapports  , 5iL 
Points  multiples,  conjugués  ; d’in- 
tersection , d'osculation,  singu- 
liers, etc.  frayez  t e*  mots. 
Polaires.  Voy  Coordonnées. 
Polyèdres  , 282.  — scmhl ailles  , 
294. — angles  pol  \ èd  res , 2-6. 
r ore*  Angle. 

Poh  gones  , 228. — réguliers  , 

— inscrits  et  circonscrits  au  cer- 
cle , 203  — vA|. 


Pol 


vgonomètrie  , 229  • 


-365  . 


VT. 

Positif,  plus,  2±  f^or. Signes,  33o. 
Position  ( règle  de  fausse)  i.|8. 
Position  d'un  point  sur  un  plan  , 
33o  — 333.  — d'une  ligne,  366. 
— dans  l'espace , 5qo  — 6o3  — 
606—  610. 

Premiers  (nombres}  , 18 — 26—28. 
Pi  cuves  a es  calculs  numérique*  . 
2?  ■ — 2.3. 

Prisme , 282.  — son  volume , 307. 


problèmes  d'algèbre , 9?..  — de  ioj 
à 107 — n4 — 120—140^143* 

— de  géométrie  , — l8û  — 

1 83  — 186  à 1 89  — k^3  — 206 

— 208  — •».  » 3 — 217  — 222  — 
22-  — v.35  à 2.38  — 264.  — sur 

les  aires  , 334»  — sur  les  volu- 
mes, 543. — de  trigonométrie , 
565.  d'algèbre  appliquée  à la 
géométrie  , 3 1 6 — 3-6  — /j6o  — 
46 1 — 463.  — sur  le  plan  et  la 
ligne  droite  , 610.  — de  calcul 
intégral  , 748  — 7Qi_ 

Problème  inverse.  Voyez  Pro- 
blème. 

Produit  ,3  — i_l  ■ — liL  — Note  , 
, 23.  — o x «0  , 7 , 673  — diffé- 
rons , combinaisons , 4~8.  — le 
plus  graud  des  deux  partie*  d'un 
nombre  , 676 , fl. 

Porporlions  , rj.  — i45.  — trans- 
formation* qu'elles  peuvent  su- 

Proportionuelles  , ( lignes)  , 21.0  — 
225. 

Propriétés  de*  nombres  , 24— 1 102- 
Puissances  des  nombres  , 12  — 60 

— 86— 88 , 5°.  - 480— 53ç — 
672. — algébriques,  1 - »,3 — 1 U , 
2°.  — Nulle*  , négatives,  frac- 
tionnaires , 1 3» . — Leurs  diffé- 
rentielles , 635.  — Leurs  inté- 
grale*, 7ta,  n. 

Puissance  de  l'hyperbole , 419. 
Pyramidaux  ( nombres  ) , |S8. 

Pt  ramide  , 276.  — son  volume  j 

309. 

Q-  . 


Quadratures  , 682  — 748.  — du  Quadrilatère  inscrit  au  cerclé, 
cercle , 9.60  — 748  , III.  2/|Q. 

Quadratrice  , 47°* . Quantité,  L. 

Quadrilatère  sa  mesure,  365,  VI.  Quorient,  5—  17—  19. 

R. 


Racines,  22.  — Extraction  des 
racines  carrées  numériques,  un, 
3°. — par  les  fractions  continues, 
547.  — Racines  cubiques,  68  — 


4po  — de  tous  les  degrés.  88\ 
6°.  — i.rn  . 20.  4^0  — 5?.r)  — 
par  les  fractions  continues , 556» 
Racines  algébriques.  — 2*.  degré  * 
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I 25  — 1 34  — 534*  — CïLi  degré , 
l56  — 535.  — de  toits  les  degrés  , 
la 3 — j^:>.  — des  fonctions  ra- 
dicales , 534. 

Baciucs  des  éq nattons,  2«.  degré, 
— 5qt  ,111. — 5u2  — 547  — 
0e.  degré,  536  — 54«  , IV.— 
degré,  538  — 5.|  1 , V.  -à 
2 ou  3 termes,  5î»5.  — Pro- 
riétés  , 4<>i  — 49^  — 5 00.  — 
mites  , qcp.  — Racines  égales , 
3 1 0 679.,  III.  — Racines  com- 

inensu râbles  (entières  ou  frac- 
tionnaires) , 5 19.  — Racines  in- 
commensurables, 5i6  — 54i  — 
55/| — 67a  , IV.  - Racines  ima- 
ginaires , 494  » 4gS— 6a t—  5a4 
1 — 5a5,  etc.  note,  5 1 1 . - Racines 
négatives  , 5p7  , 9°. 

Kariues  ( somme  «les  puissances 
des  ) 53p  — 6-a, 

Bad  icaox  leur  calcul , 1 9S.  — leur 
difleri  nticllc  4 636,  — leur  in- 
tégrale. 

Baison , rapport , 70.  — rapport 
de  deux  angles,  168.  - de  deux 
secteurs,  \ Çh) — de  la  circon- 
férence au  diamètre; , v.jG  — 3ao 
— 545  — 58 1 — • 745. 

B. tison  ( moyenne  et  extrême  ) , 
297 39f)  , IV. 

Bantplioide  , 692. 

Rationnels  ( nombres  ) , 63. 

Ba\ on  d'un  cercle.  lÜi — 548. 

Rayon  Tecteur,  385  — 397 — Aol — 
4»»9— 4l5  6-9.  Voy  ez  (Coor- 

données pol.iires. 

Ba_\  <m  de  courbure  , 653 — 684.— 
méthode  in  verse,  782— 785  , 1°. 


Sécants,  181—224 — 225  — 5~q. 
trigonom  étriqué , 574  , etc.  E 
Sinus. 

Sectcnr  , segment  de  cercle  , i(V). 
— aire  , 961 , — de  sphère  , aire  , 
2p3.  — volume  , 3i  3. 

Sections  coniques,  3.vi»  — 390.— 
tangentes  , - — y 9 9.  — Dis- 

cussion de  réquation  du  2*. 


Rebroussement , 692. 

Rectangle  ( triangle  ) , iû4  “ *07 

— 2 1 7. — Résolution  , 363 — 5f)2. 
Rectangle  ( parallélogramme  ),  2$l. 
Rectification  ; de  la  circonférence. 

V oyez  Rapport.  — des  courbes 
quelconques,  681  —706  — 752. 
Récurrentes  (séries)  , 36 ! — 061  • 
Réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur  , 3a  — 34i  — à 1» 
plus  simple  expression  , 35  — 
io3  — 6?3. — d’un  angle  à PI10- 
rison  , 365  , IJ.  — 598  , 11. 
Réduction  ulgébrique  , 94* 

Béd  uite , 536  — 538. 

Réelle  , ( quantité  ) 198  — V oyez 
Racines. 

Règles  du  calcul  numérique,  8 — 
9 — 14  — 20. 

Règle  de  trois , -5.  — de  société  , 
79—  io~  , V.  — d'intérêt , 80— 
1 jr>.  d’escompte  , 8i  — 1Q7» 

— d’alliage,  1 14,1V.-  G>njo»nte, 
89. — de  fausse  position  , tqR» — 
des  signes  en  algèbre,  96— de 
Descaries  , 522. 

Résolution  des  équations.  V.  Equa- 
tions , Racines,  —des  triangle» 
rectilignes  , 363.  — sphériques, 
Ikfx. 

Reste  Ho  U soustraction , 4 — 9*  — 
de  In  division , lS  — a5.  — 
note  , aâ  — 98. 

Retour  de,  suite,  ou  série»  , 571 

— 6-1. 

Révolution  surfaces  de)  , oqi  — 
C09  — lit 5 — G6Ô  -697 — 698  — 

7°-. 

Rbombe  , a5t . 

S. 

degré,  etc.  — aires,  *48.— 
rectification  , 75a. 

Section  suus^ontrairc  , Gî5. 
Segment,  y.  Scdteur.  — segment 
capable  d'un  angle  donné,  ztoâ, 

IV.  - 

Semblables.  — triangle,  , ai/j.  — ■ 
polygones , a/11.  — corps  , ng4- 
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Séparer  Ira  variables  dans  les  équa- 
tions à intégrer , 757. 

Sept;  propriété  de  ce  nombre,  ?,5. 
Séries  récurrentes  » 36 1 — 56  t. 
Séries  du  biuome  , q$4 — 4^ — 645 

— 666.  — «mimes  de»  puissances 
des  nombres  , /|86 — 53f)— 6- a. 

— des  nombres  figurés  , /|8~.  — 
de s exponentielles,  571 , 1 — 5r4» 
—6/47  — Gf'ki. — d *s  logarithmes, 
576  — 6q8  — 666.  — des  co- 
tangentes  , 667.  — des  sinus  et 
•osinus  ,571  , U.  — 5-9  — 65  o 
— * 666.  — des  arcs  en  fonction 
du  sinus  , de  la  tangente , etc. , 
671,  II.  —580—666  — 7^,3* 

Série  'méthode  inverse)  ,571  — 
67  1 . 

Série  ascendante  ou  descendante 
(développement  général  d*s  fonc- 
tion* ) , 543 , 6^  — 644  —658 
663  —666  - 668.  — note  685 

T 'g-liï; 

Serin  ( intégration  par  ) 743  — 

“4  — —f. 

Signes  d addition  , •>.  — de  sous- 
traction  , 4*  de  multiplica- 
tion, 3,  - de  division . 3.  — 

d égalité , a.  — d'inég  iliié , •*.  — 
des  racines  et  des  puivtaucr*,  15. 
de  l'infini  , , 5 , 00  , — LLQ 

— 1 15  — 4 f»  » 

Signes  négatifs,  leur  usage  dans 
Je*  problèmes  djdgcbrê,  108. — 
de  gcouiéii  t • , 33<». 

Signes  ( variations  ou  permanm- 
cty. } , 51/a.  — Règle  de  s-s- 
orte* , 5ii. 

Simultanées , ( équations  différen- 
tielles) -9a. 

Singuliers,  ^ points)  (x)m  — 676  , 
XIV.  (»8ti.  — singulières , 
(solutions)  ^65  76-. 

Sinus,  3 '17.  — de  la  somme  ou  de 
In  di  f.'  ienee  de  deux  ares  ou 
angles,  3 Î6.  — des  an-s  mul- 
ttpJrs , 1>  — 585  586.  — 

différentielle  , 65o  655.  — in- 

tégrale , 7~>3.  séries,  5-r) — 

585  - .586  — 65o.  — Toiles , 
Zth  —58^—583. 

ÿiau*  iks  aji^Ls  des  trianjilss- 


propnrtionnsls  aux  c8tés  oppo- 
sés, 335,-  589. 

Sinusoïde  , ( courbe  des  sinus  ^ 

iÇïL' 

F Ocicté,  ( régie  de  ) 79  — 10-,  V. 
Solution  négative  algébrique,  108. 

— géométrique,  o3o. 

Solution  singulièreou  particulière, 

765  — 767. 

Somme,  a — 8.  — des  puissances 
des  racines  d’ une  équation,  4^6 

— 53q  — 67a.  — des  ternies 

«T une  progression  ou  d’une  équi- 
dîfféivnce  , l /pi  — — 566 

— 569. 

Sommet  d’un  angle  , «6j.  — d’un 
triangle,  199-  — d'un  cône, 
088.  — d’une  Section  conique  » 

388. 

Sous-normale  des  sections  coniques, 
tyjL L des  courbes  quelconques, 
6-8.— méthode  inverse  de»  sOua- 
nomiales,  767*  V.  Inverse. 
Sous-contraire  , ( section  conique) 
6*j>..5. 

Soustraction 4 • • de»  entiers , q. 

— des  fractions , 37.  — • des 
dé»  imalcs , 45;  — <b*s  nombres 
complexe»,  56»  des  pohno~ 
nies , (>5. 

Sous- tangente  des  sections  coni- 
ques . /ji>3.  — des  courbes  , 6*8 

— 680. 

Sphère  ; aire , 290  — 7.54.  — vo- 
lume , 3 1 3 — 346  — 754.  — “ 
son  équation,  60t. 

Sphérique  , trigonométrie  ) seg- 
ment , e'e.  ) y.  cvs  mo's. 
Spirales,  d’ Archimède  , 4“^— 680 

— -:3i  — *53.  — logarithmique, 

423-68o  68  J , III.  — 753. 

— In  per  oli«tnc,  4?4  — 680.-— 
narahôliqm  , ^r5. 

Sol  Institution  , lu  , IL 
Suite.  K.  Série. 
iSupplément  d’un  angle  ou  cTua 
arc,  1 ~i  — 35  t. 

Supplémentaire  , ( pyramide  ) 

Surface  da  a»  IVspnce  , $99 — 091- 
y . Aire,  Révolution , C) UmJ1*? 
COmr,  Sphère,  eu* 
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Symétriques , ( corps  ) a8i  — îoo 

— 3o3  — 3 1 fonctions  ly- 

mét  riqtn  » , 53g. 

S^Dtiùw,  3i(\ 

Système  des  poids  et  mesures  , 53 


W 

— 74B , in.  — dp  logarithmes , 

( en  d langer  5 n ri-nt 

Système  coordonné,  333  ~ 366  — » 
5f)9— — polaire , 385—670. 
A . Coordonnées.  • 

T. 


T suif  de  Pvthagore  . t3.  — de 
logarithmes  , 8f)  - t 5o , 4°-  — 
556  — 57”.  de  sinus , rosi- 
nns  , etc.  36i  — 56 1 — 583. 
Tangent , ( plan  ) 093  — 69$. 
Tangente  aux  sections  coniques , 
4°3  — 52a-  — à une  eonrbe 
quelrontpte  , «on  équation  , 678 

— 706. 

Tangente  au  cercle  ,188  — an8  , 
II.  — m5  — 217.  — Son  équa- 
tion , 379 — 38i. 

Tangente  trigonotnétriqtte , 3ij. 

— de  la  somme  et  de  U diffé- 
rence de  deux  arcs  ou  angles , 
35e>.  — d’arcs  multiples , 35o  — 
séries , 58o.  — ■ différentielle  , 

65 1 . — intégrale , 7 $ t . 

Tangente  , ( méthode  inverse  ) 

Terme . ( chasser  un  terme  d'une 
équation  ) 5oa. 

Terme  général  du  binôme .481. 

— d'une  série,  56 1 — 566  — 

6.|/,. 

Terme  sommatoire  , 486  — 56t 
566  — 644  — 646. 

Tétrai  dre , ■>q4  — 3op  — 345  — 

3 1 1 . — Tetraèdrè  supplémen- 
taire, 58 

Théorème  de  Côtes,  53 1. — de 

U. 

Usité,  t. 

V. 


Tavlor,  6$  4 — 663  — 775.  — 
cas  oi\  il  est  fautif , 65;  — 66j 
~674  — — ses  limites  y 

66t-“  de  Mycl.iurm  , 666  — • 
7Ç5.  - de  Berlioullv,  744. 
Traces  d'un  plan,  601  — 606. 
Trajectoires,  791. 

Transcendante , ( fonction  ) not* 
4,00-  V-  Exponentielle , Loga- 
rithme, Sinus  , Cosinus  , etc. 
Arcs,  ....  différentiation.  64 7 . 

— intégration,  726 — 7^0— -33. 
Transformations  des  équations, 

5oi.  — de  coordonnées.  V.  ce 
mot. 

T ransporter  l’origine , 38a— 6a  t . 
Transposition , io5. 

Trapèze , a3t . — son  aire  , a5p. 
Triangles,  194.  semblables,  ai 4. 

— leur  aire,  a56  338  — 365, 

V. — résolution,  363  — 5qa. 

T r Angulaires  , ( nombres  q88. 
Trigonométrie,  rectiligne,  547. 

— sphérique,  687. 

Trisection  de  l’angle  , ao8  , ITT  — 

463. 

Trois;  propriétés  de  ce  nombre, 

i/\  , 5°. 

Tronc  de  pyramide  et  de  cône , 

289  — 3i  1. 


Vu  Fi  ns.  Voyez  Racines,  Equa- 
tions. 

Variable  principale  ou  indépen- 
dante , 633  — 653.  — dan*  le» 
intégration» , 710—784. 


\ariation  du  paramètre  d'une 
courbe,  766,  5«.  — 791 , Ha 

"V  anations  de  signes  dans  les  équa- 
tions , 5aa. 
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Virgule,  son  usage  pour  les  frac- 
tions décimales,  /\*. 

Volume  du  parai  lé!  ipipéde , 5o6, 
— du  prisme,  3Ô7.  — du  cy- 
lindre , do8.  — de  la  pyramide , 
3op  — 345.  — du  cône , 3 10— 
756.  — des  troncs  de  pyramide 


Zônb  sphérique  , 2f>5  — 3i3. 
Zéro  divisé  par  zéro,  un  divisé 


et  de  cône , 3i  1 . — de  la  sphère  * 
du  secteur  et  du  segment  sphé- 
riques , 3 1 3 34*>  — — 

7 55.  — des  corps  semblable*! 
Si 5#  — des  surfaces  courbe*  , 

<*r^  — 701  — 708  — 754  — 


ar  aéro,  110  — x 1 1 — 1 1 5 — 

73. 


Fin  de  la  Table  des  Matières. 
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Errata  du  Tome  second. 


1 1 , ligne 

9 ; 645  , lisez  , 655. 

3g> 

dernière  } ( 54i  /V  ) , Usez  , ( 54i}VI). 

9°  • 

dernière  ; x*  , Usez  , ar>. 

i5a  , 

6 ; 670  $ lisez  , 671. 

186 , 

ao  ; 696 , lisez  , 665. 

a%  > 

dernière  ; 68 1 et  68a,  Usez,  684  >6*. 
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